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PREFACIO 


El tratamiento matemático de los fundamentos de las Matemáticas —que es lo 
que constituye el objeto de este libro ha procedido del engarce de dos estudios 
distintos, ambos, en lo fundamental, muy modernos. Por un lado, contamos con los 
trabajos de los analistas y geómetras encaminados a formular y sistematizar sus 
axiomas, así como con las obras de Cantor y de otros autores sobre materias tales 
como la teoría de conjuntos. Por otra parte, tenemos la lógica simbólica que ahora, 
tras un necesario período de maduración, ha adquirido —gracias a Peano y a sus 
seguidores la adaptabilidad técnica y la comprensión lógica que son esenciales a un 
instrumento matemático para ocuparse de lo que, hasta este momento, han sido los 
comienzos de la matemática. De la combinación de ambos estudios se derivan estas 
dos consecuencias: (1) que los que antiguamente se consideraron —tácita o explíci- 
tamente— como axiomas son o bien innecesarios o bien demostrables; (2) que los 
mismos métodos por los que se demuestran los supuestos axiomas producirán 
resultados dignos de tenerse en cuenta en ciertas regiones —tales como la del 
número infinito— que anteriormente se habían considerado como inaccesibles al 
conocimiento humano. De aquí resulta que el campo de acción de la matemática se 
agranda, tanto por la inclusión de nuevas materias como por crecimiento, al 
ocuparse de cuestiones que hasta ahora estaban reservadas a la Filosofía. 


Nuestra intención inicial fue la de incluir este libro en Los Principios de la 
Matemática, de forma que constituyese un segundo volumen de la obra. Teniendo 
presente dicho objetivo, comenzamos a escribirlo en el año 1900. A medida que 
avanzábamos, se hacía cada vez más evidente que este trabajo era de una envergadu- 
ra mucho mayor de lo que habíamos supuesto; por otra parte, acerca de muchas 
cuestiones fundamentales, que en la obra anterior se habían abandonado por 
oscuras y dudosas, ahora hemos llegado a unas soluciones que creemos que son 
satisfactorias. Por este motivo se hizo preciso realizar nuestro libro con independen- 
cia de Los Principios de la Matemática. Sin embargo, hemos rehusado tanto la 
polémica como la filosofía general, de modo que presentamos nuestras exposiciones 
de una forma dogmática. La justificación de este proceder es que la principal razón 
en favor de cualquier teoría acerca de los principios de la matemática debe ser 
siempre inductiva, es decir, debe apoyarse en el hecho de que dicha teoría nos 
permita deducir la matemática ordinaria. Es normal en matemáticas que el mayor 
grado de autoevidencia no se encuentre de manera cabal al comienzo, sino en un 
momento posterior; por eso, las primeras deducciones, en tanto no se llegue a ese 
momento, ofrecen más bien razones para creer en las premisas, (puesto que de ellas 


$ siguen consecuencias verdaderas), que para creer en las consecuencias (dado que 
ellas resultan de las premisas). 


Al elaborar un sistema deductivo, tal como el que se contiene en esta obra, han 
de realizarse simultáneamente dos tareas contrapuestas. Por una parte, contamos 
con el modo de analizar, propio de las matemáticas, con miras a averiguar qué 
premisas se emplean, si éstas son coherentes entre sí, y si pueden reducirse a otras 
más fundamentales. Por otro lado, una vez tomada decisión por nuestras premisas, 
tenemos que estructurar de nuevo, en la medida en que lo creamos conveniente, los 
datos que anteriormente ya habían sido analizados, y cuantas otras consecuencias 
sean de suficiente interés general como para que merezcan exponerse. La labor 
previa de análisis no aparece en la presentación definitiva, la cual simplemente 
expone el resultado del análisis de ciertas ideas no definidas y de proposiciones no 
de mostradas. No pretendemos afirmar que dicho análisis no se pudo haber llevado 
más lejos; no tenemos razón alguna para suponer que sea imposible encontrar ideas 
y axiomas más simples, mediante los cuales aquellas de las que hemos partido 
pudieran ser definidas y demostradas. Todo lo que se afirma es que las ideas y los 
axiomas de los que partimos son suficientes, pero no que sean necesarios. 


Al efectuar deducciones partiendo de nuestras premisas, hemos considerado 
esencial extenderlas hasta el punto en donde hemos probado que resulta verdadero 
aquello que de ordinario se da por supuesto. Pero pensamos que tampoco es 
deseable constreñirnos demasiado estrictamente a esta tarea. Es habitual considerar 
sólo casos particulares, incluso cuando, con nuestro aparato, resulta igual de sencillo 
tratar el caso general. Así, por ejemplo, la aritmética cardinal se suele concebir 
relacionada con los números finitos; sin embargo, sus leyes generales sirven igual- 
mente para los números infinitos, e incluso se prueban más fácilmente haciendo 
caso omiso a la distinción entre finito e infinito. De igual modo, muchas de las 
propiedades que generalmente se aplican asociándolas a las series son válidas, 
también, para ordenaciones que no son estrictamente seriales, sino que sólo gozan 
de alguna de las propiedades que caracterizan a este tipo de ordenaciones. En tales 
casos, resulta un defecto de tipo lógico hacer la comprobación para una clase 
particular de combinaciones, cuando perfectamente podría hacerse con mayor 
generalidad. Un proceso análogo de generalización se inserta, en mayor o menor 
grado, a lo largo de nuestra obra. Siempre hemos procurado encontrar la hipótesis 
simple, más razonablemente general, a partir de la cual pueda alcanzarse alguna 
conclusión dada. Por esta razón, especialmente en las partes últimas del libro, la 
importancia de una proposición suele radicar en su hipótesis. La conclusión será 
algo que frecuentemente, en ciertos tipos de casos, resulta familiar; pero la hipótesis 
será, en la medida de lo posible, lo suficientemente amplia como para admitir 
muchos otros casos, además de aquellos para los que la conclusión sea familiar. 

Consideramos necesario ofrecer las pruebas de manera completa puesto que, de 
otra forma, apenas es posible ver qué hipótesis se necesitan realmente, o si nuestros 
resultados se siguen de nuestras premisas explícitas. (Recordamos, de nuevo, que 
nosotros no afirmamos simplemente que tales y cuales proposiciones son verdade- 
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ras, sino también que los axiomas que ofrecemos son suficientes para probarlas). Al 
propio tiempo, si bien son necesarias pruebas íntegras para evitar errores y para 
convencer a aquellos que pueden albergar dudas por lo que respecta a nuestra 
corrección, con todo, las pruebas de las proposiciones puede normalmente omitirlas 
el lector que no esté especialmente interesado por un asunto determinado y que no 
sienta duda de nuestra exactitud sustancial en dicha materia. Al lector que esté de 
una manera especial interesado en una determinada parte del libro, probablemente 
le sea suficiente —por lo que se refiere a las partes primeras— leer los resúmenes de 
las partes previas, secciones y apartados, ya que éstos ofrecen explicaciones de las 
ideas que tienen relación con ellas, y los enunciados de las principales proposiciones 
probadas. Las pruebas que se dan en la Parte I, Sección A, son, sin embargo, 
necesarias, ya que en el curso de las mismas se explica la manera de hacer el 
planteamiento de dichas pruebas. Las pruebas de las primeras proposiciones se dan 
sin omitir ningún paso; pero, conforme avanza la obra, las pruebas se van reducien- 
do gradualmente, manteniendo sin embargo el suficiente detalle para permitir al 
lector, mediante la ayuda de referencias, a recomponer las pruebas de forma que no 
se omita ningún paso. 


El orden adoptado es, hasta cierto punto, opcional. Por ejemplo, hemos tratado 
la aritmética cardinal y la de las relaciones de tipo aritmético antes que las series; 
pero pudimos haber estudiado en primer lugar las series. No obstante, en gran parte, 
el orden viene impuesto por las necesidades lógicas. 


Una gran parte del esfuerzo que supuso escribir el presente trabajo se ha 
invertido en tratar las contradicciones y paradojas que han inficcionado la lógica y 
la teoría de conjuntos. Hemos examinado un gran número de hipótesis en relación 
con estas contradicciones; muchas de tales hipótesis fueron anticipadas por otros, 
así como otras muchas han sido inventadas por nosotros mismos. A veces nos ha 
costado varios meses de trabajo llegar al convencimiento de que una hipótesis era 
insostenible. En el curso de tan prolongado estudio hemos sido llevados, como era 
de esperar, a cambiar de vez en cuando nuestro punto de vista; pero gradualmente 
se nos fue haciendo evidente que, para evitar las contradicciones debería adoptarse 
alguna forma de teoría de tipos. La forma particular de la teoría de tipos que se 
propugna en este trabajo no es, bajo el punto de vista lógico, algo indispensable; 
existen otras varias formas que son igualmente compatibles con la verdad de 
nuestras deducciones. Nosotros hemos particularizado porque la forma de la teoría 
de tipos que propugnamos nos parece lo más probable, y porque creímos necesario 
ofrecer, al menos, una teoría perfectamente definida que evitase las contradiccio- 
nes. Pero, aunque se adoptase una forma diferente de teoría de tipos, difícilmente 
se cambiaría nada de nuestro libro. De hecho podemos ir más allá y decir que, aún 
suponiendo que exista alguna otra forma de evitar las contradicciones, sólo una 
pequeña parte de nuestro libro —sin contar la que explícitamente trate de tipos— 
depende, en alguna manera, de la teoría de tipos que se adopte, una vez que se ha 
visto (como nosotros pretendemos haber mostrado) que es posible construir una 
lógica matemática que no lleve contradicciones. Debe observarse que el efecto 


global de la teoría de tipos es negativo: impide ciertas inferencias que de otra 
manera serían válidas y, sin embargo, no tolera ninguna que sin ella fuese inválida. 
Por eso, podemos razonablemente confiar en que las inferencias que permita la 
teoría de tipos sigan siendo válidas aún cuando se hubiese encontrado que tal teoría 
no fuese válida. 


Nuestro sistema lógico se contiene íntegramente en las proposiciones numeradas, 
que son independientes de la Introducción y de los Sumarios. Tanto la Introducción 
como los Sumarios son explicativos en sí mismos, y no forman parte de la cadena 
de deducciones. La explicación de la jerarquía de tipos que se da en la Introducción 
difiere ligeramente de la dada en el apartado +12. Esta última explicación es la más 
estricta, y es la que se adopta a lo largo del resto del libro. 


La forma simbólica del trabajo nos ha venido impuesta por la necesidad: sin su 
ayuda hubiésemos sido incapaces de realizar el razonamiento preciso. Se ha desarro- 
llado como consecuencia de una práctica efectiva, y en modo alguno es un añadido 
introducido por un mero interés expositivo. El método general que guía nuestro 
empleo de los símbolos lógicos es el debido a Peano. Su gran mérito consiste, no 
tanto en sus descubrimientos lógicos —bien definidos— ni en los detalles de sus 
notaciones (ambas cosas son excelentes) cuanto en el hecho de que fue el primero 
que mostró cómo había que liberar a la lógica simbólica de su indebida obsesión por 
las formas del álgebra ordinaria; de este modo, logró que fuese un instrumento apto 
para la investigación. Llevados por nuestro estudio de sus métodos, hemos hecho 
uso de una gran libertad al construir, o reconstruir, un simbolismo que fuese 
adecuado para tratar sobre todas las cuestiones que son de nuestro interés, No se 
han introducido símbolos que no estuviesen apoyados en su utilidad práctica para 
los objetivos inmediatos de nuestro razonamiento. 


En las notas y explicaciones se ofrecerán un cierto número de referencias dadas 
por anticipado. Aunque, en cada caso, hemos tomado una razonable precaución 
para cerciorarnos de la exactitud de estas referencias “en avance”, no podemos, 
desde luego, garantizar su exactitud con la misma confianza que tendríamos si se 
tratase del caso de que fuesen referencias a expresiones ya expuestas con anterio- 
ridad, 


No nos es posible una manifestación detallada de gratitud a escritores anteriores, 
ya que hemos tenido que transformar cuanto hemos tomado, a fin de adaptarlo a 
nuestro sistema y notación. Nuestros principales reconocimientos serán obvios para 
todos los lectores familiarizados con la literatura sobre esta temática. En cuanto a la 
notación, hemos seguido en la medida de lo posible a Peano, completándola, 
cuando fue necesario, con la de Frege o la de Schróder. Sin embargo, gran parte del 
simbolismo ha tenido que ser nuevo, no tanto debido a la insatisfacción con el 
simbolismo de otros, cuanto por el hecho de que nos ocupamos de ideas que no 
habían sido simbolizadas con anterioridad. En todas las cuestiones de análisis 
lógico, nuestra principal deuda es con Frege. En donde diferimos de él se debe, en 
gran parte, al hecho de que las contradicciones han mostrado que él —al igual que 
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ha ocurrido con otros lógicos antiguos y modernos— habia permitido deslizar algún 
error entre sus premisas; de no haber sido por esas contradicciones, hubiese sido 
imposible detectar tales errores. En cuanto a la Aritmética y a la teoría de series, 
todo nuestro trabajo está basado sobre el Georg Cantor. Por lo que respecta a la 
Geometría, hemos tenido continuamente presentes los escritos de V. Staudt, Pasch, 
Pieri y Veblen. 


A. N. W. 
B.R. 
CAMBRIDGE, 
Noviembre de 1910. 


Mm 
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NOTA 


Todas las referencias cruzadas que aparecen en el 
texto, incluyendo referencias a definiciones y propo- 
siciones, pertenecen a la segunda edición (1927) y no 
necesariamente pueden encontrarse en esta edición 
abreviada. 


LISTA ALFABETICA DE PROPOSICIONES, 
RELACIONADAS POR NOMBRES 


Nombre Número 


Abs *201. tip) p.D. 2 p 
Add x13. F:q.>.pvg 
Ass *335. F:ip.p3g.>.q 


Assoc *15. F:ipv(qvr).D.qví(pvr) 
Comm 1204. F:.p.D.q3r:>:q.3.p>r 
Comp 1343. F::p>q.p>r.>:p.>.9.r 


Exp 33 F::p.q-D.r:D:p.>3.q3r 
Fact 345. F::p)q.D:p.r.>.9.r 
ld *208. F.p>p 

Imp *331. +::p.).q)r:D:p.q.d.r 


Perm *14 F:ipvg.D).qvp 
Simp *202. F:9.2D.pg 
“ *326. F:p.q.>.p 


» 327. E:p.q-).q 
Sum *l16. E::qr.D:pvq..pvr 
Syll *205. +:.q37.D:p>q.3.pr 


ÓN 206. F:.p>q.3:93r.3.p>r 
» 333. F:ip>4.q3r.3.p>r 
Ñ 334 :gr.p>9.3.pDr 
Taut 12 F:pvp..p 
Transp — *203. F:p)=g.3.q)=p 
de 215. +:=p3q..=q3p 
» *216. +:p>39.2D.=q3I=p 
» *217. +ti=q3)=p.D.pDy 
» 337, Fip.q.DoriDdip rr Dd y 
Ñ xl. E:p>q.=.q)3wp 
Ñ *411l +tip=q.2.opereq 
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INTRODUCCION A LA SEGUNDA EDICION (1) 


Al preparar esta nueva edición de los Principia Mathematica, los autores hemos 
pensado que lo mejor sería dejar el texto intacto (salvo en lo que se refiere a erratas 
de imprenta y a pequeños defectos (2)), aunque éramos conscientes de que hab ía 
posibilidad de mejoras. El principal motivo por el que se ha tomado esta decisión es 
que cualquier alteración en las proposiciones traería consigo cambios en las referen- 
cias, lo cual supondría un considerable trabajo. Por ello, hemos preferido exponer, 
en una introducción, las principales mejoras que parecen deseables. Algunas de ellas 
apenas están abiertas a la discusión; otras son, por ahora, materia opinable. 


El más rotundo perfeccionamiento alcanzado en materia de lógica matemática 
durante los últimos catorce años es la sustitución, en la Parte I, Sección A, del 
indefinible “p y q son incompatibles” (o, de otro modo, “p y q son ambos falsos”) 
en lugar de los dos indefinibles “no-p” y “p o q”. Esto se ha debido al Dr. H. M. 
Sheffer (3). Consecuentemente, M. Jean Nicod (4) mostró que una sola proposición 
primitiva pod ía sustituir a las cinco proposiciones primitivas *1"2'3'4"5'6, 


De esto se sigue una gran simplificación en la composición de proposiciones y 
matrices moleculares; el capítulo *9 queda sustituido por uno nuevo —el *8—, que 
se ofrece en el Apéndice A de este volumen. 


Otro punto acerca del que no cabe duda alguna es que no hay necesidad de 
distinguir entre variables reales y aparentes; tampoco resulta necesaria la idea 
primitiva de “aserción de una función proposicional”. En todos los casos donde, en 
los Principia Mathematica, aparezcan proposiciones aseveradas de la forma “F . fx” 
o “F.fp” debe considerarse que tienen, respectivamente, la significación 
“F.(0).fx” o “F.(p). fp”. Por consiguiente, la proposición primitiva *1'11 ya no 
es necesaria. Lo que sí es preciso, a fin de adaptar las proposiciones según este 
cambio de notación, es establecer el convenio de que, cuando el alcance de una 
variable aparente sea la totalidad de la proposición aseverada en la que tiene lugar, 
este hecho no se indicará explícitamente, a no ser que contenga “algún” en lugar de 


(1) En cuanto a esta introducción, así como a los Apéndices, los autores están muy 
agradecidos a Mr. F. P. Ramsey, del King's College de Cambridge, que ha leido todo el 
manuscrito y contribuido con valiosas críticas y sugerencias. 


(2) Con respecto a éstos, estamos en deuda con muchos lectores, pero especialmente con los 
Drs. Behmann y Boscovitch, de Gottinga. 


(3) Trans. Amer. Math. Soc. VoL XIV. pp. 481-488. 


(4) “Una reducción en el número de proposiciones primitivas de la Lógica”. Proc. Camb. 
Phil. Soc. Vol. XIX. 
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INTRODUCCION 


“todo”. Es decir, “F. fx” significa “+. (x) qx; pero en el caso de “F. (Hx).¿x” 
resulta necesario indicar explícitamente el hecho de que interviene “algún” x (y no 
“todo” x). 


Es posible indicar más claramente de lo que se hizo con anterioridad cuáles son 
las innovaciones introducidas en la Parte 1, Sección B, al compararlas con la Sección 
A. Son tres estas novedades: dos de carácter esencialmente lógico, y la tercera, 
meramente notacional. 

(1) Sustituimos la *“p” que aparece en la Sección A por “fx”, de tal manera que 
en lugar de “?. (p)./fp” tenemos “E. (6,x). flóx)”. Del mismo modo, si tenemos 
“.f(o, q, 1, ...)”, podemos hacer la sustitución px, py, pz, ... en lugar de p, q, , ..., 
o qx, dy en vez de p, q, y dz, .... en lugar de >, ...; y así sucesivamente. De esta 
manera, obtenemos una porción de nuevas proposiciones generales diferentes de las 
que aparecen en la Sección A. 


(2) En la Sección B introducimos la nueva idea primitiva “(qx). $x”, es decir, 
proposiciones existenciales que no aparecen en la Sección A. En virtud de la 
abolición de la variable real, las proposiciones generales de la forma “(p). fp” se 
encuentran en la Sección A, pero no las de la forma *“(Ap) . fp”. 


(3) Por medio de definiciones, introducimos en la Sección B proposiciones 
generales que son constitutivos moleculares de otras proposiciones; de este modo, 
“(x) . qx. v. p” significa “(x) . dx vp”. 

Estas tres innovaciones son las que hacen distinguir la Sección B de la A. 


Un punto en el que claramente es deseable su perfeccionamiento es el axioma de 
la reducibilidad (*12'1'11). Este axioma tiene una justificación puramente pragmá- 
tica: conduce a los resultados deseados y no a otros. No obstante, no es la clase de 
axioma con la que podamos quedar satisfechos. Pero tampoco puede decirse que, 
hasta ahora, se haya conseguido una solución satisfactoria. El Dr. León Chwistech 
(5) tomó la decisión heróica de prescindir de dicho axioma sin sustituirlo por 
ningún otro; de su trabajo resulta claro que ese camino nos obliga a tener que 
sacrificar gran parte de la matemática ordinaria. Existe otra vía que, por razones 
filosóficas, fue recomendada por Wittgenstein (6). Es la que supone que las 
funciones de proposiciones son siempre funciones de verdad, y que una función 
sólo puede darse en una proposición a través de sus valores. Adoptar este punto de 
vista presenta sus dificultades, pero quizás no sean insuperables (7). Este trae 
consigo la consecuencia de que todas las funciones de funciones son extensionales. 
Ello nos exige sostener que “A cree p” no es una función de p. De qué modo sea 
esto posible es algo que se muestra en el Tractatus Logico-Philosophicus (loc. cit. y 
pp. 19-21). No estamos preparados para asegurar que esta teoría sea ciertamente 
correcta, pero ha merecido la pena el trabajo hecho en las páginas siguientes. Parece 





(5) En su “Theory of Constructive Types”. Véanse referencias al final de esta Introducción. 
(6) “Tractatus Logico-Philosophicus”, «S'S4 ss, 
(7) Véase Apéndice C. 


16 


INTRODUCCION 


que todo el contenido del Volumen 1 resulta verdadero (aunque con frecuencia sean 
necesarias comprobaciones nuevas); la teoría de los cardinales y ordinales inductivos 
se mantiene; por otro lado, parece que tanto la teoría del infinito de Dedekin como 
la de las series bien-ordenadas fracasan en buena parte, de tal manera que ya no 
pueden ser tratados adecuadamente los números irracionales ni, en forma general, 
los reales. También la prueba de Cantor, en la que 2” >hn, se desmorona, a no ser 
que n sea finito. Quizás algún axioma posterior, que ofrezca menos objeciones que 
el de la reducibilidad, podría dar estos resultados; pero no hemos conseguido 
encontrarlo. 


Debe declararse que el Dr. H. M. Sheffer ha inventado un nuevo y poderoso 
método en Lógica matemática. Éste método, sin embargo, exigiría escribir de 
nuevo, de una manera total, los Principia Mathematica. Recomendamos esta tarea al 
Dr. Sheffer, puesto que lo publicado hasta ahora por él apenas permite a otros 
emprender la necesaria reconstrucción. 


A continuación procedemos al desarrollo detallado del boceto general expuesto. 


1. PROPOSICIONES ATOMICAS Y MOLECULARES 


Nuestro sistema se inicia con las “proposiciones atómicas”. Estas las aceptamos 
como algo dado, puesto que los problemas que suscitan por sí mismas pertenecen a 
la parte filosófica de la Lógica, y no encajan (al menos, por el momento) en un 
tratamiento matemático. 


Las proposiciones atómicas pueden definirse negativamente diciendo que son 
aquellas proposiciones cuyas partes no son proposiciones, y que, además, no contie- 
nen las nociones “todo” ni “algún”. Así, por ejemplo, “esto es rojo” y “esto es an- 
terior a aquello” son proposiciones atómicas. 


Las proposiciones atómicas también pueden definirse positivamente —y esta es la 
mejor manera— diciendo que son aquellas proposiciones de las siguientes clases: 


R', (e), que significa “x tiene como predicado a R, ”; 

Ra (x, y) [o xR2y], que significa “x tiene la relación Raz (en intensión) con 
respecto a y”; 

R3(Q%, y, 2), que significa “x, y, z están en la relación triádica R3 (en inten- 
sion)”; 

Ra (%, y, z, w), con la significación “x, y, z, w están en la relación tetrádica Ra 
(en intensión)”; 


y así sucesivamente ad infinitum o, en todo caso, hasta donde sea posible. La 
Lógica no sabe si hay, de hecho, relaciones n-ádicas (en intensión); ésta es una 
cuestión empírica. Conocemos, como un hecho empírico, que hay por lo menos 
relaciones diádicas (en intensión), puesto que sin ellas las series serían imposibles. 
Pero la Lógica no se interesa por esta cuestión; a ella le incumbe solamente la 
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hipótesis sobre la existencia de proposiciones que sean de una forma “tal y tal”. En 
ciertos casos, esta hipótesis es en sí misma de la forma en cuestión, o bien contiene 
una parte que es de dicha forma; en estos casos, el hecho de que la hipótesis pueda 
estructurarse demuestra que es verdadera. Pero, incluso cuando una hipótesis se 
presenta en Lógica, el hecho de que pueda estructurarse es algo que por sí mismo 
no pertenece a la Lógica. 


Dadas todas las proposiciones atómicas verdaderas, juntamente con el hecho de 
que constituyen la totalidad, cualquier otra proposición verdadera puede deducirse 
teóricamente por métodos lógicos. Es decir, todo el material bruto requerido para 
las pruebas puede quedar reducido a proposiciones atómicas verdaderas, juntamente 
con el hecho de que toda proposición atómica verdadera sea una de las siguientes: 
(aquí vendría la lista). Este método, de emplearse, acarrearía, según cabe sospechar, 
una enumeración infinita, ya que parece natural suponer que el número de proposi- 
ciones atómicas verdaderas es infinita, si bien esto no debe considerarse como 
cierto. En la práctica, la generalización no se obtiene por el método de la enumera- 
ción completa, debido a que exigiría un conocimiento mayor del que poseemos. 


Debemos pasar ahora a las proposiciones moleculares. Para empezar, simbolice- 
mos las proposiciones atómicas por p, q, r, s, f. Introducimos la idea primitiva 


pla 
que puede leerse “p es incompatible con q” (8), que será verdadera siempre que una o 
ambas proposiciones sean falsas. Por ello, también puede leerse así: “p es falso o q 
es falso”; o, de otra manera, “p implica no-q”. Pero, como vamos a definir la 
disyunción, implicación y negación en términos de pl, es preferible, de momento, 
evitar estos modos de leer plg. El símbolo “pig” se lee “p trazo q”. Ahora 
establecemos: 
ep.=.plp Df, 
p3q.=.pl=g Di, 
pvq.=.=piog Df, 
p.q.=.«(plg) Df. 
De este modo, todas las funciones de verdad usuales pueden construirse por 
medio del trazo. 


Obsérvese que, en virtud de lo anterior, 


p>q-=.pl(qlg) DI. 
Encontramos que 


p+.>.9.r.=.pl(q|r). 
Así, p 2 q es un caso que asume a una función de fres proposiciones, 


(8) Para cuanto sigue, véase Nicod: “A reduction in the number of the primitive proposi- 
tions of logic”, Proc, Camb. Soc. Vol. XIX. pp. 32-41. 
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Podemos construir nuevas proposiciones, indefinidamente, por medio del trazo; 
por ejemplo, (plg)lr, pl(qlr), (pig)I(rls), y así sucesivamente. Obsérvese que el trazo 
cumple la ley conmutativa (plg)=(qlp) pero no la ley asociativa (plq )lr = pl(qir). 
(Por supuesto, estos son resultados que se probarán más adelante). Adviértase 
también que, cuando construimos una nueva proposición por medio del trazo, no 
podemos saber si es verdadera o falsa, a no ser que ocurra una de estas dos cosas: (a) 
que conozcamos la verdad o falsedad de alguno de sus componentes, o (5) que por 
lo menos uno de sus componentes aparezca varias veces de un modo adecuado. El 
caso (a) eleva el interés lógico de la regla de inferencia, que es: 


Dados p y pl(qlr), pode mos inferir r. 


Esta, u otra variante, debe considerarse como una proposición primitiva. De 
momento, lo aplicamos sólo cuando p, q,» sean proposiciones atómicas, aunque, 
más adelante, le daremos una amplitud mayor. Consideremos (b) por un momento. 


Al construir nuevas proposiciones por medio del trazo, suponemos que éste 
puede tener en cada uno de sus lados cualquier proposición construida en la forma 
dicha, y no necesitamos tener una proposición atómica a cada lado. Así, pues, dadas 
tres proposiciones atómicas, p, q,r, podemos formar primero plq y qlr, y, por 
tanto, (plq )lr y pl(qlr). Dadas cuatro, p, q, r, s, podemos formar 


(PlD!Irils (pI)!ris, p lg |(+]8)) 


y, desde luego, otras muchas, permutando p, q, r y s. 


Las tres proposiciones de arriba son sustancialmente diferentes. De hecho, 
tenemos: 


(pl) irils.=:opv=q.r:viws, 
(pidi(ris.=:p.q.v.r.s, 
plígl(r]s) E E a a 


Todas las proposiciones obtenidas por este método resultan de una regla: en 
“pig” sustituir la p o la q, o ambas, por proposiciones construidas con anterioridad 
mediante el trazo. Esta regla da lugar a un conjunto bien determinado de nuevas 
proposiciones, independientes del conjunto de proposiciones atómicas. Todas las 
proposiciones generadas por este procedimiento (exceptuando las proposiciones 
atómicas originales) se llamarán “proposiciones moleculares”. Las proposiciones 
moleculares son todas. pues, de la forma plq; pero con la salvedad de que ahora p y 
q pueden ser ellas mismas proposiciones moleculares. Si p es p, lpa, py y P2 pueden 
ser moleculares; supongamos ahora p, = p,1lp,2. La proposición p, y puede ser de 
la forma pi 111P112; y así sucesivamente. Pero, tras un número finito de pasos de 
este tipo, llegaríamos a alcanzar los constituyentes atómicos. En una proposición 
plq, el trazo entre p y q se llama trazo “principal”; si p = p, |pz, el trazo entre p, y 
pz es un trazo secundario; del mismo tipo es el trazo entre q, y q2 si q =q112. 
Pero si p, =p1:1lp12, el trazo entre pi, y py2 es un trazo terciario; y así 
sucesivamente. 
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Las proposiciones atómicas y moleculares juntas constituyen las “proposiciones 
elementales”. Por tanto, las proposiciones ele mentales son los proposiciones atómi- 
cas juntamente con todas las que pueden generarse de ellas, por medio del trazo 
aplicado un número finito de veces. Forman un conjunto definido de proposiciones. 
Por ahora —y hasta nuevo aviso— emplearemos las letras p, q, r, s y t para designar 
proposiciones elementales, y no necesariamente proposiciones atómicas. La regla de 
inferencia expuesta más arriba sigue siendo válida; es decir: 


Si p, q y r son proposiciones elementales, dados p y pl(qlr), podemos inferir ». 


Esta es una proposición primitiva. 


Podemos ocuparnos ahora del punto (b) mencionado antes. Cuando una proposi- 
ción molecular contiene a una proposición constituyente, repetida varias veces de 
una manera adecuada, puede admitirse como verdadera, aunque no tengamos 
conocimiento de la verdad o falsedad de las proposiciones constituyentes. El 
ejemplo más sencillo es 


pl(1pm, 
que siempre es verdadero. Significa “p es incompatible con la incompatibilidad de p 


consigo mismo”, lo cual es obvio. De nuevo, consideremos “p.q. >. p”. Esta 
expresión equivale a 


(Id 10) 11». 
Tomemos ahora '"“p. D. — p v “q”. Se convierte en 
Pin 1Ni1. 
Del mismo modo “p. >. p vq”, de otra forma es 
EDI CCA 


Todas estas expresiones resultan verdaderas para cualquier elección de p y q. Lo 
cierto es que podemos componer verdades invariables de esta clase que formen 
proposiciones moleculares importantes en Lógica. La Lógica no aporta nada a las 
proposiciones atómicas, porque sus verdades o falsedades sólo pueden ser conocidas 
empíricamente. Sin embargo, la verdad de las proposiciones moleculares, cuya 
forma sea adecuada puede conocerse universalmente sin necesidad de evidencia 
empírica. 

Las leyes de la Lógica, en tanto que relacionadas con proposiciones elementales, 
son todas aserciones por el hecho de que, cualesquiera que sean las proposiciones 
elementales p, q, r, ..., una determinada función 


F(p,q.7,...) 


cuyos valores sean proposiciones moleculares construidas por medio del trazo, es 
siempre verdadera. La proposición “F (p) es verdadera cualquiera que sea la propo- 
sición elemental p” se representa así: 
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(p) -F ip). 


Análogamente, la proposición “F'(p, q, r, ...) es verdadera, cualesquiera que 
puedan ser las proposiciones elementales p, q, r, ...” se expresa por 


(p9,7,-)-F(p, q,r, ...) 


Cuando se asevere una proposición de este tipo, omitiremos “(p, q, r)”, que figura 
al principio de la expresión. De este modo, 


“EFlpqr,..)” 


significa la afirmación (como opuesta a la hipótesis) de que F'(p, q, r) es verdadera, 
cualesquiera que sean las proposiciones elementales p, q, r, ... 

(La distinción entre variables reales y aparentes, tal como se encuentra en Frege 
y en los Principia Mathematica, es innecesaria. Cuanto aparezca como una variable 
real en los Principia Mathematica puede considerarse como una variable aparente 
cuyo alcance sea la totalidad de la proposición aseverada en la que se encuentra.) 

La regla de inferencia, en la forma dada más arriba, nunca se requiere en Lógica, 
sino sólo cuando se trate de Lógica aplicada. Dentro de la Lógica, la regla requerida 
es diferente. En la Lógica de proposiciones, que es la que nos concierne ahora, la 
regla que se usa es: 

Cualesquiera que sean las proposiciones elementales p,q,r,.... dadas 
“E. F(p,q.r,..)” y “.F(pq,r HG (pq, r, ... MID, q, Y, ...)] ,” podemos 
inferir “k. H(p, q, r,...).” 

Más adelante nos encontraremos con otras formas de inferencia. Por el momen- 
to, usaremos la forma que acaba de indicarse. 

Nicod ha mostrado que, con la ayuda de la regla de inferencia, la Lógica de 
proposiciones («+1—*5) puede deducirse a partir de las dos proposiciones primitivas 
siguientes: 

F.pl(p!p) 
y F:pDq..slg3pls. 

La primera puede interpretarse como “p es incompatible con no-p”, o como “p 
o no-p”, o como “no (p y no-p)”, o como “p implica p”. La segunda puede 
interpretarse como: 

p99.2:93)w3.2.pD)es, 


que es una forma del principio del silogismo. Escribiéndola toda en términos de 
trazo, el principio se convierte en 


rl IED ir) 11D (15 1(2 19) 


Posteriormente, Nicod ha señalado que ambos principios pueden condensarse en 
uno sólo. Escrito totalmente en términos de trazo, este único principio es 
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(p1(91m11 0121 Ce) 5 sp Ip 18) 1(18)))) 


Puede apreciarse que, escrito de esta forma, el principio resulta menos complejo que 
el segundo de los principios de arriba, escrito solamente en términos de trazo, 
interpretado en lenguaje de implicación, este único principio de Nicod viene a ser 


P-Deq.r:D.tOt.algOpis. 
En esta forma, parece más complicada que 
p>3->.sjg3pjs, 
aunque, considerada en sí misma, es menos compleja. 


A partir de la proposición primitiva antes indicada y de la regla de inferencia, 
puede probarse todo cuanto la Lógica pueda indagar acerca de proposiciones 
elementales, con tal que añadamos una nueva proposición primitiva, a saber: dada 
una proposición (p, q, r, ...) . F (p, 4, r, ...), podemos sustituir p, q, r, ... por funcio- 
nes de la forma 


ftp, 4, r, ..») fp. 9, 5, ..»), fp 4 r, ...) 
y aseverar 


(Pp. 4% r, ...) . FA (p, 9 r, ..»), fp, 9 r, fp, 9 r, ...), ...), 


en donde fi, f2, f3, ... son funciones construidas por medio del trazo. Puesto que la 
aserción presentada en primer lugar es aplicable a todas las proposiciones elementa- 
les, mientras que la última se aplica sólo a alguna, es obvio que la primera implica la 
segunda. 


Más adelante, nos referiremos a una forma más general de este principio. 


l. FUNCIONES ELEMENTALES DE TERMINOS INDIVIDUALES 
1. Definición de “individual” 


Hemos visto que las proposiciones atómicas son de alguna de las formas de la 
serie: 


Ro), R,(<, y) R,(x, y, 3), H,(x, y, £,), .. 


Aquí, Ri, Ra, Ra, Ra, ... son características de la forma especial en que se encuen- 
tran; es decir, R,, no puede darse en una proposición atómica Ry (X1 X2,... Xm),a 
no ser que n =m, y, en ese caso, sólo puede presentarse como se presenta Ry y no 
como se presentan Xy, X2, ... Xy. Por otra parte, cualquier término que intervenga 
como una x en Ra (X1, X2, ... Xn) puede igualmente intervenir como una de las x*s 
en Rm (1, X2, «.. Xp) aunque m no sea igual a n. Los términos que pueden 
presentarse en una forma cualquiera de proposición atómica se llaman “individua- 
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les” o “particulares”; los términos que se presentan tal como se presentan las R se 
llaman “universales”. 


Podríamos resumir nuestra definición diciendo: un “individual” es todo cuanto 
puede ser sujeto de una proposición atómica. 


Dada una proposición atómica Ry (X1, X2, ... Xn), a cada una de las x la llamare- 
mos “constituyente” de la proposición, y a Rn “componente” de la proposición 
(9). Lo mismo diremos respecto de cualquier proposición molecular en la que se 
presente Ry (X,, X2,... Xn). Dada una proposición elemental plg, (en donde p y q 
pueden ser atómicas o moleculares), a p y a q los denominaremos “partes” de plq; a 
su vez, cada una de las partes de p o q se llamarán partes de plg, y así sucesivamente 
hasta que lleguemos a las partes atómicas de plg. De este modo, es lo mismo decir 
que una proposición r “interviene en” plq, que decir que r es una “parte” de plq. 


2. Definición de una función elemental de un individual 


Dada una proposición elemental cualquiera que contenga una parte de la cual es 
constituyente un término individual a, pueden obtenerse otras proposiciones susti- 
tuyendo a, de manera sucesiva, por otros individuales. De este modo, obtenemos un 
determinado conjunto de proposiciones elementales. Podemos llamar ¿a a la propo- 
sición original, y, por tanto, la función proposicional que se obtenga poniendo una 
variable x en lugar de la a se llamará px. Así, pues, fx es una función cuyo 
argumento es x cuyos valores son proposiciones elementales. La utilidad esencial de 
“dx” es que abarca en sí un conjunto determinado de proposiciones, a saber, todas 
aquellas que tienen sus valores con diferentes argumentos. 


Ya hemos visto varias funciones especiales de proposiciones. Si p es una parte de 
alguna proposición molecular, podemos considerar el conjunto de proposiciones 
que resulten de sustituir p por otras proposiciones. Si llamamos f, a la proposición 
molecular original, el resultado al hacer la sustitución por q se llama f¿. 


Cuando un individual o una proposición aparece dos veces en una proposición, 
pueden obtenerse tres funciones según se cambie sólo uno, sólo el otro, o ambos. 
Por ejemplo, plp es un valor de una de las tres funciones plq, qlp, qlq, en donde q es 
el argumento. Pueden aplicarse consideraciones similares en el caso de que un 
argumento aparezca más de dos veces. Así, pl(pip) es un valor de gl(rlr), o de 
ql(riq), o de ql(qlr), o de glírir), o de ql(qlq). Cuando aseveremos una proposición 
“E. (p). Fp”, la p debe cambiarse dondequiera que se encuentre. De igual manera, 
podemos aseverar una proposición de la forma “(x) . fx”, que significa que “todas 
las proposiciones de la constitución indicada por fx son verdaderas”; aquí también, 
cada vez que intervenga x debe cambiarse. 





(9) lista terminología se toma de Wittgenstein. 
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3. “Siempre verdadero” y *“algunas veces verdadero” 


Dada una función, puede ocurrir que todos sus valores sean verdaderos; o 
también puede ser que por lo menos uno de sus valores sea verdadero. La proposi- 
ción en la que todos los valores de una función $ (x, y, z,....) sean verdaderos se 
expresa simbólicamente así: 


“(2,y 2... p(5Y 2, DO 
a no ser que deseemos aseverarla, en cuyo caso la aserción se escribe: 
“bo p(2, Y 2...) 


Ya hemos visto aserciones de esta clase, en donde las variables eran proposiciones 
elementales. Ahora precisamos considerar el caso en el que las variables sean 
individuales y la función sea elemental, es decir, en la que todos sus valores sean 
proposiciones elementales, Ya no queremos constreñirnos al caso en que se afirme 
que todos los valores de $ (x, y, 2, ...) sean verdaderos; lo que deseamos es poder 
hacer la proposición 


(2,Yy,2, ...).P(_,Y,2,...) 


parte de una función trazo. Sin embargo, de momento, dejaremos de lado este 
desiderátum, del que nos ocuparemos en la Sección 11! de esta Introducción. 


Además de la proposición en la que una función ¿x es “siempre verdadera” 
esto es, (x). fx necesitamos, asimismo, la proposición en la que qx sea “algunas 
veces verdadera”, es decir, verdadera para, al menos, un valor de x. Esto se designa 
mediante la expresión 


“(3qa). px.” 


De manera similar, la proposición en la que $ (x, y, z,...) sea “algunas veces 
verdadero” se simboliza así: 


“(47 Yz, -. ) pla ys, ...)." 


Además de (x, y, z,...).P (x%, y, 2,...) y de (Ax, y, z, ...) . HP (x, y, Z, ...), necesita- 
mos otras varias proposiciones de clase análoga. Consideremos primero una función 
de dos variables. Podemos formar 


(10) :(N (2, y), (2): (qn - $ (2,0. (qy) : (2). $ (5,9), (y) : (qx) . $ (2, y). 


Estas son sustancialmente proposiciones distintas, entre las que no hay dos que sean 
equivalentes. Parecería natural, al ir formando estas proposiciones, considerar a la 
función q (x, y) como construida en dos etapas. Dada fH(a, b), en donde a y b 
representan constantes, podemos formar, en primer lugar, una función $ (a, y) que 
contenga una variable y; así, podemos dar lugar a: 


(0 -p(a,y) Y (an ¿(a y). 
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A continuación, podemos variar la a, obteniendo, otra vez, una función de una 
variable, y conduciéndonos a las cuatro proposiciones siguientes: 
(2):(y) - $ (2, y),.(q=) : (y) -p(z, y), (2) :(3y) - $ (2, y), (9=) : (ay) - $ (a, y). 


Pero también pudimos haber procedido de otra manera, yendo desde f(a, b) a 
6 (x, b); desde aquí a (x) . $ (x, b) y a (Ax). 6 (x, b); y desde aquí a: 


Y: 0.9 (ay) : (2). p(2,y), (y) :(37) . $ (2,4), (ay) : (qx). b(z, y). 


A todas éstas las llamaremos “proposiciones generales”; así, pues, a partir de la 
función $ (x, y) pueden derivarse ocho proposiciones generales. Tenemos que: 


(2) :(y) -p(u,y):=: (y): (2). p(z, y), 
(92): (qy) - p(z, y): =:(qy) : (qu) - p (a, y). 


mom 


Pero no existen otras equivalencias en las que se dé la misma particularidad. Por 
ejemplo, la diferencia que hay entre “(x) : (Ay) .9 (a, y)” y “(Ay): (0). 9 ( y)” 
es la misma que, en análisis, hay entre “Para cada e, por pequeña que sea, existe una 
$ tal que...” y “Existe una Ó tal que, para cada e, por pequeña que sea, ...” 


Aunque, en vista de las consideraciones indicadas anteriormente, pudiera parecer 
más sencillo estimar cada función de varias variables como obtenida mediante 
etapas sucesivas, en cada una de las cuales sólo se afecta a una función de una 
variable, existen, sin embargo, motivos poderosos para considerarlas bajo otro 
punto de vista. Hay dos razones en favor del método de “paso a paso”; pri- 
mero, que sólo las funciones de una variable necesitan ser consideradas como 
ideas primitivas; en segundo lugar, que definiciones tales como las mencionadas 
parecen apoyarse en ofras en las que variásemos primero la x, manteniendo la y 
constante, o bien que variásemos primero la y, manteniendo la x constante. Lo 
primero parece ocurrir en los casos en que “(y)” o “(4 y)” están a la izquierda de 
“(x)” o “(ax)”; lo segundo, en el caso inverso. Las razones que hay en contra del 
método de paso-a-paso son: primero, que se interfiere con el método de las 
matrices, el cual proporciona un orden en lo que se refiere a la formación sucesiva 
de tipos de proposiciones y de funciones que maneja la teoría de tipos; y, segundo, 
que nos exige, desde el primer momento, operar con proposiciones tales como 
(y) .6 (a, y), que no son elementales. Tómese, por ejemplo, la proposición 
“k:q.> pvq”. Esta será: 


Ern(p():34-D.pvg, 
o E:.(q):.(p):9-2.pv9 
y, por tanto, implicará todos los valores, o bien de 
(4): q. >. p vq considerada como una función de p, 
o de (Pp): q. >. p v q considerada como una función de q. 
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Esto hace imposible comenzar nuestra lógica con proposiciones elementales, como 
deseamos hacer. Resultaría vano ampliar la definición de proposiciones elementales, 
puesto que ello sólo haría agrandar los valores de q o p en las funciones indicadas 
anteriormente. Por lo tanto, parece necesario partir de una función elemental 


P(Z,, La, Ea, -.. En), 


antes de que pongamos, en lugar de cada x,, “(x,)” o “(Hxp)”, las variables de este 
proceso tomadas en el orden que queramos. Aquí, P(X1, X2, X3, ... Xp) se llama 
“matriz”, y a lo que le precede se llama “prefijo”. Así, por ejemplo, en 


(32) :(y) . $ (z, y) 

“b (x, y)” es la matriz y “(Ax): (»)” es el prefijo. Por tanto, se ve claro que una 
matriz que contenga » variables da origen a n! 2” proposiciones, si ordenamos sus 
variables de todas las maneras posibles, y distinguiendo, en cada caso, entre “(x,)” y 
*“(4x,). (Algunas de ellas, sin embargo, resultarán equivalentes). El proceso de 
obtención de tales proposiciones a partir de una matriz se llamará “generalización”, 
tanto si tomamos “todos los valores” como si “algún valor”; las proposiciones que 
resulten se llamarán “*proposiciones generales”. 

Más adelante tendremos ocasión de considerar matrices que contengan variables 
que no sean individuales; podemos, por lo tanto, decir: 

Una “matriz” es una función de un cierto número de variables (que pueden, o 
no, ser individuales) que tiene proposiciones elementales como valores suyos, y que 
se emplea con objeto de generalizar. 

Una “proposición general” es una proposición derivada de una matriz mediante 
una generalización. Añadamos ahora una definición adicional: 

Una “proposición de primer orden” es la que se deriva, por generalización, de 
una matriz en la cual todas las variables son individuales. 


4. Métodos de comprobación de las proposiciones generales 


Hay dos métodos fundamentales de comprobación de proposiciones generales: 
una para proposiciones universales, y la otra para proposiciones tales como las 
aserciones de existencia. El método para la comprobación de proposiciones univer- 
sales es como sigue. Dada una proposición 


“e. Pp, 4 ”, cd 


en donde F está construido mediante el trazo, y Pp, q,r,... son proposiciones 
elementales, podemos sustituirlas por funciones elementales de individuales, en la 
forma que deseemos, haciendo 


P=ÍÍO,, Zas +. Tn), 
q = ful%y, Tas ... La), 
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y así sucesivamente, y, a continuación, aseverar el resultado para todos los valores 
de xi, X2, ... Xp. Lo que de este modo aseveramos es menos que lo que se afirma en 
la aserción original, puesto que p, q, r, ... podrían originalmente tomar valores que 
fuesen todos proposiciones elementales, mientras que ahora sólo pueden tomar 
aquellos que sean valores de f,, f2,f3, ... (Dos o más de las f,, fa, fa, ... pueden ser 
idénticas). 

Para probar teoremas de existencia contamos con dos proposiciones primitivas, a 
saber 


81 F.(quy).¿ol(órlóy) y 
«811. F.(q=). px ($a|qb) 
Aplicando las definiciones, con el fin de expresarlas de una forma más breve, éstas 
aseveran, respectivamente 
pa > (qe) - pe 
y (2). ¿2..¿a. ¿b. 


Estas dos proposiciones primitivas se suponen no sólo para una variable sino para un 
número cualquiera de ellas. De este modo, podemos poner 


$ (2, Qga oo. ta)» 2 . (JW. gr... La) A $ (z, Laa o La), 
(Ear Ego ros Ep) o PAL Eos 000 ig) a De Po as 2 o) > lbs, da, >>> On). 


La proposición (x). ¿dx . >. qa. ób, en esta forma, no parece adecuada para com- 
probar teoremas de existencia. Pero puede escribirse 

(qx). = bz. v.¿a. dh 
o e armó 0 (qx). $, 
forma que es idéntica a la *9"11, sin más que cambiar la $ por — €. De este modo, 
nuestras dos proposiciones primitivas son las mismas que las *9"1 y *9"11. 


Para efectos de inferencia, todavía suponemos que a partir de (x).¿x y de 
Qo). dx Dx podemos inferir (x). yx, y que, a partir de p y de p q podemos 
inferir q, aún cuando las funciones o proposiciones en cuestión no sean elementales. 

Muy a menudo los teoremas de existencia se obtienen de las anteriores proposi- 
ciones primitivas de la siguiente manera. Supongamos conocida una proposición 


E $ (2, 2). 
Dado que dx . >. (1). Hy, podemos inferir 
E-(ay)-f( Y, 
es decir H: (2): (qy) -f(z. y). 
De manera semejante, H: (y) : (34m) .f (a, y). 
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De nuevo, ya que $ (x, y). >. (Hz, w). $ (2, w), podemos inferir 
E. (qe, y) fa, y) 
y E. (qy, 2) ..f (e, y). 
Tanto la prueba universal como las de las proposiciones de existencia podemos 
ilustrarlas mediante un sencillo ejemplo. Tengamos 


F.(p).pp. 
De aquí, haciendo la sustitución fx en lugar de p: 


E.(2).p1 3 qx. 
A partir de aquí, como en el caso de f (x, x) antes mencionado, 
F:(2):(qy) .b2 2 dy, 
(y) : (qu). ¿33 dy, 
E.(q2,y). $23 py. 

Aparte de los axiomas especiales que aseveran los teoremas de existencia (tales 
como el axioma de la reducibilidad, el axioma multiplicativo y el axioma del 
infinito), las dos proposiciones primitivas antes indicadas proporcionan el único 
método de probar en lógica los teoremas de existencia. De hecho, ellos siempre se 
derivan a partir de proposiciones generales de la forma (x) . f(x, x) o (x).f (%, x, x) 
O ..., Sustituyendo otras variables por alguna de las x que intervienen. 


IX. PROPOSICIONES GENERALES DE ALCANCE LIMITADO 


En virtud de una proposición primitiva, dados x . $ (x) y (x) . dx > yx, podemos 
inferir (x) . yx. Sin embargo, hasta ahora, no hemos introducido una notación que 
nos permitiese establecer la correspondiente implicación (como opuesto a inferen- 
cia). De nuevo, (Ax). dx y (x, y). dx > yy nos permiten inferir (y) . Y y; aquí, otra 
vez, deseamos ser capaces de establecer la correspondiente implicación. De momen- 
to, sólo hemos definido las intervenciones de las proposiciones generales como 
proposiciones aseveradas de una manera total. Teóricamente, éste es el único uso, y 
no es preciso definir ningún otro. Pero, en la práctica, resulta muy conveniente ser 
capaces de tratarlas como partes de funciones-trazo. Esto no es más que una 
cuestión de definición. Introduciendo definiciones adecuadas, las proposiciones de 
primer orden pueden exponerse de forma que satisfagan todas las proposiciones de 
*]—*S. Por ello, empleando las proposiciones *1—*5, no será necesario suponer 
que p, q, r, ... sean elementales. 


Las definiciones fundamentales se dan más adelante. 


Cuando una proposición general se presenta como parte de otra, se dice que 
tiene un alcance limitado. Si contiene una variable aparente x, el alcance de x se 
dice que está limitado por dicha proposición general. Así, en p|((x).4x|, el 
alcance de x se limita a (x).¿x, mientras que en (x). plóx el alcance de x se 
extiende a la proposición entera. El alcance se indica por medio de puntos. 
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El nuevo capítulo +8 (que se da en el Apéndice A) debe reemplazar al *9 en los 
Principia Mathematica. No obstante, su procedimiento general se explicará ahora. 


El hecho de que una proposición general aparezca como parte de una función- 
trazo queda determinado por medio de las siguientes definiciones: 


((2) $23 lg.=.(q2).$a]g Di, 
(qe). ba) ]qg.=.(0).prlg Df, 
Pl) -Yyl.=-(qy) -plyy DE 
pli(ay).vyl-=-(y).plyy DE. 


Estas determinan, en primer lugar, sólo lo que se expresa mediante el trazo cuando 
éste se encuentra entre dos proposiciones, una de las cuales es elemental, en tanto 
que la otra es de primer orden. Cuando el trazo se encuentra entre dos proposicio- 
nes que sean de primer orden, adoptaremos el siguiente convenio: primero, debe 
eliminarse la que se encuentre a la izquierda, considerando la de la derecha como si 
fuese elemental; después, debe eliminarse la de la derecha, de acuerdo, en cada caso, 
con las definiciones mencionadas antes. Así, pues: 


((0) - bx) 1 (y) - yy) ==: (30) : px [(y) yy] : 
(42) :(qy) + pel yy, 

: (qe) : $ ((qy) - yy) : 
:(92) : (y) » bal yy, 

: (2): (93) - px] yy. 


lle) . $] | lay) - yy) > 


((4z) - $21 1[(1) - yy) - 


La regla acerca del orden de realizar la climinación se necesita sólo para dar 
exactitud, ya que ambas maneras dan resultados equivalentes. Por ejemplo, en la 
última fórmula de arriba, si hubiésemos eliminado primero la y obtendríamos 

(39): (0). Hr iy, 
lo cual requiere o bien (x) . — fx o bien (1») . > Yy, y entonces es verdadero. 

Y (2): (Hy) - be yy 
es verdadero en las mismas circunstancias. Esta posibilidad de cambiar el orden de 
las variables en el prefijo se debe sólo a la forma en que ocurre, es decir, al hecho de 
que x sólo se presente en un lado del trazo e y sólo en el otro. El orden de las 
variables en el prefijo es indiferente, siempre que una de ellas aparezca en un lado 


determinado del trazo, en tanto que las veces que aparezca la otra lo sea sólo en el 
otro lado. En general, no tenemos 


(qu) : (y) «xa, y):=: (y): (392) - x Cr, y); 


aquí, el lado de la derecha es más frecuentemente verdadero que el del lado 
izquierdo. Pero tenemos 


(12) : (YN). polyy:=: (1): (42). dol yy. 
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La posibilidad de cambiar el orden de las variables en el prefijo cuando están 
separadas por un trazo es una proposición primitiva. En general, resulta conveniente 
situar a la izquierda aquellas variables en las que intervengan el “todos”, y a la 
derecha las que tengan el “algunos”, una vez que haya tenido lugar la eliminación, y 
suponiendo siempre que las variables se presenten de manera que sea aplicable 
nuestra proposición primitiva. 

Por lo que respecta a la proposición primitiva indicada anteriormente, no es 
preciso que el trazo que separa la x y la y deba ser el trazo principal; por ejemplo 


Paz). $2) | ((y) - vy)].= -p1[0): (ay) $2] yy] - 
=: (qe) :(y). pl (dr | yy): 
=:(y): (32). p|($x| yy). 
Todo lo que sí es necesario es que haya algún trazo que separe la x de la y. Cuando 


éste no sea el caso, el orden, en general, no puede cambiarse. Consideremos, por 
ejemplo, la matriz 


pz v Yy. e rv yy. 
Esta puede escribirse (px) yy) | (yy > px) 
o loz | (yy ly) yy |(óz| $2). 


Aquí no hay un trazo que separe todas las x que aparecen en la expresión de todas 
las y; de hecho, las dos proposiciones 


(y): (92). pu v yy. $7 v yy 
y (qu) 3 (y). $u v yy $ ve yy 


no son equivalentes, salvo para valores especiales de $ y de y. 

Mediante las definiciones dadas anteriormente, somos capaces de derivar todas 
las proposiciones, de cualquier orden, a partir de una matriz de proposiciones 
elementales combinadas por medio del trazo. Dada una matriz tal que contenga una 
parte p, podemos sustituir la p por fx, o HP (x y), o etc., y proceder a añadir el 
prefijo (x), o (4x), o (%, y), o (x) : (y), o (1) : Ex), etc. Si figurasen tanto p como 
q, podemos sustituir la p por fx y la q por Yy, o podemos reemplazar ambas por 
de, o una por qx y la otra por alguna función-trazo de qx. 


En el caso de una proposición tal como 
pl ((=) : (ay) - y (a, y! 


debemos considerarla como un caso de pl ((x).ó¿x) , y primero eliminar la x. Así, 
pues, 


pl: (ay. v (y) .=:(q2) : (9 -p| y (x= y). 
Es decir, las definiciones de | (x). 4x) | lg, etc., deben aplicarse de forma inaltera- 
ble cuando hx no sea una función elemental. 
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Las definiciones de —p, p vq, p. q, p q deben emplearse sin cambio. Por 
tanto 


: (q) : (ay) -(óx 190) p]p): 
:(2). [(1y) «(él el (p lp): 
:(2):(y) -(órl$6y) (pp), 
:(2):(Y) -(p|p)(pz. y). 


mir). $2] .=: ((2) . dx] | (2). px] : 
=: (22): $0] (2). pal : 
=3(92) :(9y) - (px) by). 
e (qx). ba] .=:(2) : (y) «(pz $y). 
».>-(2).62:=:p][((0). 62) | ((2). 621]: 
=:3plí(42) : (qy) (px 164) : 
=3 (2) :(y). p[(ór| by) 
(2). p2.D).p:=: (7) $2) |(p1p): 
=3(92).93!(plp):=:(32).$23p, 
(0).p.v.p:=:[mí(e).¿2)]] =p: 


p.v.«(2).d0: 


Debe observarse que en estas expresiones aparecen dos variables, cuando se 
esperaba que sólo hubiese una. Más adelante, encontraremos que dos variables 
pueden reducirse a una; es decir, tendremos: 


(32) :(qy) ¿el by: =. (qu). pe | pz, 
(2): (y) bx] by: =.(2). px] bz. 
Esto nos lleva a 
ol(2).$2).=.(q2). qe, 
(qx). po] .2.(0). or, 


Pero no podemos probar estas proposiciones en este momento; y, aunque pudiése- 
mos, no nos serían de gran utilidad, puesto que todavía no sabemos que, cuando 
dos proposiciones generales son equivalentes, una puede sustituirse por la otra como 
parte de una función-trazo sin que cambie el valor de verdad. 


En consecuencia, supongamos ahora que tenemos una función-trazo en la que p 
aparece varias veces, —digamos pl(plp)- y que deseamos sustituir la p por (x) . dx; 
tendremos que cambiar la segunda p por “(») . fp”, y la tercera por “(z). dz”. De 
este modo, la proposición resultante contendrá tantas variables distintas cuantas 
sean las p que intervengan. 

Las proposiciones primitivas que se requieren, y que ya fueron mencionadas con 
anterioridad, son las cuatro siguientes: 


(1) F.(q2,y)-gal(órlóy), ie :ga.).(q2). $e 
(2) +-(32)-¿el(pal $b) de F:(2).$2.D. da. gh. 
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(3) La regla de inferencia, ampliada; esto es: a partir de (x).4x y de 
(x) . dx > yx, podemos inferir (x) . yx, aunque $ y Y no sean elementales. 


(4) Si todas las x que aparecen se separan de todas las y por medio de un 
determinado trazo, el orden de las x y de las y pueden cambiarse en el prefijo; esto 
es: 


En lugar de (3x): (y) . áxlyy podemos poner (y): (Ax). dxlW y, y viceversa, 
aunque esto sólo sea una parte de la proposición total aseverada. 


Las proposiciones primitivas mencionadas antes son aplicables, no sólo en el caso 
de una variable, sino para cualquier número. 


Por medio de las proposiciones primitivas anteriormente indicadas, puede pro- 
barse que todas las proposiciones del +1 al *S se aplican igualmente en el caso de 
que una o varias de las proposiciones p, q, r, ... que intervengan no sean elementales. 
Para ello, utilizamos el trabajo de Nicod, quien comprobó que todas las proposicio- 
nes primitivas del *] pueden deducirse de 


+.pIp 
y de +F.p>q.3.slg3pls 


junto con la regla de inferencia: “Dados p y pl(q lr) podemos inferir r”. 


Por tanto, cuanto hacemos es mostrar que las proposiciones expresadas antes 
siguen siendo verdaderas cuando p, q, s, o algunas de ellas, no sean elementales. 
Esto se hace en el *8 del Apéndice A. 


IV. LAS FUNCIONES COMO VARIABLES 


El uso esencial de una variable es elegir un cierto conjunto de proposiciones 
elementales, y capacitarnos para afirmar que todos los miembros de esa estructura 
son verdaderos, o que, al menos, un miembro es verdadero. Ya hemos empleado 
funciones de individuales, mediante la sustitución de fx en lugar de p en las 
proposiciones de los +l-—*5, así como por las proposiciones primitivas del +8, Pero, 
hasta ahora, siempre hemos supuesto que la función se mantiene constante mientras 
se varía la proposición individual, y no hemos considerado los casos en donde 
tengamos “$”, o donde el alcance de ““f” sea menor que toda la proposición 
aseverada. Es necesario, ahora, considerar tales casos. 


Supongamos que a es una constante. Entonces, “da” significará, para los diversos 
valores de $, todas las diferentes proposiciones elementales de las cuales a sea un 
constituyente. Esta es una estructura de proposiciones elementales diferente de 
cualquier otra que pueda obtenerse variando las proposiciones individuales; conse- 
cuentemente, esto da origen a nuevas proposiciones generales. Los valores de la 
función son todavía proposiciones elementales, igual que cuando el argumento es 
un individual; pero hay nuevas estructuras de proposiciones elementales, diferentes 
de las anteriores. 
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Como más adelante tendremos ocasión de considerar funciones cuyos valores no 
son proposiciones elementales, queremos distinguir las que tienen por valores 
proposiciones elementales mediante un signo de admiración colocado entre la letra 
que simboliza la función y la letra que expresa al argumento. Así, por ejemplo, 
“9 ! x” es una función de dos variables, x y fp! 2. Esta es una matriz, ya que no 
contiene variable aparente y tiene como valores a proposiciones elementales. En lo 
sucesivo escribiremos "p ! x” donde, hasta ahora, habíamos puesto qx. 


Si sustituimos la x por una constante a, podemos formar proposiciones tales 
como 


(9).6!a,(4p)-p a. 


Estas no son proposiciones elementales y, por consiguiente, no son de la forma 
$l a La aserción de tales proposiciones se deriva de las matrices mediante el 
método expuesto en el *8. Las proposiciones primitivas del *8 se aplicarán cuando 
las variables, o algunas de ellas, sean funciones elementales, o también cuando todas 
ellas sean individuales. 


Una función puede aparecer en una matriz solamente a través de sus valores (10). 
Para obtener una matriz procédase, como se hizo anteriormente, poniendo 
$!lx, y 1y, x1!z,.. en lugar de p, q, r,... en alguna proposición molecular cons- 
truida por medio del trazo. Entonces podemos aplicar las reglas del *8 a f, Y, x, ... 
así como a Xx, y, z, ... La diferencia entre una función de un individual y una 
función de una función elemental de individuales es que, en la primera, el paso de 
un valor a otro se realiza haciendo la misma expresión sobre un individual diferente, 
mientras que en la segunda se lleva a cabo haciendo una expresión diferente acerca 
del mismo individual. Así, el paso de “Sócrates es mortal” a “Platón es mortal” es 
un paso desde f!x a f'! y; pero el paso de “Sócrates es mortal” a “Sócrates es 
sabio” es un paso desde $!a a Y !a. Una variación funcional está implícita en 
una proposición tal como: “Napoleón tenía las características de un gran general”. 


Tomando la colección de proposiciones elementales, cada matriz tiene valores, 
todas las cuales pertenecen a dicha colección. Cada una de las proposiciones 
generales se origina de alguna matriz por generalización (11). Intrínsecamente, cada 
matriz determina a una cierta clasificación de proposiciones elementales que, a su 
vez, determina el alcance de la generalización de tal matriz. Así, pues, “xx ama a 
Sócrates” engloba una cierta colección de proposiciones, generalizadas en las formas 
“(x) .x ama a Sócrates” y “(Jx) .x ama a Sócrates”. Pero “b 1 Sócrates” recoge, 
de entre las proposiciones elementales, aquellas que mencionan a Sócrates. Las 





(10) Este supuesto es fundamental en la teoría siguiente. Presenta dificultades que, de 
momento, pasaremos por alto. Sustituye (no de una manera completamente adecuada) al 
axioma de la reducibilidad. Esto se discute en el Apéndice C. 


(11) En una proposición de la Lógica todas las variables de la matriz deben estar generaliza 
das. Fn otras proposiciones generales, tales como “todos los hombres son mortales”, algunas de 
las variables de la matriz se sustituyen por constantes, 
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generalizaciones ($) . p ! Sócrates” y “(16) . f ! Sócrates” constituyen una clase 
de proposiciones elementales que no pueden obtenerse de una variable individual. 
Pero cualquier valor de “f 1! Sócrates” es una proposición elemental ordinaria; la 
novedad introducida por la variable $ es una novedad de clasificación, no de 
material clasificado. Por otra purte, (x).x ama a Sócrates, ($) .p 1 Sócrates, etc., 
son nuevas proposiciones no contenidas dentro de las proposiciones elementales. 
Esta es la cuestión del *8 que muestra que estas proposiciones obedecen a las 
mismas reglas que las proposiciones elementales. El método de prueba no considera 
lo que las variables sean, siempre que todas las funciones que intervengan tengan 
valores que sean proposiciones elementales. Las variables pueden por sí mismas ser 
proposiciones elementales, como ocurre en las +1 -—*5. 


Una función variable que tiene valores que no son proposiciones elementales 
inicia un nuevo conjunto. Pero las variables de esta clase parecen innecesarias. Cada 
proposición elemental es un valor de $ ! X; por lo tanto 


(p)fp.= (db). fp 0) (ap) > fp. (db. 2). ($! 2). 

Por consiguiente, todas las proposiciones de segundo orden, en las que la variable es 
una proposición elemental, pueden derivarse de matrices elementales. La cuestión 
acerca de otras proposiciones de segundo orden se tratará en la sección siguiente. 
Una función de dos variables —digamos $ (x, y)-— abarca una cierta clase de clases 
de proposiciones. Tendremos la clase $ (a, y) para una a dada y una variable y; 
después la clase de todas las clases f (a, y) según varíe a. El considerar a nuestra 
función como dando origen a la clase $ (a, y) o a la $ (x, b) depende del orden de 
generalización que se haya adoptado. Así, pues, “(Jx): (y)” abarca a $ (a, y), pero 
“(): Ex)” abarca a $ (x, b). 


Consideremos, ahora, la matriz $! x como una función de dos variables. Si 
primero variamos la x, dejando fija la $ (lo que parece ser el orden más natural), 
formamos una clase de proposiciones $ ! x, $! y, $! z,... que difieren únicamen- 
te en la sustitución de una proposición individual por otra. Habiendo realizado una 
de dichas clases, podemos hacer otra, y así sucesivamente, hasta que hayamos 
efectuado todos los cambios posibles. Pero supongamos ahora que variamos primero 
la d, manteniendo fija la x, e igual a a En este caso, constituimos la clase de todas 
las proposiciones de la forma ¿ ! a, es decir, todas las proposiciones elementales de 
las que a es un constituyente; a continuación, formamos $ ! b; y así sucesivamente. 
El conjunto de las proposiciones que son valores de $ !a es un conjunto que no 
puede obtenerse variando las proposiciones individuales, es decir, no es de la forma 
fx [por cuanto f es constante y x una variable]. Esto es lo que hace a $ una nueva 
clase de variable, diferente de x. Esto también ocurre porque una generalización de 
la forma (9). F1(6 12, x) no da lugar a una función de la forma f! x [debido a 
que la f es constante]. Obsérvese también que, mientras a es un constituyente de 
f ta, f no lo es; por ello, la matriz $ ! x presenta la particularidad de que, cuando 
se asigna un valor a x, este valor es un constituyente del resultado; pero, cuando se 
asigna un valor a f, este valor se absorbe en la proposición resultante y desaparece 
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por completo. Podemos definir una función $!X como la clase de semejanza que 
existe entre proposiciones cuando un resultado procede del otro mediante la 
sustitución de una proposición individual por otra. 


Hemos visto que hay matrices que contienen, como variables, funciones de 
individuales. Podemos simbolizar una matriz de este tipo así: 


JUL y 12 qx 18, ...2,y, 2, ...) 


Dado que una función sólo puede tener lugar a través de sus valores, fp 1É 
(p. ej.) sólo puede ocurrir en la matriz anterior por la presencia de 
$tx. ply, $!z,.. o de ¿ la, $!1b, H!|c,..., en donde a, b, e son constantes. 
Las constantes no se presentan en la Lógica; es decir, las a, b, c, que hemos supuesto 
que son constantes, se consideran obtenidas mediante una asignación extralógica de 
valores a las variables. Ellas pueden, por tanto, estar absorbidas por las x, y, z, ... 
Ahora, las propias x, y, z sólo se presentarán en la Lógica como argumentos para las 
funciones variables. Por lo tanto, cualquier matriz que contenga las variables 
012, y !Z, x!2,x,yp,z, y no otras, si es de la clase que puede presentar- 
se explícitamente en Lógica, resultará de la sustitución de p!x, $!y, $!z, 
Yix,  yly, y !zxtxox1y, x!z, o algunas de ellas, en lugar de las proposicio- 
nes elementales que se encuentran en alguna función-trazo. 


Es preciso explicar ahora lo que se entiende cuando hablamos de una “matriz 
que puede presentarse explícitamente en Lógica”, o —como podemos denominar- 
la— una “matriz lógica”. Una matriz lógica es la que no contiene constantes. Así, 
pues, plg es una matriz lógica; también lo es $ !x, en donde tanto la $ como la x 
son variables. Tomando una proposición elemental cualquiera, obtendremos una 
matriz lógica si sustituimos todos sus componentes y constituyentes por variables. 
De las matrices lógicas resultan otras matrices mediante la asignación de valores a 
algunas de sus variables. Hay, sin embargo, varios modos de analizar una proposi- 
ción; y, por tanto, de una proposición dada pueden derivarse varias matrices lógicas. 
De este modo, una proposición que sea un valor de plg también será un valor de 
(9 Lx) 1 y) y de x!(x y). Según sean los objetivos, se requieren formas 
diferentes; pero todas las formas de las matrices requeridas explícitamente en 
Lógica son matrices lógicas (según la definición dada). Esto no es nada más que una 
muestra del hecho de que la Lógica aspira siempre a la generalización completa. La 
prueba de una matriz lógica es la que puede expresarse sin introducir otros símbolos 
que los de la Lógica; por ejemplo, no debemos necesitar del símbolo “Sócrates”. 
Consideremos la expresión 


fU$12, y 12,x12,... e, y, 2). 
Cuando se asigna un valor a f, esto representa una matriz que contiene las variables 
HB, Y,X ... x, y, Z, ... Pero, mientras f permanezca sin asignación, es una matriz de 


una nueva clase que contiene la nueva variable £ A fla denominamos “función de 
segundo orden” porque cuenta con funciones entre sus argumentos. Cuando se 
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asignan valores no sólo a f, sino también a $, Y, X, ...X, Y, Z, ..., Obtenemos una 
proposición elemental; pero cuando se asigna un valor sólo a f, obtenemos una 
matriz que contiene como variables sólo funciones de primer orden e individuales. 
Esto es semejante a lo que sucede cuando consideramos la matriz f ! x. Si damos 
valores a $ y a x, obtenemos una proposición elemental; si damos un valor sólo a la 
$, obtenemos una matriz que contiene sólo un individual como variable. 


No existe una matriz lógica de la forma f! (4 ! £). Las únicas matrices en las 
que $ !Z es el único argumento son aquellas que contienen $!a, $!b, $b!c,..., 
en donde a, b, c, ... son constantes; pero éstas, derivadas de la matriz lógica 4! x, 
no son matrices lógicas. Ya que $ sólo puede presentarse a través de sus valores, 
debe aparecer, en una matriz lógica, con uno o más argumentos variables. Las 
funciones lógicas más simples con sólo fp son (x).41x y (Ax) .$!x, pero éstas 
no son matrices. Una matriz lógica 


f! (912, QT, La, ... L.) 
siempre se deriva de una función-trazo 
F (Ps, Pas Pas »*> Pr) 


sustituyendo P!x,,$1!xXz2, ... $ !x, en lugar de p,, Pz. -.- Pn- Este es el único 
método de construir tales matrices. (Podemos, no obstante, tener x, =xs como 
algunos valores de r y s). 


Las funciones de segundo orden gozan de dos propiedades conexionadas que las 
de primer orden no tienen. La primera de éstas es que, cuando a f se le asigna un 
valor, el resultado puede ser una matriz lógica; la segunda es que pueden asignarse 
ciertos valores constantes a f sin salirse de la Lógica. 


Comencemos por el primer punto: f! ($ 1 £, x), por ejemplo, es una matriz que 
contiene tres variables, f, f, y x. Las siguientes matrices lógicas (entre un número 
infinito) resultan de la de arriba signando valores a f: $!x, (9 1x)I(9 ! x), 
$IxDéb!x, etc. Similarmente $!x DG! y, que es una matriz lógica, re- 
sulta de asignar un valor a f en f!(9!%,x, y). En todos estos casos, el va- 
lor constante asignado a f es uno que puede expresarse sólo en símbolos 
lógicos (lo cual era la segunda propiedad de f). Este no es el caso de $! x: a fin de 
asignar un valor a (, debemos introducir lo que podemos llamar “constantes 
empíricas”, tales como “Sócrates”, “mortalidad” y “ser griego”. Las funciones de x 
que pueden formarse sin salir de la Lógica deben contener una función como 
variable generalizada; serán (en el caso más sencillo) de las formas ($) .p!x y 


(10) .b1x. 


Sin embargo, la peculiariedad anterior de funciones de segundo y de órdenes 
superiores es arbitraria. Pudimos haber adoptado, en Lógica, los símbolos 


R, (1), R, (zx, Y), R, (z, Y, 2), ...» 


en donde R, representa un predicado variable, R¿ una relación diádica va- 
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riable (en intensión), y así sucesivamente. Cada uno de los símbolos 
Ri 00), Ra (e, y), R3 Q, y, 2), ... es una matriz lógica, de forma que, si la usamos, 
tendríamos matrices lógicas que no contienen funciones variables. Quizás merezca 
la pena que recordemos el significado de “4! a”, siendo a una constante. El 
significado es el siguiente. Consideremos un número finito de proposiciones de 
diversas formas R, (%), Ra (x, y), ..., y combinémoslas por medio del trazo en la 
forma que deseemos, permitiendo que cualquiera de ellas pueda repetirse un 
número finito de veces. Si, por lo menos una de ellas, tiene una a como constituyen- 
te, esto es, es de la forma 


R, (a, db, b,, ... bn-1) 


entonces, la proposición molecular que construyamos es de la forma $! a, es decir, 
es un valor de “g !a” con una $ adecuada. Desde luego, esto también es válido 
para la propia proposición Ry (a, b,,b2,... bn, ). No cabe duda de que la Lógica 
de proposiciones, y, más aún, de las proposiciones generales relativas a un argumento 
dado, sería intolerablemente complicada si nos abstuviésemos de] empleo de funcio- 
nes variables; pero tampoco puede decirse que ello fuese imposible. En cuanto a la 
cuestión de las matrices, pudimos formar una matriz f ! (R ,, x), de la cual R, (x) 
fuese un valor. Es decir, las propiedades de las matrices de segundo orden, que 
hemos discutido, también deben pertenecer a las matrices que contengan universales 
variables. No pueden pertenecer a matrices que contengan sólo individuales va- 
riables. 


Asignando p!2 y x en f1(p91!2,x), mientras se deja la f como variable, 
obtenemos un conjunto de proposiciones elementales que no pueden obtenerse por 
medio de variables que representen a individuales y a funciones de primer orden. 
Esto es el por qué la nueva variable f' es útil. 


Podemos proceder de igual manera con las matrices 


Fr1f1(612,2),91($12,2), ... 4 12,x12,...2%,Y, ...) 


y asi sucesivamente, de forma indefinida. Esto no representa más que nuevos modos 
de agrupar proposiciones elementales, llevando a nuevas formas de generalización. 


Y. FUNCIONES QUE NO SON MATRICES 

Cuando una matriz contiene varias variables, pueden obtenerse funciones de 
algunas de ellas cambiando las otras en variables aparentes. Las funciones que se 
obtienen de esta manera no son matrices, y sus valores no son proposiciones 


elementales. Los ejemplos más sencillos son 


(1) -¿l(6y) y (YN. $! (2, y). 


Cuando tenemos una proposición general (6). F' (4! Z, x, y,...1 , los únicos valo- 
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res que puede tomar $ son matrices, de forma que no se incluyen funciones que 
contengan variables aparentes. Podemos, si es nuestro gusto, introducir una nueva 
variable, para denotar no sólo funciones tales como $ | £, sino también como 


, (10.180 (1,2).6!(B, 9,2, -. (an) -¿U Bee 


en una palabra, todas aquellas funciones de una variable que puedan derivarse, por 
generalización, de matrices que contengan sólo variables individuales. Denotemos 
cualquiera de dichas funciones mediante $,x, o Y ,x, o x1x, etc. En estos casos, el 
sufijo 1 se coloca para indicar que los valores de las funciones pueden ser las 
proposiciones de primer orden que resulten de la generalización de los individuales. 
En virtud del *8, ningún inconveniente puede surgir por incluir funciones de tal 
tipo junto con las matrices como valores de variables únicas. 


Teóricamente, no es necesario introducir variables tales como $, , porque pueden 
sustituirse por una conjunción o disyunción infinitas. Así, p. ej. 
(db). r-.=:(p).plo:(b y). bl (00):(9): (94) - $! (2. y): ete, 
(1H) -$ 2.5 :(qH)¿ liv: (390): (1) Pl e y): vi: gó, y)+ $ lx, y) :v: ete, 


y, en general, dada una matriz f'! (9 12, x), tendremos el siguiente proceso para 
interpretar ($1) .£1 (0, £, x) y (401) -£ 1! (6, Z, x). Pongamos 

($) .11(912,2) .=:(9) SUN) 916,9), 71 :(6)-£ ay) -$1 (y). 2, 
en donde f!i(y).06!(2,y),x j se construye así: dondequiera que, en 
fFiip1Z,x)|, se presente un valor de y —tal que f$!a— efectuar el cambio 
O) . 6 ! (a, y), y desarrollarlo por medio de las definiciones expuestas al principio 


del *8. De manera semejante se construye / H (4 y) -9 ! (2, y), x). Similarmente, 
poñgamos 


(9)-S19*12,2).=:(9).11 (1,0). (Ey. 0), 2): 
(6) -F1 109): (qu) . $1 (2, y, 0), x] : elo, 
en donde el “etc.” abarca los prefijos (14): (w)., ( y, w)., (w): (3). Definimos 
Pp, ¿*,..., de forma similar. Entonces 


($) -f102,2).=:(8)./1(9'2,0) (8) -£1 (43,2) : cto. 


Este proceso se basa en el hecho de que f'! ($ ! £, x), para cada valor de $ y de x, 
es una proposición construida de las proposiciones elementales por medio del trazo, 
y que el *8 nos capacita para sustituir cualquiera de ellas por una proposición que 
no sea elemental. (Hp, ). $1 (6,2, x) se define por una dispunción exactamente 
análoga. 


Está claro que, en la práctica, una conjunción o una disyunción infinitas, tales 
como las señaladas anteriormente, no pueden manejarse sin unas suposiciones ad 
hoc. Para algún sector de la conjunción o de la disyunción infinitas podemos llegar a 
resultados, y “ver” que estos resultados son válidos a lo largo de ellas. Sin embargo, 
esto no puede probarse, porque no es aplicable la inducción matemática. Por ello, 
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adoptamos ciertas proposiciones primitivas que aseguran solamente que lo que 
podemos probar en cada caso se mantiene de manera generalizada. Por medio de 
estas adopciones se hace posible manejar variables tales como f, . 


De igual manera, podemos introducir f, ($, 4, %), en donde un número cualquie- 
ra de individuales y de funciones Y,,xX1,... pueden presentarse como variables 
aparentes. 


Ninguna dificultad esencial surge en este proceso, con tal que las variables 
aparentes que intervengan en una función no sean de un orden superior al del 
argumento de la función. Por ejemplo, x e D' R, que es (y). xRy, puede manejarse 
con tranquilidad, como si fuese de la forma ($! x. En virtud del *8, $, x puede 
sustituirse por $! x sin influir en la verdad de cualquier proposición lógica, en la 
que $! x sea una parte. Análogamente, cualquier proposición lógica que sea válida 
cuando esté referida a f'! ($, £, x) también lo será cuando esté referida af, (012, x). 


Pero cuando la variable aparente es de un orden superior al del argumento, se 
presenta una nueva situación. Los casos más simples son 


($6)-/1(612,%), (18)-/1(6!2, 0) 


Estas son funciones de x, pero es obvio que no están incluidas entre los valores de 
$!x (en donde ¿$ es el argumento). Si adoptásemos una nueva variable f,, que 
incluya funciones en las que f!Z puede ser una variable aparente, obtendremos 
otras nuevas funciones 


(4,) ef! (912,0), (4d) 1 (Q47, 2), 


que tampoco se encuentran entre los valores de $3x (en donde fx es el argumen- 
10), porque la totalidad de los valores de (>, de la que nos ocupamos ahora, es 
diferente de la totalidad de los valores de $ ! Z, que fue la considerada anteriormen- 
te. Sin embargo, por mucho que podamos ampliar la significación de f, una función 
de x en la que intervenga $ como variable aparente tiene un correspondiente 
significado extendido, de manera que, como quiera que se defina $, 


($)-$1(62,2) y (46).£1($2,x) 


nunca pueden ser valores de fx. Intentar hacerlo sería como intentar atrapar la 
propia sombra. Es imposible conseguir una variable que abarque entre sus valores 
todas las funciones posibles de individuales. 


Representamos por f,x una función de x en la que $, es una variable aparente, 
salvo que no haya una variable de orden superior. De manera similar, p3x contendrá 
a $, como variable aparente, y así sucesivamente. 


La cuestión principal es que una variable puede presentarse a lo largo de una 
totalidad de valores, bien definida, siempre que todos esos valores sean tales que 
cada uno pueda sustituir significativamente a otro en cualquier contexto. Al 
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construir px, la única totalidad que interviene es la de los individuales, como ya se 
presupuso. Pero cuando admitimos que $ pueda ser una variable aparente en una 
función de x, ampliamos la totalidad de las funciones de x, cualquiera que sea la 
forma en que se haya definido f. Por lo tanto, siempre es necesario especificar de 
qué clase de $ se trata, dondequiera que $ aparezca como una variable aparente. 


La otra condición, la de la significación, viene dada de una forma total por las 
definiciones del *8, junto con el principio de que una función solamente puede 
darse a través de sus valores. En virtud de este principio, una función de función es 
una función-trazo de valores de la función. Y, en virtud de las definiciones del +8, 
un valor de una función cualquiera puede sustituir a alguna proposición en una 
función-trazo, porque las proposiciones que contienen un número de variables 
aparentes siempre pueden sustituirse por proposiciones elementales en una función- 
trazo. Lo que es necesario, a efectos de significación, es que cada proposición 
aseverada totalmente debe derivarse de una matriz mediante generalización, y que, 
en la matriz, la sustitución de valores constantes por variables siempre daría lugar, 
en última instancia, a una función-trazo de proposiciones atómicas. Decimos “en 
última instancia” porque, cuando se admiten variables tales como (22, la sustitu- 
ción de un valor en lugar de f, puede producir una proposición que todavía 
contenga variables aparentes, y en esta proposición las variables aparentes deben 
reemplazarse por constantes antes de que lleguemos a una función-trazo de proposi- 
ciones atómicas. Podemos introducir variables que requieran varias de dichas etapas, 
pero el resultado final siempre será el mismo: una función-trazo de proposiciones * 
atómicas. 


Parece, sin embargo, (aunque pueda ser difícil probarlo formalmente), que las 


funciones $1, f, no introducen proposiciones que no puedan expresarse sin ellas. 
Veamos, en primer lugar, un ejemplo muy sencillo. Consideremos la proposición 


(40,).6,x . $, a, a la que llamaremos f (x, a) 


Ya que ó, incluye todos los posibles valores de $ |, así como muchos otros valores 
de su rango, f(x, a) puede parecer que se hace una aserción menor que la que se 
haría por 

(10) .01x.ó6!a, a la que llamaremos fy (x, a). 


Pero, de hecho, f (x, 4). .fy (x, 4). Esto puede verse de la siguiente manera: $,x 
tiene uno de los varios juegos de formas: 


(M-¿lU0(y1-¿l(4 0... 
(0-00. (412) -pl (34,2)... 
(Y) :(52).dl(2,y, 0. (qy) :(2) pl (2, y, 2) .... 
Supóngase primero que dx .=. (y). 0 ! (x, y). Entonces 
pr. $a.=:(y) $ Uy: (y). $ la, y): 
2:4!(2,b).4!(a,b): 
2:(4H) blz. ¿ta 
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A continuación, supongamos $, x .=. (y). 9 ! (x, y). Entonces 
b2.da.=:(4y).¿l(2, y): (12). d! (a, 2): 
D:(4y, 2): 9! (_,y) vo! (x=,:).9!(a,y) vo l(a, 2): 
:(49).$!12.¿la, 
porque $! (x, y) vó! (x, z) es de la forma $! x, cuando la y y la z son fijas. Es 
obvio que este método de prueba es aplicable a los otros casos mencionados 
anteriormente. Por tanto 


(JH) -$,2.d4.=-(3H).$Ix.$! a. 
Puede satisfacernos que el mismo resultado tenga validez en la forma general 


(46). f:(9,2,2).=-(49)-/! ($12, 2) 
mediante un argumento similar. Sabemos que f'! (( ! £, x) se deriva de la misma 
función-trazo 


F (p,9.r,...) 


mediante la sustitución de $!x, H!a, $1b,... (donde a, b,... son constantes) 
por alguna de las proposiciones p,q,r,... y de £,/lx, g2!x, g31x,... (donde 
81,82, 83, -.. Son constantes) por otras de p, q,r, ..., mientras se sustituyen algunas 
proposiciones p, q, r, ..., que permanecen, por proposiciones constantes. Tomemos 
un caso típico; supongamos 


FU912,0).=.(p1a)1((9!2)1($ 10). 
Entonces hemos de probar 
$allprlob)..(qp) -¿laj(przjp!b), 
en donde $, x puede adoptar cualquiera de las formas enumeradas antes. 
Supóngase primero que $,x .=. (y). Q ! (x, y). Entonces 
dul(ór ¿bd =: (ay) :(e,0)-$!(2,y)1 19! (2,2) /91(b, 10)] : 


>:(qy) $! (a, y) 116! (2,y)1 9! 0, y): 
:(q6)-dlal(pla]91b) 


porque, para una y dada, $ ! (x, y) es de la forma f ! x. 
Supongamos, seguidamente, que d,x .=.(4y). $ ! (x, y). Entonces 


dal(ózl bb). =:(9:(12,w).$!(,91(P! (5,2191 6,0) : 
>:(qY)-y!a](p te] y 1D), 


poniendo Y 1x.=.4!(x,z)v 9! (x, w). De manera semejante se pueden tratar 
los otros casos. Por lo tanto, se sigue el resultado. 


Considérese, a continuación, la proposición correlativa 


(6)-f1(92,2).=.(6).f1(612,2). 
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Aquí se presenta la implicación conversa que es preciso probar; es decir: 
(9) .f1(912,2).3 ($) -£1 ($12, 2). 


Esto resulta del caso anterior por transposición. También puede verse independien- 
temente de la siguiente manera. Supongamos, como antes, que 


F:U9,2, 2) .=.($12)) (bz | $10), 
y pongamos primero $ n.=.(y).9!(x, y). 
Entonces  ($4)|(H71H1b).=:(3y):(2,0).9! (a, y)] [61 (2, 2)" 9 1(b, w)). 


Así, pues, requerimos que, dado 


(y)-(Y!a) (y! 2| 415), 
tendremos (qy): (zw). $! (a, y)] (9! (2, 2919 !(b, w). 
Ahora 


(y) .ylal(yla y 1b).D:.9!(a,2).D.$! (2,2). p!(b,2): 
$!(a,w).). 4! (27,0). P1(b,w):. 
>:.d!(a,2).9!(0,0).D. bl (2,2). H1(b,w)3. 
>:.p!(0,w).): $! (0,2)... $! (2,2). 4!(b,w) (1) 
También vw! (a, 0). : $! (0,00). pl (2,2). 1 (b, w) (2) 
()-(2).D:.(Y) yla l(ylziy1b):D:-(qy): $! (0, y) -D -bl(x,2). $1 (b,10) 
que era lo que había que probar. 


Pongamos ahora $2.=.(4y) - $! x, y). 
Entonces (f4)|(H,0|4,b) . =3 (y): (72 w). pt (a, yl ($! 2) | 9! (5, w)). 
En este caso pondremos solamente z = w = y, y se seguirá el resultado. 

En cualquier otro caso, el método será el mismo. Por tanto, en forma general 

($) -F1(H,2,2).= (Pp) SU) 12,). 

Aunque los argumentos anteriores no llegan a ser pruebas formales, bastan para 
aclarar que, de hecho, cualquier proposición general en conexión con fp! Z también 
es verdadera en conexión con f,%. Esto nos proporciona, en la medida en que le 


atañen tales funciones, todo lo que se podría haber conseguido del axioma de la 
reducibilidad. 


Dado que la prueba solamente puede efectuarse por casos separados, es necesario 
introducir una proposición primitiva que asegure que el resultado es válido en todo 
caso. Esta proposición primitiva es 


E:(d)-1$1(912,2).5.f1 (p,2,x) Pp. 
A guisa de ejemplo: suponiendo que hemos de probar alguna propiedad de todas las 
clases definidas por funciones de la forma $ !Z, la proposición primitiva indicada 
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nos capacita par sustituir la clase D'R, en donde R es la relación definida por 
$! (%,P), o por (Hz). $ ! (%, », 2), o por otras análogas. Siempre que una clase o 
relación se defina por una función que no contenga variables aparentes —excepto las 
individuales dicha proposición primitiva nos capacita para tratarla como si hubiese 
sido definida por una matriz. 


Hemos de considerar, ahora, funciones de la forma $,x, donde 
$. (p).f1($1 2,1) or $3. =. (4H) .f1 ($12, 2). 
Deseamos descubrir si, o bajo qué circunstancias, tenemos 
($).9!1(p! 2,2). .9!(H,2, 2). (A) 
Comencemos con un importante caso particular. Supongamos 
9!1(9!12,2).=.¿ladó¿!z. 

Entonces, de acuerdo con el x*13"1, (6).2 1(9!2,x).=.x=4. 

Deseamos probar 

($). ¿lado lx. .d. a d.z, 


estoes — (p).btadó lx. :(4).f1(912,0)-3.($).f1($12,2): 
(16) -f1(6!2,4).D-(34$) -f1 (412, 2). 


Ahora, f ! (f ! Z, x) debe derivarse de alguna función-trazo 
F(p, 4% r, ...) 


sustituyendo en lugar de las p, q, r,... los valores $! x, p1b, f!c,..., en donde 
b, c, ... son constantes. Tan pronto como se asigne $, ésta es de la forma y ! x. Por 
tanto, 


($) .¿ladó$lz.:($):F1($!12,0)..f1($12,2): 
:($).f1(412,0).3-($).f1($12,2): 
(49) .f1(9!2,a).> (4H) .f.9! 2,2). 


Así, pues, generalmente ($).p!la>Dó!x.D.(62). 46,4 p,x, sin necesidad de 
ningún axioma de reducibilidad. 


Sin embargo, no debe suponerse que (A) sea siempre verdadera. El procedimien- 
to es el siguiente: f ! (f ! Z, x) resulta de alguna función-trazo 


F(p.q,r, ...) 


después de sustituir alguna de las letras p,q,r,... por los valores $!x, $!a, 
$!b,... (siendo constantes a, b, ...). Supongamos, p. ej., 


$.1.=.(b).f 1912, 2). 
De este modo pr.=.(p).Flólz, pla, p!b, ...). (B) 


Lo que deseamos descubrir es si 
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(P).9!(p12,2)..9!(p,2, 2). 


Ahora g! (6! £, x) se derivará de la función-trazo 
G(m 4,7...) 


mediante la sustitución de $!x, p¿1a', $ 1b',... en lugar de alguna de las 
Pp, qt)... Para obtener g!(Q22, x), tenemos que poner dx, H2a, b2b,... en 
G (p, q,r,...), en vez de $!x, p!la', 9 1b',... Así obtendremos una nueva ma- 
triz. 


Si se sabe que ($) .g! (6 ! 2, x) es verdadera porque G (p, q, r, ...) es siempre 
verdadera, entonces g! (2%, x) es verdadera en virtud del *8, dado que se obtiene 
de G(p 4, +, ...) mediante la sustitución de alguna de las letras p, q, r, ... por las 
proposiciones f2x, bd, brb, ... que contienen variables aparentes. Así, pues, en 
este caso, se garantiza una inferencia. 


De este modo, tenemos esta importante proposición: 


Siempre que se sepa que ($) .g ! ($! 2, x) es verdadera porque g! (p! 2, x)es 
siempre un valor de la función-trazo 


G(p.q,7,--), 


que es verdadera para todos los valores de p, q, r,..., entonces g! (p22, x) es 
también verdadera, y, desde luego, también lo es ($2). g ! (b2 2, x). 


Esto, sin embargo, no cubre el caso en donde (9) .2g! (9! Z,x) no sea una 
verdad lógica, sino una hipótesis, que puede ser verdadera para algunos valores de x 
y falsa para otros. Cuando éste sea el caso, la inferencia a g ! (b2Z, x) algunas veces 
está legitimada y otras no; los diversos casos deben investigarse separadamente. 
Veremos un importante ejemplo del fracaso de la inferencia, a propósito de la 
inducción matemática. 


VI. CLASES 


La teoría de clases es simple en un sentido y, al propio tiempo, complicada en 
otro, debido al supuesto de que las funciones sólo se dan a través de sus valores, así 
como por el abandono del axioma de la reducibilidad. 


De acuerdo con esta teoría, todas las funciones de funciones son extensionales; 
esto es 


das, ya... f(p2)=/(y2). 


Esto es obvio, puesto que $ sólo puede presentarse en f (42) mediante la sustitución 
de los valores de $ por p, q, r,... en una función-trazo y, si px = yx, la sustitución 
de hx por p en una función-trazo da el mismo valor de verdad a la función-trazo que 
la sustitución de yx. Por consiguiente, no hay razón más fuerte para distinguir entre 
funciones y clases, por lo que, en virtud de lo anterior, tenemos 
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des, ve. ¿im 


Continuaremos empleando la notación X ((x), que suele resultar más conveniente 
que d%; sin embargo, no habrá ninguna diferencia entre la significación de ambos 
símbolos. Así, pues, las clases, a diferencia de las funciones, pierden incluso ese 
carácter oscuro que conservan en el *20. Desde luego, lo mismo se aplica a las 
relaciones en intensión. Esto, hasta cierto punto, es una simplificación. 


Por otra parte, ahora hemos de distinguir las clases de diferentes órdenes, 
compuestas por miembros del mismo orden. Tomando como caso más sencillo las 
clases de individuales, X ($ ! x) debe distinguirse de £ ($2x), y así sucesivamente. 
En virtud de la proposición que figura al final de la última sección, las propiedades 
generales de las clases serán las mismas para las clases de todos los órdenes. Así, 
pues, p. ej. 

aCB.BCy.>).aCy 


será válida cualquiera que sean los órdenes de a, f), y respectivamente. En otros tipos 
de casos, sin embargo, surgen confusiones. Tomemos, como primer ejemplo, p'k y 
s'k. Tenemos 


LEPK.E3UEX-DdA DEA. 


De este modo, p'x es una clase de orden superior al de cualquiera de los miembros 
de kx. Por tanto, la hipótesis (a). fu puede no implicar f (p*x), si a: es del orden de 
los miembros de k. Existe un tipo de prueba inventado por Zermelo, del que el 
ejemplo más simple es su segunda prueba del teorema de Schrúeder-Bernstein (dado 
en el =73). Este tipo de prueba consiste en definir una cierta clase de clases k, y a 
continuación mostrar que p'x e k. Según se aprecia, “p'x € k” es imposible, puesto 
que p'k no es del mismo orden que los miembros de kx. No obstante, esto no es todo 
lo que se puede decir. Una clase de clases k queda siempre definida por alguna 
función de la forma 


(La, 2 (UY) Yos =>) > F(z,€a, 2,€4, ... Y €%, Ya, -..), 


en donde ff es una función-trazo y “ae k” significa que la función anterior es 
verdadera. Bien puede suceder que la función mencionada sea verdadera cuando p'*k 
se sustituya por ex, y el resultado se interprete según se dice en +8. ¿Nos justifica 
esto al aseverar p'x e xk? 


Tomemos un ejemplo que es importante en relación con la inducción matemáti- 
ca. Pongamos 


«=4(R“aCa.aca). 
Entonces Rp Cpix.aeptx (véase *40'8]) 


de modo que, en cierto sentido, p*x e k. Es decir, si sustituimos p'x en lugar de a en 
la función de definición de k, y aplicamos *3, obtendremos una proposición 
verdadera. En virtud de la definición de +90, 


45 


INTRODUCCION 


E 
Ry “a =p. 


po 
Así, pues, Ra'a es una clase de segundo orden. Por consiguiente, si tenemos una 
hipótesis (a). fa, en donde a es una clase de primer orden, no podemos suponer 


¿E 
(a) .fa.>./(Ry“a). (A) 
Según la última proposición de la sección anterior, si (a) . fu se deduce, mediante la 
Lógica, de una función-trazo de proposiciones elementales, que sea universalmente 


«+ 
verdadera, f (Rya) también será verdadera. Por tanto, podemos sustituir R+'a en 
lugar de a; en cualquier proposición aseverada “F.fa” que se presente en los 
Principia Mathematica. Pero cuando (a). fa sea una hipótesis, y no una verdad 
universal, la implicación (A) no es, prima facie, necesariamente verdadera. 

Por ejemplo, si k =4 (Ra Ca. a € a), tenemos 
aex.J):anBen .=.Rlanf)CB. aeB. 
Por ende, aex.R“(anB)CB.aceB.D.pxCB (1) 


En gran parte de las proposiciones de +90, probadas hasta ahora, hemos sustituido 
p'x en lugar de a, por lo cual obtenemos 


R“Bnpx)CB.aeB.3.prC8 (2) 
es decir 
2eB.ARae 1. weB:aceB.aRy:D.zeB 
o aRyr .D:.zeB.ARyz.Dw  weB:aeB:D).zeB. 


Esta es una forma más fuerte de inducción que la que se usó en la definición de 
aR+*x, Pero la prueba no es válida porque no es correcto el paso de (1) a (2). Por lo 
tanto, las pruebas que usan esta forma de inducción tienen que reconstruirse. 


Se verá que la forma a la que puede reducirse la mayor parte de las inferencias 
falaces que parecen aceptables es la siguiente: 

Dada “b.(x).f(x, x)” podemos inferir “F: (x): (Ay). f(x, y)”. Así, pues, 
dada “+. (a). f (a, a)” podemos inferir “+: (a): (48) . f (a, B)”. Pero esto depende 
de la posibilidad de que a: = f. Si, en este caso, a: fuese de un orden y $ de otro, no 
sabemos si es posible a = f!. Así, pues, supongamos que 

y aex.3..ga 
y que deseamos inferir g8, en donde f es una clase de orden superior, cumpliendo la 
condición fe k. 
La proposición 


(B):.aex.D..ga:D:Bexr.D).g8 
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al desarrollarse por +8, se reconvierte en: 
(8) ::(q0 :.qaex.D.ga:D:Bex.23.gB. 


Esto es válido sólo si es posible a: = f, Por eso, la inferencia sería una falacia si $8 
fuese de un orden superior al de «r. 


Apliquemos estas consideraciones a la prueba de Zermelo del teorema de 
Schróder-Bernstein, que se ofrece en *73'8 ss, Partimos de una clase de clases 


«=0(aCD'R.B-URC a. R“aCa) 
y probamos p'k e k (*73:81), lo cual es admisible en el sentido restringido que se 
explicó anteriormente. Añadimos ahora la hipótesis 
are(B— (Ryu Rpte 


y pasamos a probar pik — ¿x e k (en la cuarta línea de la prueba de la *73"82). Esto 
también es admisible en el sentido restringido. Sin embargo, en la línea siguiente de 
la misma prueba hacemos uso de lo que no es admisible al pasar desde p“k — ¿x € k 
a pix C pik -— ix, porque 


aer... .pxCa 
La inferencia desde 
aex.JZ..pieCa ad pe—tmex.D.prC prix 


sólo es válida si p'« — “x es una clase del mismo orden que los miembros de k. No 
obstante, cuando se transcribe « € K . D,¿ .p'k Ca, se convierte en 


(0) 2:32 (48) 31. (2) ::a0ex.D):.pexr.D.ceB:D.eeq 
Esto se deduce de 


aex.D:.aex.J. cea: Dd. .zea 


por el principio de que f(a, a) implica (18) .f (a, B). Pero aquí $ debe ser del 
mismo orden que «, mientras que en nuestro caso a y f£ no son del mismo orden, si 
a=p'x —Ux y B es un miembro ordinario de k. En este caso, en donde infiramos 
pk < pix — x, la prueba se desmorona. 


Es fácil, sin embargo, remediar este defecto en la prueba. Todo lo que necesita- 
mos es 


zoe(B-0'Ryu R“ptk o E 


o, por el contrario, 


rep.) .ce(B-U'Rju Rptx. 
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Ahora 


mepix.T:.aex.).:a—trvea: 
2:08 URC a 1). v (Ria ee) Ca — ea): 
),:2eB-UR.v.ze Kia — 162) 
DivmeB-UR:viaex. Da ze Ra 


Por tanto, en virtud de *+72"341, 
sepx.D.ce(B-0A'R)u Rpte 


que da el resultado buscado. 


Supongamos que a —«¿x no es de un orden superior al de a; esto puede 
asegurarse considerando a «: por lo menos de segundo orden, ya que ¿x, y por lo 
tanto — ¿x, es de segundo orden. Siempre podemos suponer que nuestras clases son 
de un orden dado, aunque no podemos elevarlas de orden indefinidamente. 


De esta manera se salva el teorema de Schróder- Bernstein. 
Otra dificultad surge con respecto a las sub-clases. Ponemos 


Cl'a =4(8Ca) Df. 


Ahora, “BC a” tiene significación cuando $ sea de un orden superior al de «, dado 
que sus miembros son del mismo tipo que los de e. Pero cuando tengamos 
BCa.D,./B, 


f debe ser del mismo tipo. Como regla, seremos capaces de mostrar que una 
proposición de estas características es válida, cualquiera que sea el tipo de 6, si 
podemos mostrar que es válida cuando $ es del mismo tipo que a. Consecuentemen- 
te, no surgen dificultades hasta llegar a la proposición 2” >n de Cantor, que 
resulta de la proposición 


ru ((Cl“a) sm ej 
la cual se prueba en *102. Esta prueba es como sigue: 
Rel>1.D'R=a. A RCCIV4 4. E=2 foca—Ria|.): 
yea yeRy.d, yueb:yea yor Ry dy. yeb: diyea.d) Eb Ry: 
>: Ene diR. 
Como esta proposición es decisiva, entraremos en ella un tanto minuciosamente. 
Supongámos a =% (A ! x), y supongamos 
R2(p!12).=.f1(6 12,2). 
Entonces, en virtud de nuestros datos, 
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Alzx.D.(39).f1($12,5), 
FU4!12,2).D.Alzx.plydyA!y, 
FUp122).f1(9!2,y).).2=y, 
fU612,0).fUY412,0).D.Ply=,v!y. 


Con estos datos, 


zea Rie. e: Alr:fU(612,2). demo! za 

Así, pues, E=2 (($):Alx:f1(912,2).).=$!a). 

Por tanto, E está definida por una función en la que $ aparezca como una variable 
aparente. Si aumentamos el rango inicial de f, ampliaremos el rango de los valores 
implícitos en la definición de E. No hay, por tanto, modo de eludir la conclusión de 
que ¿sea de un orden más elevado que los de las sub-clases de a, contempladas en la 
definición de Cl'a. Por consiguiente, la prueba de 2” >n se cae cuando no se dé por 
supuesto el axioma de la reducibilidad. Encontraremos, sin embargo, que la proposi- 
ción sigue siendo verdadera cuando n es finita. 


En cuanto a las relaciones, surgen cuestiones similares a las que se presentan con 
las clases. Una relación ya no es distinguible de una función de dos variables. 
Tenemos: 


PA)=y(2 $). = 3d (2, Y) -=zy- Y (z, y). 


Por lo que respecta a p'A y a RI“P, las dificultades son de menor importancia que las 
que se refieren a p'k y Clía, porque p'A y RI'P son menos usuales. Pero una 
dificultad muy seria se presenta en cuanto a la semejanza. Tenemos: 


asmB.=3.(GR).Rel=r1.a=D'R.B=(IR. 


Aquí, la R debe quedar limitada dentro de algún tipo; pero en cualquier tipo que 
elijamos, puede haber un correlato de tipo superior por el que se pueda establecer 
una correlación entre a: y fB. Por lo tanto, nunca podremos probar — (a sm 6), 
excepto en los casos especiales en los que o a o f sean finitos. Esta dificultad fue 
puesta de manifiesto por el teorema de Cantor, 2” >», que acabamos de examinar. 
Casi todas nuestras proposiciones están orientadas a probar que dos clases son 
semejantes, e interpretarlas todas de forma que se mantengan válidas. Sin embargo, 
las pocas proposiciones que se ocupan de probar que dos clases no son semejantes 
fracasan, salvo cuando por lo menos una de las dos sea finita. 


VII. INDUCCION MATEMATICA 


Todas las proposiciones sobre la inducción matemática que aparecen en la 
Sección E de la Parte Il, y en la Sección C de la Parte 111, permanecen válidas, 
siempre que se interpreten adecuadamente. Sin embargo, las pruebas de muchas de 
ellas vienen a ser falaces cuando no se presuponga el axioma de la reducibilidad; en 
algunos casos, con gran trabajo, pueden obtenerse nuevas pruebas. Desde luego, la 
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dificultad se hace patente al observar la definición de “xR xy” en el *90. Omitiendo 
el factor “xe CR”, que para nuestro propósito es irrelevante, la definición de 
“xRay” puede escribirse así: 


2Rw.Dy. pl: pl w:D4 $ xD ly (A) 


esto es, “y tiene todas las propiedades elementales hereditarias que posee x”. En 
lugar de las propiedades elementales podemos considerar cualquier otro orden de 
propiedades; como veremos más adelante, es ventajoso tomar las propiedades de 
tercer orden cuando R sea “de uno a varios” o “de varios a uno”, y de quinto orden 
en los demás casos. No obstante, para objetivos preliminares, es indiferente el orden 
de las propiedades que elijamos, y, por ello, en atención a la rigurosidad, tomamos, 
para comenzar, propiedades elementales. La dificultad estriba en que, si Hz es una 
propiedad de segundo orden, a partir de (A) no podemos deducir 


¿RW Dew. $230: .),2) dy. (B) 


Supongamos, por ejemplo, que $,7.=.(6).f! ($ ! 2, z); entonces, desde (A) 
pode mos deducir 


¿RD w.fUp12,2)D/1(912,0):D:f1(912,2).D4.F1($12, y): 
2:90... dy. (C) 


Pero, en general, nuestra hipótesis aquí no viene sobreentendida por la hipótesis de 
(B). Si ponemos $,2 .=. (3H). f1 ($! £, z), alcanzamos resultados análogos. 


Por tanto, a fin de aplicar la inducción matemática a una propiedad de segundo 
orden, no es suficiente que deba ser hereditaria en sí misma, sino que deba estar 
compuesta de propiedades elementales hereditarias. Es decir, si la propiedad en 
cuestión es $27, donde $22 es o bien 

(P).f1(p12,2) o (1H) .f1($12, 2), 
no es suficiente tener 
¿Rw Do. fi2 Dd, 
sino que, para cada q elemental, debemos tener 
¿Ru Dn f1912,2)3f1(912,w). 


Una consecuencia inconveniente es que, prima facie, una propiedad inductiva no 
debe ser de la forma 


TR. ble 
o SePotid'R.$!S 
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o ae NC induct.$!a. 


Resulta inconveniente, porque, con frecuencia, tales propiedades son hereditarias 
cuando 4 no figura sola; esto es, podemos tener 


aRyz.$lz.2Rw.Dy o Ry pl 
cuando no tengamos 
$!lz.2Rw.D¿..$!vw, 
y, de manera semejante, en otros casos. 


Estas consideraciones hacen necesario reexaminar todas las pruebas inductivas. 
En algunos casos son todavía válidas; en otros, son fácilmente rectificables; y, 
finalmente, en otros la rectificación puede ser laboriosa, pero siempre posible. El 
método de rectificación se explica en el Apéndice B de este volumen. 


Sin embargo, en tanto no la podamos descubrir, no hay una vía por la que 
nuestras proposiciones primitivas, que acabamos de exponer, puedan adecuarse a las 
relaciones dedekindianas y a las relaciones bien-ordenadas. El uso práctico de las 
relaciones dedekindianas depende de las *211'63-—692, que llevan a las 
£214'3—"34, mostrando que la serie de partes de una serie es una relación dedekin- 
diana. Sobre esto se apoya la teoría de los número reales, definidos como partes de 
la serie de los números racionales. Esta cuestión se trata en el *310, Si pusiésemos 
en duda la proposición que dice que la serie de los números reales es de dekindiana, 
este análisis se derrumbaría. 


Las pruebas de esta proposición en los Principia Mathematica depende del 
axioma de la reducibilidad, puesto que dependen del +211"64, que asevera: 


AC DP, Dre DP. 

Por razones explicadas anteriormente, si a: es del orden de los miembros de 
A, (a). fa puede no implicar f(s“A), porque s'A es una clase de un orden superior al 
de los miembros de A. Así, pues, aunque tengamos 

D*P. =4 ((48).a=P“Bl, 
8h = Ps Pr, 
aún no podemos inferir sA e D'Pe salvo cuando s'A o sPe“, por alguna razón 
especial, sea del mismo orden que el de los miembros de A. Esto se dará cuando A 


sea finito, pero no necesariamente en otro caso. Por ende, la teoría de los números 
irracionales requerirá una reconstrucción. 


Dificultades similares se presentan con respecto a las series bien-ordenadas. La 
teoría de las series bien-ordenadas se apoya en la definición +250'01: 


Bord = P(Clex'C*P CA'minp) Df, 


de donde PeBord.=:aCCP.qta.d..qta— Pa, 
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Al hacer deducciones, constantemente sustituimos a: por algunas clases construi- 
das de orden superior a C“P. Por ejemplo, en *+250*122 ponemos en lugar de a la 


clase CUPN p'P(a NC*P), que, en general, es de un orden superior a «*. Si esta 
sustitución es ilegítima, no podemos probar que una clase contenida en C“P, y que 
tenga sucesores, debe tener un sucesor inmediato; si no, la teoría de las series 
bien-ordenadas se hace imposible. Debe salvarse esta dificultad particular; pero es 
obvio que deben caer muchas proposiciones importantes. 


Pudo ser posible sacrificar al rigor lógico la serie infinita bien-ordenada, pero la 
teoría de los números reales es una parte integrante de la matemática ordinaria, y 
difícilmente puede ser objeto de una duda razonable. Por tanto, nos justifica el 
suponer que algún axioma lógico que sea verdadero lo justificará. Se requiere que 
tal axioma sea más restringido que el de la reducibilidad, aunque está pendiente de 
descubrirse que sea así. 


Entre las contribuciones a la Lógica matemática desde que se publicó la primera 
edición de los Principia Mathemática están las siguientes: 


D. HILBERT. Axiomatisches Denken, Mathematische Annalen, Vol. 78. Dic logischen Grund- 
lagen der Mathematik, ib. Vol 88. Neue Begriindung der Mathematik, Abhandlungen aus 
dem mathematischen Seminar der Hamburgischen Universitát, 1922. 


P. BERNAYS. Ueber Hilbert's Gedanken zur Grundlegung der Arithmetik, Jahresbericht der 
deutschen Mathematiker- Vereinigung, Vol 31. 


H. BIHM ANN. Beitráge zur Algebra der Logik, Mathematische Annalen, Vol, 86. 


L CHWISTIK. Ueber dic Antinomien der Prinzipien der Mathematik, Mathematische 
Zeitschrift, Vol. 14. The Theory of Constructive Types, Annales de la Société Marthérmatique 
de Pologne, 1923. (Dr. Chwistek has kindly allowed us to read in MS. a longer work with 
the same title.) 


MH. WEYL, Das Kontinuum, Veit, 1918, Ueber die ncuc Grundlagenkrise der Mathematik, 
Mathematische Zeitschrift, Vol 10. Randbemerkungen zu Hauptproblemen der Mathema- 
tik, Mathematische Zeitschrift, Vol. 20. 


L. E. J. BROUWI'R. Begrúndung der Megenlehre unabhángig vom logischen Satz des ausgesctr 
lossenen Dritten. Verhandelingen d. K. Akademie v. Wetenschappen, Amsterdam, 1918, 
1919. Intuitionistische Mengenlehre, Jahresbericht der deutschen Mathematiker-Vereini- 
gung, Vol 28, 


A. TAJTELBAUM-TARSKI. Sur le terme primitif de la logistique, Fundamenta Mathematiaae, 
Tom. IV. Sur les ““truth-functions” au sens de MM. Russell et Whitehead, ¿b. Tom. V. Sur 
quelques théorémes qui équivalent á l'axiome du choix, ¡b. 
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La Lógica matemática que ocupa la Parte | de este trabajo ha sido elaborada bajo 
la orientación de tres objetivos diferentes. En primer lugar, aspira a realizar en el 
mayor grado posible el análisis de las ideas acerca de las que trata y de los procesos 
que canalizan las demostraciones, así como a reducir al máximo el número de ideas 
no-definidas y de proposiciones no-demostradas (llamadas, respectivamente, ideas 
primitivas y proposiciones primitivas) de las que se parte. En segundo lugar, está 
construida con vistas a lograr expresiones perfectamente precisas, en sus símbolos, 
de las proposiciones matemáticas. Alcanzar tales expresiones, y conseguirlas con la 
notación más simple y más conveniente, es el principal motivo para la preferencia 
por esta cuestión. En tercer lugar, el sistema está especialmente estructurado para 
resolver las paradojas que en los últimos años han preocupado a los estudiantes de 
Lógica simbólica y de Teoría de conjuntos. Confiamos en que la teoría de tipos, tal 
como la exponemos en lo que sigue nos lleve tanto a evitar las contradicciones 
como a detectar las falacias concretas que las ocasionan. 


De los tres objetivos mencionados, el primero y el tercero nos impulsan frecuen- 
temente a adoptar métodos, definiciones y notaciones que son más complicadas o 
más dificultosas que si se tuviese en cuenta sólo el segundo objetivo. Esto se aplica 
especialmente a la teoría de las expresiones descriptivas (*14 y +30) y a la teoría de 
clases y relaciones (+20 y +21). En estos dos puntos y, en menor grado, en tos 
otros, fue necesario sacrificar algo la claridad en pro de la corrección. Sin embargo, 
tal sacrificio es, en lo principal, sólo pasajero: en cada caso, la notación finalmente 
adoptada, aunque su significado real fuese muy complicado, tiene una significación 
aparentemente simple que, excepto en ciertos puntos críticos, puede, sin riesgo, 
sustituirse mentalmente por el significado real. Por esto, es conveniente, en una 
exposición preliminar de la notación, considerar estos significados aparentemente 
simples como ideas primitivas, es decir, como ideas introducidas sin definición. 
Cuando la notación se hace cada vez más familiar, resulta más fácil seguir las 
exposiciones más complicadas, que es lo que consideramos más correcto. En la 
parte principal del trabajo, en donde es necesario ceñirse rígidamente al estricto 
orden lógico, podría no adoptarse el orden más sencillo de desarrollo; esto, por lo 
tanto, se ofrece en la Introducción. Los desarrollos que se dan en el Capítulo | de la 
Introducción son tales que anteponen la claridad a la corrección; las explanaciones 
completas se dan, en parte, en los capítulos que siguen a la Introducción, y, en 
parte, en el cuerpo de la obra. 


El empleo del simbolismo (distinto del lingúístico) en todas las partes del libro 
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que pretenden incorporar razonamientos demostrativos estrictamente precisos, nos 
ha venido forzado por la consiguiente búsqueda de los tres objetivos señalados. Hay 
muchas razones en favor de la ampliación del simbolismo más allá de la región 
habitual del número, e ideas asociadas con el: 


(1) Las ideas que aquí se utilizan son más abstractas que las que ordinariamente 
se consideran en el lenguaje. En consecuencia, no hay palabras que se usen 
exclusivamente en los sentidos exactos que se exigen en este trabajo. Recurrir a las 
palabras impondría unas limitaciones, no naturales, a sus significaciones ordinarias; 
de hecho, esto traería consigo una mayor dificultad para recordar, coherentemente, 
que se trata de definiciones de símbolos completamente nuevos. 


(2) La estructura gramatical del lenguaje se adapta a una amplia variedad de 
usos. Siendo así, no posee esa simplicidad singular en cuanto a representar los poco 
simples —aunque sumamente abstractos— procesos e ideas que surgen en las cadenas 
de razonamientos deductivos empleados aquí. De hecho, la muy abstracta simplici- 
dad de las ideas de este trabajo frustran el lenguaje. El lenguaje puede representar, 
con más facilidad, las ideas complejas. La proposición “una ballena es grande” 
representa un lenguaje que, en el mejor de los casos, ofrece una expresión concisa 
de un hecho complejo; mientras que el verdadero análisis de “el uno es un número” 
nos lleva, utilizando el lenguaje, a una prolijidad intolerable. De acuerdo con esto, 
se gana en laconismo si se emplea un simbolismo especialmente diseñado para 
representar las ideas y los procesos de deducción que se presentan en este trabajo. 


(3) La adaptación de las reglas del simbolismo a los procesos de deducción 
presta una ayuda fácil a la intuición en regiones demasiado abstractas para que la 
imaginación pueda ofrecer a la mente la verdadera relación que existe entre las ideas 
empleadas. Llegan a hacerse familiares las diversas maneras de colocar los símbolos, 
como representativas de importantes modos de disponer las ideas; y, a su vez, 
también se hacen familiares las posibles relaciones existentes —de acuerdo con las 
reglas del simbolismo— entre estas colocaciones de símbolos; y, más aún, estas 
colocaciones representan relaciones todavía más complicadas entre las ideas abstrac- 
tas. Y, de esta manera, finalmente, se leva a la mente a construir cadenas de 
razonamientos en regiones del pensamiento en las que la imaginación sería entera- 
mente incapaz por sí misma de mantenerlas sin la ayuda de la simbología. El 
lenguaje ordinario no permite tal ayuda. Su estructura gramatical no representa de 
manera unívoca las relaciones entre las ideas en cuestión. Así, pues, las dos 
proposiciones “una ballena es grande” y “el uno es un número” parecen semejantes, 
de modo que la vista no presta ayuda a la imaginación. 


(4) El laconismo propio de las expresiones simbólicas permite que una proposi- 
ción entera se presente de un golpe de vista como una totalidad, o, a lo sumo, en 
dos O tres partes divididas por donde hay separaciones naturales a las que se les 
concede representación simbólica. Esto parece una modesta propiedad pero, de 
hecho, es muy importante por lo que respecta a las ventajas enumeradas en el punto 


(3). 
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(5) El logro del objetivo de esta obra mencionado en primer lugar, a saber, la 
completa enumeración de todas las ideas y pasos empleados en los razonamientos 
de matemáticas, necesita tanto del laconismo como de la máxima formalidad que 
permitan sus propias características, 


Una somera consideración acerca de los límites del empleo de los métodos y del 
simbolismo utilizados en este libro arroja una luz adicional sobre tales métodos y 
simbolismo: 


(a) La mayor parte de la investigación matemática no se ha interesado por el 
análisis del proceso completo del razonamiento, sino por la presentación de un 
resumen de la prueba, en la medida suficiente para convencer a una mente 
adecuadamente instruida. Para tales investigaciones, la presentación detallada de los 
pasos del raciocinio es, desde luego, innecesaria, con tal que el detalle se lleve a un 
grado suficiente como para preservamos del error. En relación con esto, puede 
recordarse que las investigaciones de Weierstrass y de otros autores de la misma 
escuela han mostrado que, aún en las cuestiones comunes del pensamiento matemá- 
tico, son necesarios muchos más detalles que los que habían previsto las anteriores 
generaciones de matemáticos. 


(6) En la misma medida en que la imaginación opere fácilmente en una región 
del pensamiento, el simbolismo (excepto para el propósito expreso del análisis) se 
hace necesario sólo como una escritura taquigráfica para registrar resultados obteni- 
dos sin su ayuda. Pero un objetivo subsidiario de este trabajo es mostrar que, con 
ayuda del simbolismo, el razonamiento deductivo puede extenderse a regiones del 
pensamiento que, ordinariamente, no se suponen adecuadas para el tratamiento 
matemático, En tanto que las ideas de tales ramas del conocimiento se hagan más 
familiares, el tipo detallado de razonamiento, que también se precisa para el análisis 
de los pasos, es adecuado para la investigación de las verdades generales relativas a 
estas cuestiones. 
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EXPLICACIONES PRELIMINARES 
DE IDEAS Y NOTACIONES 


La notación adoptada en este trabajo está basada en la de Peano, y las explicacio- 
nes que siguen, hasta cierto punto, están expuestas según modelos que él expresó 
con anterioridad en su Formulario Mathematico. Se adopta su uso de puntos y 
corchetes, así como muchos de sus símbolos. 


Variables. La idea de variable, tal como se presenta en este trabajo, es más 
general que la que explícitamente se usa en la Matemática ordinaria. En la Matemá- 
tica ordinaria, una variable representa generalmente a un número o cantidad 
indeterminados. En Lógica matemática, se llama variable a cualquier símbolo cuyo 
significado no esté determinado; a las diversas determinaciones de las que es 
susceptible su significado se llaman valores de la variable. Según las circunstancias, 
puede ser valor cualquier conjunto de entidades, proposiciones, funciones, clases, o 
relaciones. Si construimos una expresión acerca de “el Sr. A y el Sr. B”, entonces el 
“Sr, A” y el “Sr. B” son variables cuyos valores están limitados al hecho de ser 
hombres. Una variable puede tener o bien un rango de valores asignados convencio- 
nalmente, o bien (en el caso de ausencia de cualquier indicación del rango de 
valores) puede tener por rango de sus valores todas las determinaciones que hacen 
que la expresión adquiera una significación. Así, pues, cuando un libro de texto de 
Lógica afirma que “A es A”, sin ninguna indicación acerca de lo que pueda ser A, lo 
que significa es que cualquier declaración de la forma “A es A” es verdadera. 
Podemos llamar variable restringida a aquella variable cuyos valores están limitados 
a sólo algunos de cuantos podría tener; de no ser así, la llamaremos no restringida. 
Así, pues, cuando intervenga una variable no restringida, ésta representa a un objeto 
del que se puede hacer una expresión al respecto que tenga significación (esto es, 
que la haga verdadera o falsa) relativa a dicho objeto. Por lo que respecta a la 
Lógica, resulta más conveniente usar variables no restringidas que restringidas; 
nosotros siempre emplearemos aquellas. Se verá que aún la variable no-restringida 
está sujeta a limitaciones impuestas por su manera de presentarse; esto es, cosas que 
pueden decirse con significación cuando se refieren a una proposición no pueden 
decirse en cuanto a una clase o a una relación, y así sucesivamente. Pero las 
limitaciones a las que está sujeta la variable no retringida no necesitan estar 
indicadas explícitamente, puesto que ellas mismas son los límites de significación 
de la expresión en la que se encuentra la variable y, por tanto, están intrínsecamen- 
te determinadas por la propia expresión. Ésto será explicado ampliamente más 
adelante. (12). 





(12) Cf, Capítulo 11 de la Introducción. 
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Para concretar, los tres datos destacables, en cuanto al empleo de las variables, 
son: 1) que una variable es ambigua en su designación, y, por tanto, indefinida; 
2) que una variable conserva una identidad reconocible en las diversas veces que se 
presenta a lo largo de un contexto, de manera que muchas variables pueden 
presentarse juntas en el mismo contexto, cada una con su identidad particular; y 
3) que, o el rango de las posibles determinaciones de dos variables puede ser el 
mismo, de forma que una posible determinación de una variable sea también una 
posible determinación de la otra, o bien que los rangos de dos variables puedan ser 
diferentes, de manera que, si una posible determinación de una variable se aplica a 
la otra, la frase completa que resulta es un sin-sentido en vez de convertirse en una 
proposición completa (verdadera o falsa) sin ambigúedad alguna, como sería el caso 
si todas las variables que intervienen en ella hubiesen sido dadas en algunas 
determinaciones apropiadas. 


Los empleos de diversas letras. Las variables se designarán por letras únicas, así 
como ciertas constantes; pero una letra que haya sido asignada una vez como una 
constante mediante una definición no debe, en adelante, usarse para designar una 
variable, Las letras minúsculas del alfabeto ordinario se emplearán todas como 
variables, excepto la p y la s después del *40, en donde a estas dos letras se le 
asignan significaciones de constantes. Las siguientes letras mayúsculas recibirán 
significados como constantes: B, C, D, E, F, [1 y J. Entre las letras griegas 
minúsculas, daremos significados como constantes a e, ¿ y (en una etapa posterior) a 
7, 0 y ww. Ciertas letras griegas mayúsculas se emplearán, de vez en cuando, como 
constantes, pero no se usarán como variables. De las restantes letras, a p, q, r se 
llamarán letras proposicionales, y representarán a las proposiciones variables (excep- 
to que, a partir del *40, p no debe utilizarse como variable); f, g, d, Y, x, 0 y (hasta 
el *30) F se llamarán letras funcionales, y se usarán para funciones variables. 


Las letras griegas minúsculas todavía no mencionadas se usarán para representar 
variables cuyos valores son clases; nos referiremos a ellas llamándolas simplemente 
letras griegas. Normalmente, las letras mayúsculas aún no citadas se emplearán para 
variables cuyos valores son relaciones, y, para simplificar, se llamarán letras mayús- 
culas, Ordinariamente, las letras minúsculas (excepto p, q, r, s, f, g) se usarán como 
variables cuyos valores no sean funciones, clases o relaciones; estas letras se 
designarán simplemente como letras latinas minúsculas. 


Después de la parte inicial del trabajo apenas aparecerán proposiciones y funcio- 
nes variables. Tendremos, entonces, tres clases principales de variables: clases 
variables, representadas por letras griegas minúsculas; relaciones variables, represen- 
tadas por letras mayúsculas; y otras variables que no se dan necesariamente como 
clases o como relaciones, las cuales se representarán por letras latinas minúsculas. 


Además de este uso de las letras griegas minúsculas para clases variables. letras 
mayúsculas para relaciones variables, y letras latinas minúsculas para variables de 
tipo completamente indeterminado por el contexto (éstas surgen a partir de la 
“ambigiedad sistemática”, cuestión que se explicará más adelante, cuando se 
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exponga la teoría de tipos), el lector sólo necesita recordar que todas las letras 
representan variables, a no ser que se hayan definido como constantes en algún 
lugar previo del libro. En general, la propia estructura del contexto determina el 
alcance de las variables contenidas en él; pero la indicación especial acerca de la 
naturaleza de las variables empleadas como aquí se propone, evita mucho esfuerzo 
mental. 


Las funciones fundamentales de proposiciones. Un conjunto de proposiciones, 
considerado como una totalidad -que no es preciso que esté determinada de una 
manera inequívoca- dentro de una proposición única más compleja que sus 
constituyentes, es una función que tiene proposiciones como argumentos. La idea 
general de un conjunto tal de proposiciones, o de variables que representen 
proposiciones, no se empleará en este trabajo. Pero hay cuatro casos especiales que 
son de importancia fundamental, ya que todos los conjuntos de proposiciones 
subordinadas que haya dentro de una proposición compleja que se presente en lo 
sucesivo, se forman a partir de ellas, paso a paso. 


Son: 1) la función contradictoria, 2) la suma lógica o función disyuntiva, 3) el 
producto lógico o función conjuntiva, y 4) la función implicativa. Estas funciones, 
en la forma en que se adoptan en este libro, no son todas inde pendientes entre sí; si 
dos de ellas se toman como ideas primitivas indefinidas, las otras dos pueden 
definirse en función de las primeras. Hasta cierto punto --aunque no enteramente— 
es arbitraria la elección de las funciones que se tomen como primitivas. No 
obstante, la simplicidad de las ideas primitivas y la simetría del tratamiento parecen 
mejorarse tomando como ideas primitivas las dos primeras funciones. 


La función contradictoria con argumento p, siendo p una proposición cualquie- 
ra, es la proposición contradictoria de p; es decir, es la proposición que asevera que p 
no es verdadera. Esto se simboliza por — p. Por tanto, — p es la función contradicto- 
ria con argumento p, y significa la negación de la proposición p. También se le 
denomina proposición no-p. Así, pues, — p significa no-p, que, a su vez, significa la 
negación de p. 

La suma lógica es una función proposicional que tiene dos argumentos, p y q; es 
la proposición que asevera disyuntivamente p o q; esto es, que afirma que, por lo 
menos uno de los dos argumentos (p o q) es verdadero. Esto se simboliza por p v q. 
Así, pues, p vq es la suma lógica que tiene a p y q como argumentos. También se 
llama suma lógica de p y q. Consecuentemente, p y q significa que, por lo menos, o 
po q es verdadero, sin excluir el caso en que ambos sean verdaderos. 


El producto lógico es una función proposicional con dos argumentos, p y 4, 
consistente en la proposición que asevera conjuntamente a p y q, esto es, que afirma 
que ambos —p y q— son verdaderos. Esto se representa por p.q, o —a fin de 
conseguir que los puntos actúen como paréntesis en la forma en que se explicará a 
continuación -- por Pp: q, 0 por p:.q, o por p:: q. Así, p.q esel producto lógico 
que tiene a p y q por argumentos. Se llama también producto lógico de p y q. De 
acuerdo con lo dicho, p. q significa que ambos argumentos son verdaderos. Fácil- 
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mente se ve que esta función puede definirse en términos de las dos funciones 
precedentes: cuando p y q son ambos verdaderos, debe ser falso que, o bien — po 
bien —q sean verdaderos. Por tanto, en este libro, p.q no es más que una forma 
simbólica abreviada de: 


Si, más adelante, alguna otra idea se adscribe a la proposición “p y q son ambos 
verdaderos” no se precisa aquí. 


La función implicativa es una función proposicional de dos argumentos, p y q; 
consiste en la proposición en la que, o bien no-p o bien q son verdaderos; es decir, es 
la proposición —p vq. Así, pues, si p es verdadera, — p es falsa, y, por tanto, la 
única alternativa que concede la proposición —p vq es que q sea verdadera. En 
otras palabras, si? y “q v q son ambas verdaderas, entonces q es verdadera. En este 
sentido, la proposición — p v q, tal como se viene especificando, se citará diciendo 
que p implica q. La idea contenida en esta función proposicional es tan importante 
que exige un símbolo que, de una manera directa y simple, represente a la 
proposición que conecta p y q, sin la intervención de —p. Pero la palabra 
“implica”, tal como se usa aquí, no expresa más que una determinada conexión 
existente entre p y q que también puede expresarse mediante la disyunción “no-p o 
q”. El símbolo empleado para ““p implica q” (es decir, para “— p vq”)es “pq”. 
Este símbolo también puede leerse “si p, entonces q”. La asociación de la implica- 
ción con el empleo de una variable aparente da lugar a una extensión de la misma, 
que llamamos “implicación formal”. Esta se explicará más adelante: es una idea 
derivada de la “implicación”, tal como se expone aquí. Cuando de una manera 
explícita sea necesario distinguir la “implicación” de la “implicación formal”, a la 
primera se le llamará “implicación material”. De este modo, la “implicación 
material” es simplemente la “implicación”, en la forma en que aquí se ha explicado. 
El proceso de inferencia, que en el uso ordinario se confunde frecuentemente con la 
impliación, se explicará inmediatamente. 


Estas cuatro funciones de proposiciones son las fundamentales funciones propo- 
sicionales constantes (es decir, definidas), cuyos argumentos son proposiciones; 
todas las demás funciones proposicionales constantes con proposiciones como 
argumentos, en la medida en que se necesiten en este trabajo, se forman a partir de 
aquellas mediante pasos sucesivos. Funciones proposicionales variables de esta clase 
no aparecerán en esta obra. 


Equivalencia. El ejemplo más simple de la formación de una función de proposi- 
ciones más compleja mediante el uso de estas cuatro formas fundamentales viene 
deparado por la “equivalencia”. Dos proposiciones, p y q, se dice que son ““equiva- 
lentes” cuando p implica q y q implica p. Esta relación entre p y q, se designa por 
“p=q”. Así, pues, “p =q” representa a *“(p 24). (q > p)”. Resulta sencillo com- 
probar que dos proposiciones son equivalentes cuando, y sólo cuando, ambas son 
verdaderas o ambas falsas. La equivalencia adquiere mayor importancia cuando 
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llegamos a la “implicación formal” y, de este modo, a la “equivalencia formal”. No 
debe suponerse que dos proposiciones que son equivalentes sean, en algún sentido, 
idénticas, ni siquiera que tengan una relación remota entre sí. Así, pues, “Newton 
fue un hombre” y “el sol es caliente” son equivalentes por ser ambas verdaderas; y, 
asimismo, “Newton no fue un hombre” y “el sol es frío” son, también, equivalentes 
por ser ambas falsas. Pero aquí hemos anticipado deducciones que más adelante se 
seguirán de nuestro razonamiento formal. La equivalencia es, en su origen, una mera 
implicación mutua, como ya se explicó anteriormente. 


Valores de verdad. El “valor de verdad” de una proposición es verdad si ella es 
verdadera, y falsedad si ella es falsa (13). Se observará que los valores de verdad de 
pvad, P-Qq.P 24, “Pp, q =q dependen solamente de los que tengan p y q; es decir, 
el valor de verdad de *p vq” es verdad si el valor de p, o bien de q, es verdad, y 
sería falso en caso diferente; que el de “p.q” es verdad si tanto p como q son 
verdaderos, y falso en cualquier otro caso; que el de “p Dq” es verdad si bien o p es 
falso o q verdadero; que el de “—p” es el opuesto al de p; que el de “p=q” es 
verdad si p y q tienen el mismo valor de verdad, y falso en caso diferente. A partir 
de ahora, las únicas maneras en que aparecerán las proposiciones en este trabajo son 
las que se derivan de las anteriores mediante combinaciones y repeticiones. Por 
tanto, es fácil ver (aunque no se pueda probar formalmente, salvo en cada caso 
particular) que si una proposición p interviene en otra proposición f (p), de la que 
ya nos ocuparemos, el valor de verdad de f(p) no dependerá de la proposición 
particular p, sino sólo de su valor de verdad; es decir, si p=q, tendremos 
F(p)=S(q). De este modo, siempre que se sepa que dos proposiciones son equiva- 
lentes, una de ellas puede sustituirse por la otra en cualquier fórmula con las que 
tendremos que tratar. 


A una función f (p) podemos llamarla “función de verdad” cuando su argumento 
p sea una proposición y el valor de verdad de £(p) dependa sólo del valor de verdad 
de p. Tales funciones en modo alguno son las únicas funciones corrientes de 
proposiciones. Por ejemplo, “A cree p” es una función de p, cuyo valor de verdad 
cambiará según los diferentes argumentos que tengan el mismo valor de verdad: A 
puede creer en una proposición verdadera sin creer en otra, y puede creer en una 
proposición falsa sin creer en otra. Tales funciones no se excluyen de nuestra 
consideración, antes bien se incorporan al alcance de algunas proposiciones genera- 
les que podemos hacer sobre funciones; pero las funciones particulares de proposi- 
ciones que hemos de componer o de considerar explícitamente son todas funciones 
de verdad. Este hecho está estrechamente conectado con una característica de las 
matemáticas, a saber, que las matemáticas siempre se interesan por las extensiones 
más que por las intensiones. La conexión, si no obvia ahora, lo será más cuando 
hayamos considerado la teoría de clases y relaciones. 


El signo de aserción. El signo “F”, llamado “signo de aserción”, significa que se 
asevera lo que le sigue. Tal signo se necesita para distinguir una proposición 


(13) Fsta frase se debe a Frege. 
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completa, que aseveramos, de cualquier otra proposición subordinada contenida en 
ella, pero sin aseverar. En el lenguaje escrito ordinario, una frase que se encuentre 
entre puntos significa una proposición aseverada; si fuese falsa, el libro contendría 
un error. El símbolo “pk” antepuesto a una proposición desempeña este mismo 
objetivo en nuestro simbolismo. Por ejemplo, si se presenta “| (p >p)” debe 
considerarse como una aserción completa, responsabilizando del error a los autores, 
salvo que la proposición “pp” sea verdadera (como así es). También, una 
proposición formulada por medio de símbolos sin que le preceda el signo “PF” no 
está aseverada, y está puesta solamente para consideración, o como una parte 
subordinada de una proposición aseverada. 


Inferencia. El proceso de inferencia es como sigue: se asevera una proposición 
“p”, y se asevera también una proposición “p implica q”; entonces, como conclu- 
sión, se asevera la proposición “q”. Lo que ofrece confianza en una inferencia es 
que si las dos aserciones primeras no son erróneas, la aserción final tampoco lo es. 
Por consiguiente, siempre que (en símbolos), en donde p y q tengan determinacio- 
nes de carácter especial, se presenten 


“Ep” y “(pg)” 


entonces ocurrirá “h q”, si es que se desea hacerlo constar de una manera expresa. 
El proceso de la inferencia no puede reducirse a símbolos. Su única manifestación 
es que sucede “+ q”. Desde luego, es conveniente, aun a riesgo de repetición, 
escribir “+ p” y “F(p> q)” en íntima yuxtaposición antes de llegar a “E q” como 
el resultado de una inferencia. Cuando se hace esto, en sustitución de ello - y a fin 
de atraer la atención hacia la inferencia que se está haciendo— escribiremos: 


« Pp o] P q 


lo que se considera como una mera forma abreviada de la expresión triple 


“Ep” y “HpIQ" y “rg” 
Así, pues, “Fp IF q” puede leerse “p, por consiguiente q”, siendo, de hecho, 
esencialmente, la misma forma abreviada, como así es; a pesar de ello, “p, por 
consiguiente q” no manifiesta explícitamente (lo que es parte de su significado ) que 
p implica q. Una inferencia es la eliminación de una premisa verdadera; es la 
disolución de una implicación. 

El uso de puntos. Los puntos, en su condición de símbolos, tienen dos usos: 
uno como paréntesis separador de proposiciones, y el otro para indicar el producto 
lógico de dos proposiciones. Los puntos que están inmediatamente precedidos o 
seguidos por “y”, “DO”, “E, “PQ, “Oy, “O y, 2)... o por “(Ax)”, 
“(Ex y)”, “(Ax y, 2)”... o por “[(x)(4x)]”, “[R*y]”, o por otra expresión seme- 
jante, sirven para separar parentéticamente a una proposición; los puntos que se 
presenten de otra manera sirven para señalar un producto lógico. El principio 
general es que un mayor número de puntos indica un paréntesis exterior, y un 
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número menor indica un paréntesis interior. La regla exacta en lo que se refiere al 
alcance del paréntesis indicado por los puntos se aplica clasificando las presencias de 
los puntos en tres grupos que llamaremos 1, 11 y HH. El grupo | está integrado por 
aquellos puntos que se encuentren junto a los signos de implicación (D), equivalen- 
cia (=), disyunción (v), o igualdad por definición (= Df). El grupo Il lo constituyen 
los puntos que siguen a paréntesis indicativos de una variable aparente, tales como 
(0, (055), (4), (4, y), (09) (x1)], o expresiones análogas (14). El grupo 1H 
consta de los puntos que se encuentran entre proposiciones a fin de indicar un 
producto lógico. El grupo | es de mayor fuerza que el grupo Il, y el grupo !l que el 
grupo Ill. El alcance del paréntesis indicado por una colección de puntos se 
extiende hacia atrás y hacia adelante (sobrepasando cualquier número de puntos 
que sea menor, o a un número de puntos igual pero perteneciente a un grupo de 
menor fuerza) hasta alcanzar el extremo de la proposición aseverada, o a un número 
mayor de puntos, o a un número ¡gual al que pertenezca a un grupo de fuerza igual 
o superior. Los puntos que indican un producto lógico tienen un alcance que va 
tanto hacia atrás como hacia adelante; otros puntos sólo surten efecto más allá del 
signo adyacente de disyunción, implicación o equivalencia, o hacia atrás del signo 
adyacente de uno de los otros tipos enumerados en el grupo ll. 


Algunos ejemplos servirán para ilustrar el empleo de los puntos. 


“Pvq.>D.q vp” significa la proposición “*'p o q' implica 'q o p' ”. Cuando 
aseveramos esta proposición, en vez de manifestarlo simple mente, escribimos 


“b:pvq.D.qvp, 


en donde los dos puntos después del signo de aserción manifiestan que lo que se 
asevera es todo lo que sigue al signo de aserción, ya que no se encuentran otros dos 
puntos en ningún otro lugar. Si hubiésemos escrito “p:v:q.>.qvp”, esto 
significaría la proposición o p es verdadero, o q implica 'g o p' ”. Si hubiésemos 
querido aseverar esto, tendríamos que colocar tres puntos después del signo de 
aserción. Si hubiésemos escrito “p vq .Dq: vw: p”, eso significaría la proposición 
“o bien 'p o q” implica q, o p es verdadero”. Las formas “p.v.q.).qvp” y 
“pvq .2.q.v.p” carecen de significación. 


“pq .2:q Dr.>.pr” significa: “si p implica q, entonces si q implica r, p 
implica r”. Si deseamos aseverar esto (que es verdadero) escribiremos 
“Erp9g.0:93r.D.pDr" 


De nuevo, “p3q.2.q Dr:>D.pDOr” significa: “si *p implica q” implica “q 
implica r, entonces “p implica +” ”. Esto, en general, no es verdadero. (Obsérvese que 
algunas veces resulta más conveniente leer “pg” como “p implica q”, y otras 
veces como “si p, entonces q”). La expresión “p q .q Dr. D.p Dr” significa “si 
p implica q, y q implica r, entonces p implica r”. En esta fórmula, el primer punto 


(14) Más adelante se explicará el significado de estas expresiones; y en las pp. 70, 71 se 
darán algunos ejemplos del uso de puntos en relación con ellas. 
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indica un producto lógico; por tanto, el alcance del segundo punto abarca hacia 
atrás hasta el comienzo de la proposición. “pq :q Dr.2D.pr” significa “p 
implica q; y si q implica r, entonces p implica r”. (Esto, en general, no es 
verdadero). Aquí, los dos puntos indican un producto lógico; ya que otros dos 
puntos no aparecen en ningún otro lugar, el alcance de estos dos puntos se extiende 
hacia atrás hasta el comienzo de la proposición, y hacia adelante hasta el final de la 
misma. 


La proposición “pvwq.D:.p.v.q Dr: D.pvr” significa: “si p o q es verda- 
dero, entonces si p o 'g implica r” es verdadero, de ello se sigue que p o q es 
verdadero”. Si se quiere aseverar esta expresión, debemos poner cuatro puntos 
después del signo de aserción, de este modo: 


“expvg.D:.p.v.qOr:D.pvr” 


(Esta proposición se prueba dentro de esta obra; es la *2'75). Si deseamos aseverar 
(lo que es equivalente a la de arriba) la proposición: “si p o q es verdadero, y p o 'q 
implica r' es verdadero, entonces p o r es verdadero” escribiremos 


“Eriprq:p.v.q)r:D.pvr.” 


Aquí, el primer par de puntos indica un producto lógico, mientras que el segundo 
par no. Por ello, el alcance del segundo par de puntos sobrepasa a los del primer par, 
y abarca hacia atrás hasta llegar a los tres puntos que están después del signo de 
aserción. 


Otros usos de los puntos siguen los mismos principios, y se explicará cómo se 
introducen, Al leer una proposición, en lo primero que hay que fijarse es en los 
puntos, ya que ellos manifiestan la estructura de la proposición. En una proposición 
que contenga varios signos de implicación o de equivalencia, el que tenga un mayor 
número de puntos antes o después de él es el signo principal; queda claro que, en la 
proposición, cuanto antecede al signo principal implica, o equivale, a cuanto viene 
después de él. 


Definiciones Una definición es una declaración en la que un cierto símbolo --o 
combinación de símbolos— introducido como nuevo significa lo mismo que otra 
cierta combinación de símbolos cuyo significado ya se conoce. O bien, si la 
combinación de símbolos que se define es tal que sólo adquiere significación 
cuando se combinan con otros símbolos de una manera determinada (15); lo que 
significa es que, cualquier combinación de símbolos en la que interviene el símbolo 
(o combinación de símbolos) de nueva definición es tal que tiene ese significado (si 
lo hay) que resulta de sustituir la combinación de símbolos que definen por el 
símbolo (o combinación de símbolos) de nueva definición. Daremos los nombres de 
definiendum y definiens, respectivamente, a aquello a lo que se define y a lo que es 
definido como significación. Expresamos una definición poniendo el definiendum a 





(15) Este caso se considerará de forma completa en el Cap. II! de la Introducción. No se 
precisa adelantarlo en este punto. 
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la izquierda y el definiens a la derecha, con el signo ““=” entre ambos, y colocando 
las letras “Df” a la derecha del definiens. Debe entenderse que el signo “=” y las 
letras “Df” han de considerarse juntamente formando un solo símbolo. El símbolo 
“=>” sin las letras “Df” tiene una significación diferente, como se explicará en breve. 


Un ejemplo de definición es 
P)q.=.vpvg Df 


Debe observarse que una definición no es, estrictamente hablando, parte de la 
cuestión en la que interviene; una definición tiene una relación total con los 
símbolos, pero no con lo que ellos simbolizan. Por otra parte, tampoco es verdadera 
o falsa, siendo la expresión de una volición, y no de una proposición. (Por esta 
razón, las definiciones no están precedidas del signo de aserción). Teóricamente, no 
siempre es necesario dar una definición: es siempre posible usar el definiens en su 
lugar, y, por ende, prescindir por completo del definiendum. De este modo, aunque 
empleamos definiciones y no definimos la “definición”, con todo la “definición” 
no aparece entre nuestras ideas primitivas porque las definiciones no son parte de 
nuestro tema, sino que, estrictamente hablando, son meras conveniencias tipográfi- 
cas. En la práctica, desde luego, si no introducimos definiciones, nuestras fórmulas 
muy pronto vendrían a ser tan largas que resultarían inmanejables; mas, en teoría, 
todas las definiciones son supérfluas. 


A pesar del hecho de que las definiciones son teóricamente supérfluas, es cierto, 
no obstante, que ellas suministran una información más importante que la que se 
contiene en las proposiciones en las que se encuentran. Esto surge de dos causas. 
Primero, corrientemente una definición implica que el definiens merece una consi- 
deración cuidadosa. Por eso, la colección de definiciones incorpora nuestra selec- 
ción de asuntos y nuestro juicio en cuanto a lo que es más importante. En segundo 
lugar, cuando lo que se define es (como ocurre con frecuencia) algo ya familiar, tal 
como los números cardinales u ordinales, la definición contiene un análisis de una 
idea común y, por tanto, puede expresar un notable avance. La definición de 
Cantor del continuo ilustra esto; su definición equivale a establecer que lo que él 
define es el objeto que tiene las propiedades comúnmente asociadas con la palabra 
“continuo”, si bien, lo que constituye precisamente estas propiedades no había sido 
conocido antes. En tales casos, una definición es un “hacer que algo quede 
delimitado”: proporciona una precisión a una idea que previamente hab ía sido más 
o menos vaga. 


Por estas razones, en lo que sigue, se encontrará que las definiciones constituyen 
lo más importante y lo que más merece la atención prolongada del lector. 


Deben hacerse algunas importantes observaciones respecto de las variables que se 
encuentran en el definiens y en el definiendum. Pero éstas se aplazarán hasta que se 
haya introducido la noción de “variable aparente”, cuando el asunto pueda conside- 
rarse globalmente. 


Sumario de las declaraciones anteriores. En lo expuesto hay tres ideas primitivas 
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que no están “definidas” sino sólo explicadas descriptivamente. Su primitividad es 
sólo relativa a nuestra exposición de conexión lógica, y no es absoluta; aunque, por 
supuesto, una exposición tal sube de importancia cuanto mayor sea la simplicidad 
de sus ideas primitivas. Estas ideas se simbolizan por ““p”, “pwq”, y “FP” 
antepuesta a la proposición. 


Se han introducido tres definiciones: 


p-9-=.ASpveog) DI, 
p)q.=.->pvg Df, 
p=q-=.p>q-q3p Df. 


Proposiciones primitivas. Algunas proposiciones deben ser asumidas sin prueba, 
ya que todas las inferencias provienen de proposiciones previamente aseveradas. 
Estas, en la medida en que conciernen a las funciones de proposiciones mencionadas 
arriba, se establecerán en +1, donde comienza la exposición formal y continuada del 
tema. Tales proposiciones se llamarán “proposiciones primitivas”. Estas, al igual que 
las ideas primitivas, son hasta cierto punto materia de selección arbitraria; aunque, 
como en el caso anterior, un sistema lógico crece en importancia en la medida en 
que las proposiciones primitivas sean pocas y simples. Se verá que, debido a la 
debilidad de la imaginación para tratar con ideas abstractas simples, no puede 
realizar un gran esfuerzo sobre su evidencia. Ellas son obvias para un entendimiento 
instruido, pero también son muchas las proposiciones que no pueden ser completa- 
mente verdaderas al ser invalidadas por sus consecuencias contradictorias. La prueba 
de un sistema lógico es su suficiencia y su coherencia. Esto es: 1) el sistema debe 
abarcar entre sus deducciones todas aquellas proposiciones que creemos que son 
verdaderas y capaces de deducción a partir de sólo las premisas lógicas, aunque ellas 
puedan necesitar alguna ligera limitación en la forma de un aumento en el rigor de 
la enunciación; 2) el sistema no debe llevar a contradicciones, esto es, que al 
proceder en nuestras inferencias, nunca debe conducir a aseverar al propio tiempo p 
y no-p; de otro modo, no pueden aparecer legítimamente “p. p” y “P.—p”. 


Las que vienen a continuación son las proposiciones primitivas empleadas en el 
cálculo de proposiciones. Las letras “Pp” significan “proposición primitiva”. 
1) Lo que esté implicado por una premisa verdadera es verdadero Pp. 

Esta es la regla que justifica la inferencia. 
2) F:pvp.>.p Pp, 
es decir, si p o p es verdadero, entonces p es verdadero. 
3) F:q.>.pvg Pp. 
es decir, si q es verdadero, entonces p o q es verdadero. 
4) t:pvq->.qvp Pp, 
es decir, si p o q es verdadero, entonces q o p es verdadero. 
S) F:pv(gvr).D.qv(pvr) Pp, 
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es decir, si p es verdadero o “q o r” es verdadero, entonces q es verdadero o “p o r” 
es verdadero. 

6) F:.9r.D:pvg.>.pvr Pp, 
es decir, si q implica r, entonces “p o q” implica “p o r”. 

7) Además de estas proposiciones primitivas, necesitamos una proposición pri- 
mitiva llamada “el axioma de la identificación de variables reales”. Cuando tenemos 
aseveradas por separado dos funciones de x diferentes, en donde x es indetermina- 
do, frecuentemente es importante saber si podemos identificar la x de una aserción 
con la x de la otra. Este será el caso —hasta donde nuestro axioma nos permita 
inferir— si ambas aserciones presentan x como el argumento de alguna función, es 
decir, si fx es un componente de ambas aserciones (cualquiera que pueda ser la 
función proposicional $) o, con más generalidad, si $ (x, y, z, ...) es un constituyen- 
te en una aserción, y $ (x, u, v, ...) es un constituyente de la otra. Este axioma 
introduce nociones que todavía no han sido explicadas; para una aclaración más 
completa véanse las observaciones que acompañan a +*3"03, *]'7, *1'71 y *1'72 
(que es la expresión de este axioma) en el texto del libro, así como la explicación de 
las funciones proposicionales y la aserción ambigua, que se ofrecerán en breve. 

Algunas proposiciones simples. Además de las proposiciones primitivas que ya 
hemos mencionado, presentamos a continuación algunas de las más importantes 
propiedades elementales de las proposiciones que aparecen en las deducciones. 

La ley del medio excluso: 

t.pv=p. 


Esta es la *x2'11, más adelante. Indicaremos entre paréntesis los números que 
remiten a las correspondientes proposiciones que se ofrecen en esta obra. 
La ley de contradicción (*3'24): 
E.o(p. =p). 
La ley de la doble negación (+4"13): 
H.p= (=p). 
El principio de transposición, es decir, “si p implica q, entonces no-q implica 
no-p”, y viceversa. Este principio presenta varias formas, a saber: 
(rl) F:p)>g.=-=q)3p, 
(+11) Fip=q.=.+p=“9, 
(14) Fip.q.D o ri=:p. or... 
así como otras que son variantes de éstas. 
La ley de la tautología, en las dos siguientes formas: 
(44:24) E:p.=.p-p, 
(425) F:p.=.pvp. 
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es decir, “p es verdadero” es equivalente a “p es verdadero y p es verdadero”, así 
como a “p es verdadero o p es verdadero”. Desde un punto de vista formal, es a 
través de la ley de la tautología y de sus consecuencias como se distingue principal- 
mente el álgebra que se usa en la lógica del álgebra ordinaria. 


La ley de absorción: 
(+71) F::p>)q.=:p-=-p-9 


es decir, “p implica q” es equivalente a “p es equivalente a p . q”. Esta se llama ley 
de absorción porque manifiesta que el factor q en el producto es absorbido por el 
factor p, si p implica q. Este principio nos permite sustituir una implicación (p > q) 
por una equivalencia (p.=. p . q) dondequiera que sea conveniente hacerlo. 


Un análogo y muy importante principio es el siguiente: 
(473) F:.q.D:p.=.p-qg- 


La suma y la multiplicación lógica de proposiciones obedecen a las leyes 
asociativa y conmutativa, así como a la ley distributiva expresada en las dos 
siguientes formas: 


(dd) Es.p.qrr.=3p.q.V.p.r, 
(b:31) Eoop.v.q.r:=:pVq.pvr. 


La segunda de éstas distingue las relaciones de la suma y multiplicación lógicas 
de las relaciones de la suma y multiplicación aritméticas. 


Funciones proposicionales. Sea bx una expresión que contiene una variable x y 
tal que se convierte en una proposición cuando a x se le asigna un significado fijo y 
determinado. Entonces, a dx se le llama “función proposicional”; no es una 
proposición, ya que debido a la ambigúedad de x realmente no hace una asevera- 
ción. Así, “x está herido” en modo alguno puede aseverarse en tanto no tengamos 
resuelto quién es x. No obstante, debido a la individualidad conservada por la 
variable ambigua x, constituye un ejemplo ambiguo tomado de la colección de 
proposiciones que pueden formarse dando ax todas las posibles determinaciones en 
“x está herido”, lo cual conduce a una proposición, verdadera o falsa. También, si 
“tx está herido” e “y está herido” se presentan en el mismo contexto, en donde y es 
otra variable, entonces, de acuerdo con las determinaciones dadas a x y a y, ellas 
pueden ser determinadas para ser (posiblemente) la misma proposición o (posible- 
mente) proposiciones diferentes. Pero, independientemente de la determinación 
dada a x y a y, ellas mantienen en el contexto su diferenciación ambigua. Así, 'x 
está herido” es un “valor” ambiguo de una función proposicional. Cuando quera- 
mos hablar de la función proposicional correspondiente a “x está herido” escribire- 
mos “% está herido”. De este modo, “X está herido” es una función proposicional, 
en tanto que “x está herido” es un valor ambiguo de esa función. De acuerdo con lo 
anterior, aunque pueden distinguirse “x está herido” e “y está herido” que se 
presentan en el mismo contexto, sin embargo “X está herido” e “$ está herido” en 
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modo alguno dan a entender la diferencia de significados. Más generalmente, dx es 
un valor ambiguo de la función proposicional px, y cuando una significación 
concreta a sustituya a x, da es un valor inequívoco de dx. 


Las funciones proposicionales constituyen la clase fundamental de la que se 
derivan las más usuales clases de funciones, tales como “sen x”, “log x” o “el padre 
de x”. Estas funciones derivadas se considerarán más adelante, y se llaman “funcio- 
nes descriptivas”. Las funciones de las proposiciones consideradas más arriba, son 
un caso particular de funciones proposicionales. 


El rango de valores y variación total. De este modo, correspondiente a cualquier 
función proposicional fx existe un rango, o colección, de valores, consistente en 
todas las proposiciones (verdaderas o falsas) que se pueden obtener dando todas las 
posibles determinaciones a x en fx. Un valor de x para el cual fx resulta verdadero 
se dice que “satisface” a Y. Ahora, por lo que respecta a la verdad o falsedad de las 
proposiciones de este rango, deben observarse y simbolizarse tres importantes casos. 
Estos se dan por medio de tres proposiciones, una de las cuales, al menos, debe ser 
verdadera: o bien, 1) todas las proposiciones del rango son verdaderas, o 2) algunas 
proposiciones del rango son verdaderas, o 3) ninguna proposición del rango es 
verdadera. La declaración 1) se simboliza por “(x).¿x”, y la 2) se simboliza por 
“(4x).¿x”. No se dan definiciones de estos dos simbolos que, consecuentemente, 
incorporan dos nuevas ideas primitivas en nuestro sistema. El símbolo “(x). fx” 
puede leerse “siempre dx”, o “dx es siempre verdadero”, o “fx es verdadero para 
todos los posibles valores de x”. El símbolo “(4 x). fx” puede leerse “existe una x 
para la cual «x es verdadero”, o '*existe una x que satisface a 6%”, y de este modo se 
ajusta a la forma natural de la expresión del pensamiento. 


La proposición 3) puede expresarse en función de las ideas fundamentales de las 
que ahora disponemos. A fin de hacer esto, obsérvese que “gx” expresa la 
contradicción de dx. En conformidad con ello, — hx% es otra función proposicional 
tal que cada valor de (4% contradice a un valor de — (ix, y viceversa. Por tanto, 
“(x). — que” simboliza la proposición que expresa que todo valor de á% no es 
verdadero. Este es el número 3) que se estableció antes. 


Es un claro error, aunque fácil de cometer, suponer que los casos 1) y 3) son uno 
contradictorio del otro. El simbolismo desenmascara esta falacia inmediatamente, 
pues 1) es (x).pdx, y 3) es (x). — qx, mientras que la contradictoria de 1) es 
Wl(x). fx). Para conseguir brevedad en el simbolismo se hace una definición, a 
saber: 


ola). pa. [(2). $2] DE 


Las definiciones cuyo objeto es conseguir alguna ventaja sencilla en cuanto a 
brevedad mediante un ligero ajuste de símbolos se denominarán de “importancia 
meramente simbólica”, a diferencia de aquellas otras definiciones que invitan a la 
consideración de una idea importante. 


A la proposición (x). dx se le llama “variación total” de la función qx. 
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Por razones que se explicarán en el capitulo 11, no tomamos a la negación como 
una idea primitiva en lo que concierne a proposiciones de las formas (x). dx y 
(4x).(6x; sin embargo, definimos la negación de (x).¿x, es decir, de “¿fx es 
siempre verdadero”, como “x es algunas veces falso”, esto es, “(4.x). — (x”. De 
manera similar definimos la negación de (4.x).gx como (x).—$x. Así, pues, 
tenemos: 


(la) $0) .=.(32). $e Df 
iq). $. =.(2). o DE. 


De la misma manera definimos una disyunción, en la que una de las proposicio- 
nes es de la forma “(x).Qx” o de la forma “(4x).Gx”, en términos de una 
disyunción de proposiciones que no son de esa forma, poniendo 


(2).f2.v.p:=.(2). pvp Df, 


esto es, fx es siempre verdadero o p es verdadero” significa que ' “fx o p' es 
siempre verdadero”. Similares definiciones se dan en otros casos. Esta cuestión se 
resume en el capítulo II y en el +9 de este tratado. 


Variables aparentes. El símbolo “(x). fx” expresa una proposición definida, y 
no existe diferencia de significados entre “(x).px” y “(y). ó$y” cuando se presen- 
tan en el mismo contexto. Así, pues, la “x” que interviene en “(x).¿x” no es un 
constituyente ambiguo de una expresión en la que aparezca “(x*). fx”; una expre- 
sión de ese tipo no deja de dar a entender un significado determinado por razón de 
la ambigúedad de la x en “gx”. El símbolo “(x). dx” presenta alguna analogía con 
el simbolo 


a“ 6 ” 
| óímas 
a 
de una integral definida, puesto que en ningún caso la expresión es una función de 
Xx. 

El rango de la x en “(x).4x”, o en “(4x).4x” abarca el campo completo de 
valores de x para los que *¿óx” tiene significado; consecuentemente, el significado 
de “(x).4x” o de “(Ax).¿x” entraña el supuesto de que un campo tal está 
determinado. La x que aparece en “(x). ¿x” o en “(Ix). fx” se llama (siguiendo a 
Peano) “variable aparente”. Del significado de “(Hx). fx” se sigue que la x en esta 
expresión es también una variable aparente. Una proposición en la que interviene la 
x como una variable aparente no es una función de x. Así, por ejemplo, 
“(x).x =x” significa “cada cosa es igual a sí misma”. Esto es una constante 
absoluta, no una función de una variable x. Esto es por lo que, en tales casos, se 
dice de x que es una variable aparente. 

Asimismo, al “rango” de x en “(x). gx”, o en “(3x). ¿x”, que es el campo de 
los valores que puede tener x, le llamaremos el “alcance” de x, significando la 
función de la que se afirman todos los valores o algún valor. Si aseveramos todos los 
valores (o algún valor) de “bx”, “qx” es el alcance de x; si aseveramos todos los 
valores (o algún valor) de “¿x Jp*, “dx Dp” es el alcance de x; si aseveramos 
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todos los valores (o algún valor) de “fx > yx”, “fx D yx” será el alcance de x, y 
así sucesivamente. El alcance de x está indicado por el número de puntos que hay 
después de “(x)” o de “(Jx)”; es decir, el alcance se extiende hacia adelante hasta 
llegar a un número de puntos igual que no indiquen un producto lógico, o hasta un 
número mayor que indiquen producto lógico, o hasta el extremo de la proposición 
aseverada en la que se presente “(x)” o “(4 x)”. (Ha de aplicarse cualquiera de éstas 
que se presente primero) (16). Así, por ejemplo 


“(2): px. . ya” 
significa “fx siempre implica yx”; sin embargo, 
“(2). $2. pa” 


significa “si fx es siempre verdadera, entonces yx es verdadera para el argumento 


” 


xr. 
Obsérvese que en la proposición 


(2)... yz 


las dos x's no tienen conexión una con la otra. Dado que a la x que está entre 
paréntesis le sigue sólo un punto, el alcance de la primera x se limita a la “fu” que 
sigue inmediatamente a la x que está entre paréntesis. Esto es lo que nos induce 
generalmente a escribir 


(2).px.5. py 
en vez de 

(2) .dr.>. ya, 
ya que el uso de diferentes letras recalca la falta de conexión entre las dos variables; 
sin embargo no existe necesidad lógica para el empleo de letras distintas, e incluso 
algunas veces es conveniente usar la misma letra. 


Aserción ambigua y la variable real. Puede aseverarse cualquier valor “px” de la 
función de. Una aserción de este tipo, es decir, de un miembro ambiguo de entre los 
valores de (A se simoliza así: 


"“p . px.” 

La aserción ambigua de esta clase es una idea primitiva, que no puede definirse 
en términos de aserción de proposiciones. Esta idea primitiva es la única que 
incorpora el uso de la variable. Aparte de la aserción ambigua, la consideración de 
“gx”, que es un miembro ambiguo de los valores de (£, es de escasa importancia. 
Cuando consideramos o aseveramos “¿x”, la variable x se dice que es una “variable 
real”. Tomemos, por ejemplo, la ley del medio excluso en la forma en que se 
presenta en la lógica formal tradicional: 


“aesbonob”. 


(16) Esto está de acuerdo con las reglas acerca de los modos de presentarse los puntos del 
tipo del grupo II, tal como se explicó con anterioridad cn las pp. 63 y 64. 
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Aquí, a y b son variables reales: cuando varían, se expresan diferentes proposicio- 
nes, aunque todas son verdaderas. Si son indeterminados a la vez a y b, como pasa 
en el enunciado anterior, no se asevera ninguna proposición definida, sino que lo 
que se asevera es algún valor de la función proposicional en cuestión. Esto sólo 
puede ser legítimamente aseverado si, para cualquier valor que pueda elegirse, ese 
valor es verdadero; esto es, si todos los valores son verdaderos. Así, pues, la forma 
expuesta anteriormente de la ley del medio excluso es equivalente a 


*(a, b).aesbonob” 


es decir, es equivalente a “siempre es verdadero que a es b o no b”. Pero estas dos, 
aunque equivalentes, no son idénticas, y necesariamente las tendremos que mante- 
ner diferenciadas. 


Cuando aseveramos algo que contiene una variable real, como en el ejemplo 
“boa=x” 


aseveramos algún valor de una función proposicional. Cuando aseveramos algo que 
contiene una variable aparente, como en 


“bre a=a” 

oen “e (qa). amu" 

aseveramos, en el primer caso fodos los valores, y en el segundo caso algún valor 
(indeterminado) de la función proposicional en cuestión. Está claro que sólo 
podemos legítimamente aseverar “algún valor” si todos los valores son verdaderos; 
por lo contrario, ya que el valor de la variable permanece determinado, podría 
también ser determinado para dar lugar a una proposición falsa. Así, en el ejemplo 
de arriba, ya que tenemos 


hao=xe 
podemos inferir P.(1).e=x, 


Y, de una manera general, dada una aserción que contenga una variable real x, 
podemos transformar la variable real en aparente sin más que poner al principio la x 
entre paréntesis, seguida de tantos puntos como haya tras el signo de aserción. 


Cuando aseveramos algo que contenga una variable real, no podemos decir de 
forma estricta que aseveramos una proposición, pues sólo obtenemos una proposi- 
ción definida asignando un valor a la variable y, entonces, nuestra aserción sólo se 
aplica a un caso definido, de forma que en modo alguno tiene la fuerza de antes. 
Cuando lo que aseveramos contiene una variable real, nosotros aseveramos una 
(completamente indeterminada) de todas las proposiciones que resultan de dar 
varios valores a la variable. Será conveniente hablar de aserciones tales que aseveran 
una función proposicional Las fórmulas ordinarias de matemáticas contienen 
aserciones de este tipo; por ejemplo 


“sen?x + costx=1” 
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no asevera este o aquel caso particular de la fórmula, ni tampoco asevera que la 
fórmula sea válida para todos los posibles valores de x, aunque es equivalente a esta 
última aserción; lo que asevera es simplemente que la fórmula es válida aun dejando 
a x completamente indeterminada. Es legítimo hacer esto porque, independiente- 
mente de cómo se determine x, resulta una proposición verdadera. 


Aunque una aserción que contiene una variable real, en rigor, no asevera una 
proposición, se la considerará como que asevera una proposición, salvo que se 
encuentre bajo discusión la naturaleza de la aserción ambigua. 


Definición y variables reales. Cuando el definiens contiene una o más variables 
reales, el definiendum también debe contenerlas. En este caso tenemos una función 
de variables reales, y el definiendum debe tener el mismo significado que el 
definiens para todos los valores de estas variables, lo cual exige que el símbolo que 
es el definiendum debe contener las letras que representan a las variables reales. Esta 
regla no siempre la guardan ios matemáticos, y su transgresión ha dado lugar algunas 
veces a importantes confusiones, especialmente cn geometría y en filosofía del 
espacio. 


. “«“ 


En las definiciones dadas anteriormente de “p .q”, “p q”, y de “p=3”,pyq 
son variables reales y, por tanto, aparecen a ambos lados de la definición. En la 
definición de ““|(x).óx)” sólo la función considerada, es decir, fZ, es una 
variable real; de este modo, por lo que concierne a la regla en cuestión, la x no 
necesita aparecer a la izquierda. Pero cuando una variable real es una función, es 
necesario indicar cómo ha de ser suministrado el argumento, y, por tanto, existen 
reparos para omitir una variable aparente en donde (como en el caso anterior) ésta 
es el argumento de la función que es la variable real. Esto aparece más claramente si, 
en vez de una función general (%, tomamos alguna función particular, digamos 
“£ =4”, y consideramos la definición de —|(x).x =4|. Nuestra definición da 


vía). .c=4).=. (92). o(a=a) Df 


Pero si hubiésemos adoptado una notación en la que el valor ambiguo “x =a4”, que 
contiene la variable aparente x, no hubiese aparecido en el definiendum, habríamos 
tenida que construir una notación que emplease la función misma, es decir “X = a”. 
Esto no entraña una variable aparente, pero, en la práctica, sería molesto. De hecho 
lo hemos encontrado conveniente y posible -excepto en las partes explicativas— 
pura mantener el uso explícito de símbolos del tipo “4%”, bien como constantes [p. 


ej.* =4] o como variables reales, casi enteramente ajeno a este trabajo. 


Proposiciones que conectan variables reales y aparentes. Las proposiciones más 
importantes que conectan variables reales y aparentes son las siguientes: 


1) “Cuando puede aseverarse una función proposicional, también puede aseve- 
rarse li proposición de que todos los valores de la función son verdaderos”. Más 
brevemente, si bien con menos exactitud, “lo que es válido para uno cualquiera, sea 
cual sea la forma en que se haya elegido, es válido para todos”. Esto mismo se 
convierte en la regla que dice que cuando una variable real interviene en una 
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aserción, la podemos transformar cn una variable aparente poniendo la letra que la 
representa entre paréntesis inmediatamente después del signo de aserción. 


2) “Lo que es válido para todos es válido para alguno”; esto es, 
+:(2). 47.3. qpy. 
Esto manifiesta que “si fx es siempre verdadero, entonces (y es verdadero”. 
3) “Si dy es verdadero, entonces (bx es algunas veces verdadero”, es decir 


E:by (qx). $x. 


Una proposición aseverada, de la forma “(Hx).¿x”, expresa un “teorema de 
existencia”, a saber, “hay una x para la cual (x es verdadera”. La proposición de 
arriba proporciona lo que, en la práctica, es la única vía para probar los teoremas de 
existencia: siempre hemos de encontrar alguna y particular para la que ¿y sea 
verdadera y, a partir de aquí, inferir “(Hx) . fx”. Si supusiésemos lo que se llama el 
axioma multiplicativo, o el axioma equivalente enunciado por Zermelo, eso propor- 
cionaría, en un importante conjunto de casos, un teorema de existencia en donde 
no puede encontrarse un ejemplo particular de su verdad. 


En virtud de “F: (x).4x.D.dy” y de “F:dy.D.(Jx).(x”, tenemos 
*b:(x).4x .D.(Ax).qx”, es decir, “lo que es siempre verdadero es alguna vez 
verdadero”. Este no sería el caso si nada existiese; así, pues, nuestras suposiciones 
contienen el supuesto de que hay algo. Ello está implícito en el principio de que lo 
que es válido para todos es válido para alguno; pero esto no sería verdadero si no 
hubiese “alguno”. 


4) “Si fx es siempre verdadero, y yx es siempre verdadero, entonces “fx . yx” es 
siempre verdadero”; es decir, 
E:.(2).pr:(2).y2:D.(2).$x. yz, 


(Esto exige que tanto $ como y deban ser funciones que tengan argumentos del 
mismo tipo, Explicaremos esta exigencia en una etapa posterior). La conversa 
también es verdadera; es decir, tenemos 


Fi.(2). de. pe. (2). (2). ye, 


Hasta cierto punto es opcional considerar como proposiciones primitivas lo que, 
en las proposiciones, conecta las variables reales y las aparentes. Las proposiciones 
primitivas que, en relación con este tema, se asumen en el *9 de este trabajo, son las 
siguientes: 

1) ig... (q<). pe. 

2) F:daevoy .D.(913). pz, 
esto es, si fx es verdadera o y es verdadera, entonces (Az). ¿z es verdadera. 


(Acerca de la necesidad de esta proposición primitiva, véanse las observaciones que 
figuran en el *9"]1). 
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3) Si podemos aseverar fy, en donde y es una variable real, entonces podemos 
aseverar (x) * dx; es decir, que lo que es válido para alguno, cualquiera que sea, es 
válido para todos. 


Implicación formal y equivalencia formal. Cuando de una implicación, pongamos 
por caso (x.J3.yx, se dice que siempre es verdadera, o sea, cuando 
(x): Dx. D. yx, diremos que “¿gx implica formalmente yx. Las proposiciones de la 
forma “(x): (x.D.yx” se dice que expresan implicaciones formales. En los 
ejemplos típicos de implicación, tal como * Sócrates es un hombre” implica 
"Sócrates es mortal” ”, tenemos una proposición de la forma “fx .>. yx” en un 
caso en el que “(x): dx .>D.yx” es verdadero. En tal caso, reconocemos la 
implicación como un caso particular de una implicación formal. De este modo ha 
sucedido que las implicaciones que no son casos particulares de implicaciones 
formales, de ningún modo han sido consideradas como implicaciones. También hay 
una razón práctica para no tomar en cuenta tales implicaciones, y es que, hablando 
con generalidad, ellas sólo pueden conocerse cuando ya se sabe que su hipótesis es 
falsa o que su conclusión es verdadera; en ninguno de estos casos sirven para 
hacernos conocer la conclusión, ya que en el primer caso la conclusión no necesita 
ser verdadera, y en el segundo ya es conocida. Así, pues, tales implicaciones no 
sirven para el objetivo que hace que las implicaciones sean de gran utilidad, a saber, 
que nos permitan obtener, por deducción, conclusiones que con anterioridad 
ignorábamos. Las implicaciones formales, por el contrario, sirven para este propósi- 
to, debido al hecho psicológico de que con frecuencia conocemos 
“(x): bx .>. yx” en los casos en donde fy (que se sigue de estas premisas) no 
pueda ser fácilmente conocida de un modo directo. 


Estas razones, aunque no garantizan el abandono completo de las implicaciones 
que no sean casos de implicaciones formales, son razones que conceden gran 
importancia a la implicación formal. Una implicación formal manifiesta que, para 
todos los posibles valores de x, si la hipótesis fx es verdadera, la conclusión yx es 
verdadera. Dado que “dx . D. yx” siempre será verdadera cuando qx sea falso, son 
sólo los valores de x que hacen a fx verdadero los que son importantes en una 
implicación formal, lo que efectivamente se manifiesta es que, para todos estos 
valores, yx es verdadero. Así, pues, las proposiciones de la forma “todo a es f”, 
“no a es f3” expresan implicaciones formales, puesto que la primera (según parece 
por lo que se acaba de decir) manifiesta 


(x):xesuna.D3.xesun B, 
en tanto la segunda manifiesta 
(x):xesune.D.x noes un 6. 


Cualquier implicación formal “(x): fx .D. yx” puede interpretarse así: “Todos 
los valores de x que satisfacen (17) a qx satisfacen a yx”, mientras que la 





(17) Se dice que un valor de x satisface a gx, o a ex, cuando áx es verdadero para dicho 
valor de x. 


75 


INTRODUCCION 


implicación formal “(x): fx. 3. yx” puede interpretarse como: “Ningún valor 
de x que satisfaga a dx satisface a yx”. 


Similarmente, para “algún a es f$” tenemos la fórmula 
(4x).xesuna.xesun GB, 
y para “algún a no es 6” tenemos la fórmula 
(Ax) .xesuna.x no es un f. 


Dos funciones, dx y yx, se dice que son formalmente equivalentes cuando cada 
una de ellas implica siempre a la otra, es decir, cuando 


(2): $2.=.yx, 


y una proposición de esta forma se llama equivalencia formal. En virtud de lo que se 
dijo acerca de los valores de verdad, si fx y yx son formalmente equivalentes, una 
puede sustituir a la otra en cualquier función de verdad. De este modo, por lo que 
respecta a los objetivos de las matemáticas o de esta obra, $2 puede sustituirse por 
Y, y viceversa, en cualquier proposición por la que estemos interesados. Decir 
ahora que qx o yx son formalmente equivalentes es lo mismo que decir que $2 y y2 
tienen la misma extensión, es decir, que cualquier valor de x que satisface a una 
satisface a la otra. Así, pues, en cualquier lugar de esta obra en donde se presente 
una función constante, el valor de verdad de la proposición en la que intervenga 
depende sólo de la extensión de la función. Una proposición que contenga una 
función (% y que goce de esa propiedad (es decir, que su valor de verdad dependa 
sólo de la extensión de ¿(Z) se llamará función extensional de (Z. Por tanto, las 
funciones de funciones, por las que nos interesaremos de una manera especial, serán 
todas funciones de funciones extensionales. 


Lo que acaba de decirse explica la conexión (como se dijo antes) entre el hecho 
de que las funciones de proposiciones de las que se ocupa especialmente las 
matemáticas son todas funciones de verdad, así como el hecho de que las matemáti- 
cas se interesen más por las extensiones que por las intensiones. 


Abreviaciones convenientes. Las siguientes definiciones ofrecen unas notaciones 
alternativas que, con frecuencia, resultan más cómodas: 


pi. par: (2): 3. a DÍ, 
pr .=,. ya: =: (2): $3 .=. yz DÍ. 
La notación “bx. Dx. yx” se debe a Peano, quien, sin embargo, carecía de 
notación para la idea general “(x).¿x”. Esto puede ser considerado como un 
ejercicio en cuanto al empleo de puntos en lugar de los paréntesis que pudimos 
haber escrito 
pad yr. =.(2). pr ya DÍ, 
prose =.(10).pa= ya DE 


Sin embargo, en la práctica, cuando (% y yx son funciones especiales, no es posible 
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emplear un número de puntos menor que en la primera forma; a veces, se necesitan 
más, 

Las siguientes definiciones dan las notaciones abreviadas para funciones de dos o 
más variables: 


(1,1 .p(4,y -=:(2):(y).$(2,y) DI, 
y, del mismo modo, para cualquier número de variables; 


(y) de y plz y):=:(2,y): $ (2,y)..p (2, y) Dí 
y así sucesivamente para cualquier número de variables. 
Identidad La función proposicional “x es idéntico a y” se expresa así: 
x=Y 
Esta se definirá más adelante (cf. *13'01 ); pero, debido a ciertos puntos difíciles 
que entraña tal definición, la omitiremos aquí (cf. cap. 11) Naturalmente, tenemos: 


F.a=a (la ley de identidad) 
btiamy.=.y=x, 
bir=y.y=2.).2=2, 


La primera de éstas expresa la propiedad reflexiva de la identidad: una relación se 
llama reflexiva cuando se da entre un término y él mismo, bien universalmente, o 
siempre que tenga validez entre ese y algún otro término. La segunda de las 
proposiciones de arriba expresa que la identidad es una relación simétrica: una 
relación se llama simétrica si, siempre que sea válida entre x e y también lo es entre 
y y x. La tercera proposición expresa que la identidad es una relación transitiva: 
una relación se llama transitiva si, siempre que tenga validez entre x e y, y entre y y 
2, también la tiene entre x y z. 

Ya veremos que no es necesario dar una nueva definición para el signo de 
igualdad que se emplea en matemáticas. Todas las ecuaciones matemáticas en las 
que comúnmente se usa el signo de igualdad expresan alguna identidad y, por lo 
tanto, utilizan el signo de igualdad en el sentido antes indicado. 


Si x e y son idénticos, uno puede sustituir al otro en cualquier proposición sin 

que se altere el valor de verdad de esa proposición; así, pues, tenemos 
Fia=y.D.fx= dy. 

Esta es una propiedad fundamental de la identidad, de la que proviene la mayor 

parte de las propiedades que quedan por exponer. 

Podría pensarse que la identidad no tiene mucha importancia, ya que sólo puede 
presentarse entre x e y, six e y son símbolos diferentes de un mismo objeto. Sin 
embargo, este punto de vista no es aplicable a las que denominamos “frases 
descriptivas”, o sea, las del tipo “tal y tal cosa”. Precisamente, en relación con tales 
frases es cuando la identidad adquiere importancia, como explicaremos a continua- 
ción. Una proposición tal como “Scott fue el autor de Waverley” expresa una 
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identidad en la que hay una frase descriptiva (a saber, “'el autor de Waverle y”); esto 
manifiesta como, en casos así, la aserción de la identidad puede ser importante. 
Esencialmente es el mismo caso que cuando los periódicos dicen “no se ha 
descubierto la identidad del criminal”. En este caso, el criminal se conoce por una 
frase descriptiva, a saber, “el hombre que produjo la muerte”, y nosotros deseamos 
encontrar una x de la cual sea verdad que *x = el hombre que produjo la muerte”. 
Cuando tal x haya sido encontrada ya se conoce la identidad del criminal. 


Clases y relaciones. Una clase (o lo que es lo mismo, un agregado o conjunto) lo 
constituye la totalidad de los objetos que satisfacen alguna función proposicional. 
Si a es la clase compuesta por los objetos que satisfacen a h%, diremos que « es la 
clase determinada por (%. Por tanto, cada función proposicional determina una 
clase, aunque si la función proposicional es tal que siempre es falsa, la clase será 
mula, es decir, carecerá de miembros. La clase determinada por la función (% se 
representará por £ ($) (18). Así, por ejemplo, si fx es una ecuación, Z (pz) será la 
clase de sus raíces; si fx es “x tiene dos piernas y no tiene plumas”, Z (bz) será la 
clase de los hombres; si dx es “0<x<1”, £ (62) será la clase de las fracciones 
propias; y así sucesivamente. 


Es obvio que la misma clase de objetos tendrán muchas funciones determinantes. 
Cuando no sea necesario especificar una función determinante de una clase, la clase 
puede representarse convenientemente por una letra griega. Por tanto, las letras 
griegas, salvo aquellas a las que se le asignaron un significado como constante, se 
usarán exclusivamente para clases. 


Dos tipos de dificultades se presentan en la Lógica formal; uno de ellos surge en 
relación con las clases y relaciones, y el otro con respecto a las funciones descripti- 
vas. El quid de la dificultad para las clases y relaciones (en la medida en que éstas 
incumben a las clases) estriba en que una clase no puede ser un objeto idóneo como 
argumento para cualquiera de sus funciones determinantes. Si a: representa una clase 
y (% una de sus funciones determinantes [de suerte que au: = £ ($z)] no es suficiente 
que da sea una proposición falsa, sino más bien un sinsentido. Así, pues, parece que 
se hace necesario una cierta clasificación de lo que parecen ser objetos entre cosas 
de tipos esencialmente diferentes. Toda esta cuestión se discute en el capítulo Il, en 
la teoría de tipos, y el tratamiento formal en la exposición sistemática, que es lo 
que constituye el principal contenido de este trabajo, está orientado por esta 
discusión. La parte de la exposición sistemática que concierne especialmente a la 
teoría de clases es la +20, así como también se discute en el capítulo [11 de esta 
Introducción. Es suficiente observar aquí que, a lo largo de toda la exposición de la 
parte *20, hemos eludido la decisión acerca de si una clase de cosas tiene, en algún 
sentido, existencia como objeto. Por otra parte, es indiferente a nuestra lógica 
tomar una decisión respecto de esta cuestión; aunque, tal vez, si hubiésemos optado 
por alguna solución que, en un cierto sentido real, considerase a las clases y 
relaciones como reales e idóneas para ser aceptadas universalmente, podíamos haber 


(18) Puede usarse cualquier otra letra en vez de z. 
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simplificado una o dos definiciones y unas cuantas proposiciones preliminares. 
Nuestros símbolos, tales como “X (fx)”, «, y otros, que representan clases y 
relaciones, tan sólo se definen en su uso, del mismo modo como Y?, o sea, la forma 


92 9: gt 
de + de + a 

no tiene significación fuera de una adecuada función de x, y, z sobre la que operar. 
El resultado de nuestras definiciones es que la manera en la cual usamos las clases 
corresponde, en general, a su empleo en el pensar y hablar ordinario; y todo lo que 
pueda ser interpretación esencial de una lo es también de la otra. Así, pues, de 
hecho, nuestra clasificación de tipos que figura en el capítulo 11 realmente realiza el 
único, aunque esencial, servicio de justificarnos en cuanto a prescindir de entrar en 
cadenas de razonamientos que llevan a conclusiones contradictorias. La justificación 
está en que lo que parecen ser proposiciones, realmente son sinsentidos. 


Las definiciones que se presentan en la teoría de clases, por las que la idea de una 
clase (al menos en uso) se basa en otras ideas que se suponen primitivas, no puede 
comprenderse sin una discusión completa que puede darse ahora (cf. Cap. II de esta 
Introducción, y también el *20). Consiguiente mente, en esta inspección preliminar, 
procedemos a exponer las más importantes proposiciones simples que resultan de 
esas definiciones, dejando al lector emplear en su mente la idea, ordinariamente no 
analizada, de una clase de cosas. El uso que se da a nuestros símbolos concuerda 
con el empleo ordinario de esta idea en el lenguaje común. Debe tenerse en cuenta 
que en la exposición sistemática nuestro tratamiento de clases y de relaciones no se 
requieren nuevas ideas primitivas, sino sólo dos nuevas proposiciones primitivas, a 
saber, las dos formas del “Axioma de la Reducibilidad” (cf. el capítulo siguiente) 
para una o dos variables, respectivamente. 


La función proposicional “x es un miembro de la clase «'” se expresará, 
siguiendo a Peano, por la notación 


xeQ 


, 


. e n . aj. > 
Aquí, € está elegida como la inicial de la palabra €orí. “x e a” puede leerse “x es 
una a”, Así, pues, “x e hombre” significa “x es un hombre”. Por conveniencia 


tipográfica escribiremos 
toa. =.v(íea) DE, 


a,yea.=.xea.yea DI. 
En lugar de “clase” escribiremos “Cls”; así, “a e Cls” significa “a es una clase”. 
Tenemos 
E:xe?2(d2).=. qx, 


es decir, *“x es un miembro de la clase determinada por ¿%Z” es equivalente a 'x 


ss 


satisface a dé”, o a “fx es verdadero” ”. 
Una clase está completamente determinada cuando sus miembros son conocidos; 
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es decir, no puede haber dos clases diferentes teniendo los mismos miembros. De 
este modo, si fx y yx son funciones formalmente equivalentes, determinan la 
misma clase; así que, en ese caso, si x es un miembro de la clase determinada por hx% 
y, por tanto, satisface a fx, también satisface a Yx, y es, por ende, un miembro de 
la clase determinada por yX. 


Así, pues, tenemos 
E:.2(p2)=2(y2).=:02.=,. yz. 
Las siguientes proposiciones son obvias e importantes: 
F:.a=2(qp2).=:0e4.=7. $2, 


esto es, «es idéntica a la clase determinada por H¿ cuando, y sólo cuando, “x es una 
a” sea formal mente equivalente a dx; 


F:ia=B.=:e0.=.veB, 


esto es, dos clases, « y $, son idénticas cuando, y sólo cuando, tengan los mismos 
miembros; 


+.2(xea)=a, 


esto es, la clase cuya función determinante es “x es una ar” es a; en otras palabras, a: 
es la clase de los objetos que son miembros de a; 


F.2 (pz) e Cls, 
esto es, la clase determinada por la función ¿£ es una clase. 


Se verá que, de acuerdo con lo expuesto anteriormente, cualquier función de una 
variable puede sustituirse por una función equivalente de la forma “x e a”. Por 
tanto, cualquier función extensional de funciones que son válidas cuando su 
argumento es una función de la forma “£ e a”, para cualquier valor posible de a, 
también será válida cuando su argumento sea una función 2. Así, pues, la variación 
de las clases puede sustituir a la variación de las funciones de una variable en todas 
las proposiciones del tipo del que nos hemos ocupado. 


De una manera semejante introducimos las relaciones duales o diádicas, o sea, las 
relaciones entre dos términos. Tales relaciones se llamarán simplemente “relacio- 
nes”; las relaciones entre más de dos términos se conocerán como relaciones 
múltiples, o (cuando el número de sus términos esté especificado) como relaciones 
triples, cuádruples, ..., o como relaciones triádicas, tetrádicas, ... Tales relaciones no 
nos interesarán hasta que nos ocupemos de la Geometría. Por el momento, las 
únicas relacfones que nos interesan son las duales. 


Las relaciones, al igual que las clases, deben tomarse en extensión: esto es, si R y 
$ son relaciones que tienen validez entre los mismos pares de términos, R y $ son 
idénticos. Podemos considerar una relación teniendo en cuenta lo que se necesita 
para nuestro objetivo, como una clase de pares; es decir, el par (x, y) debe ser uno 
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de la clase de pares que constituya la relación R six tiene la relación R con y (19). 
Esta consideración de las relaciones como clases de pares no se introducirá, sin 
embargo, en nuestro tratamiento simbólico; sólo se menciona a fin de mostrar que 
también es posible comprender el significado de la palabra relación: que una 
relación debe determinarse por su extensión. 


Cualquier función € (x, y) determina una relación R entre x e y. Si consideramos 
una relación como una clase de pares, la relación determinada por $ (x, y) es la clase 
de los pares (x, y) para los que $ (x, y) es verdadera. La relación determinada por la 
función $ (x, y) se representa por 


2 (z, y). 

Emplearemos una letra mayúscula para una relación cuando no sea necesario 
especificar la función determinante. Así, dondequiera que se presente una letra 
mayúscula debe entenderse que representa una relación. 

La función proposicional “x tiene la relación R con y” se expresará por la 
notación: 

xRy 
Se adopta esta notación para acomodarla lo más posible al lenguaje común, el cual, 
cuando tiene que expresar una relación, generalmente la menciona entre sus 
términos, como en “x ama a y”, “x es igual a y”, “x es mayor que y”, etc. Para 
simbolizar “relación” escribiremos “Rel”; así, “R e Rel” significa “R es una rela- 
ción”. 

Debido a que tomamos las relaciones en extensión, tenemos 


Er. 29H (a, y) = 2D (2, y)-=:p(x, y)- =2, y: Y (x.y), 
esto es, dos funciones de dos variables determinan la misma relación cuando, y sólo 
cuando, las dos funciones son formalmente equivalentes. 
Tenemos E.s (JH (z, y) w.= .p(z, ww), 
esto es, “z tiene con w la relación determinada por la función q (x, y)” es 
equivalente a $ (z, w): 
E: R=2Yp(x,y).=:2Ry .=2,y - P(z, y), 
F:R=S.=:xRy.=zy.28y, 
+.2Y(2Ry)=R, 
E. (296 (x, y)] € Rel. 
Estas proposiciones son análogas a las que previamente se dieron para clases. 


Esto es así porque cualquier función de dos variables es formalmente equivalente a 
una función de la forma xRy; por tanto, en funciones extensionales de dos 





(19) Un par de este tipo tiene un sentido, esto es, el par (x, y) es diferente del par (y, x), 
salvo que x = y. Le llamaremos un **par con sentido”, para distinguirlo de las clases que consten 
de x e y. También puede denominarse un par ordenado. 


81 


INTRODUCCION 


variables, la variación de relaciones puede sustituir a la variación de funciones de 
dos variables. 


Las clases y las relaciones tienen propiedades análogas a las de la mayor parte de 
las proposiciones que resultan de la negación y de la suma lógica. El producto lógico 
de dos clases, a: y ff, es su parte común, es decir, la clase de los términos que son 
miembros de ambas. Esto se representa por a N $. Así, pues, 


anfB=2(cea.reB) DI 
Esto nos da EireanfB.=.xea.zeB, 


es decir, “x es un miembro del producto lógico de a y $” es equivalente al producto 
lógico de “x es un miembro de a” y “x es un miembro de $”. 


Similarmente, la suma lógica de dos clases, a y $, es la clase de los términos que 
son miembros de ellas; la designamos por « U 6. La definición es 


auB=i(aea.v.zef) DI, 
y la conexión con la suma lógica de proposiciones viene dada por 
bizeauvB.=:xea.v.cef. 


La negación de una clase a: consiste en aquellos términos x para los que ““x € a” 
puede ser significativa y verdaderamente negado. Encontraremos que hay otros 
tipos de términos para los cuales “x e a” no es verdadera ni falsa, sino un sinsenti- 
do. Estos términos no son miembros de la negación de «.. : 


Por tanto, la negación de una clase a es la clase de los términos de tipo adecuado 
que no son miembros de ella, esto es, la clasc X (x — € a). A esta clase la llamamos 
“a” (léase “no a”); su definición es 


-a=2 (rea) Df, 
y la conexión con la negación de proposiciones se da por 


bize-d.=.ervea 


En lugar de la implicación tenemos la relación de inclusión, Una clase q se dice 
que está incluida o contenida en una clase f si todos los miembros de «* son 
miembros de f, es decir, si xeQa..D, .€ f. Escribimos “e C f” para expresar “a 
está contenida en $”. Por tanto, ponemos: 


aCB.=:xe0.2,.zef8 Df. 

La mayor parte de las fórmulas en las que intervienen p.q, pvq, “p,p3q 
permanecen verdaderas si sustituimos, respectivamente, esas expresiones pora N $, 
aUfB, —a, aC f. En lugar de la equivalencia hacemos su sustitución por la 
identidad; p=q se definió como “p>q.q 3p”, pero “aC f.BCa” da 
“xea.=y .x € f”, por lo cual « = 6. 

A continuación ofrecemos algunas proposiciones relativas a clases que son 
análogas a proposiciones dadas anteriormente en relación con las proposiciones: 
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F.anB=-(—-au— 8), 
esto es, la parte común entre a: y B es la negación de *“'no-« o no-B”. 


F.ze(au—a), 


es decir, ““x es un miembro de a o no-a”. 


F.amwve(an-a), 


esto es, “x no es un miembro de a y no-a”. 

k.a=-(-a), 
F:aCB.=.-BC-a, 
tia=B.=.-a=-8, 
F:ia=ana, 
F:a=ava 

Las dos últimas son las dos formas de la ley de tautología. 

La ley de absorción toma la forma 
FiaCB8.=.a=anñ. 


Así, por ejemplo, “todos los cretenses son mentirosos” es equivalente a “los 
cretenses son idénticos a los cretenses mentirosos”. 


Lo mismo que tenemos F:pDg-93r.3.p09r, 
también tenemos F:aCB.BCy.2.aCy. 


Esto expresa el clásico silogismo en Bárbara (con las premisas intercambiadas); 
por medio de “a C f” significamos lo mismo que “todas las as son ff's”, de forma 
que las proposiciones anteriores manifiestan: “Si todas las a”s son B's y todas las ff”s 
son y's, entonces todas las a's son y's”. (Debe observarse que tradicionalmente los 
silogismos se expresan con un “por lo tanto”, como si aseverasen ambas premisas y 
la conclusión. Por supuesto, esto sólo es una forma vaga de hablar, ya que lo que 
real mente se afirma es sólo la conexión entre las premisas y la conclusión). 


El silogismo en Bárbara, cuando la premisa menor tiene un sujeto individual es 
EimeB.BCy.D.zey, 
por ejemplo, “si Sócrates es un hombre y todos los hombres son mortales, entonces 
Sócrates es mortal”. Esto, como ya fue indicado por Peano, no es un caso particular 
de “aCfB.BCy.D.aC y”, ya que “x ef” no es un caso particular de “a C 8”. 


Este punto es importante, puesto que aquí la lógica tradicional está equivocada. 
Más adelante se aclarará la naturaleza y magnitud de esta equivocación. 


En cuanto a las relaciones contamos con análogas definiciones y proposiciones. 


Proponemos 
RAS=29 (eRy.2Sy) Df, - 
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que nos lleva a ERAS) y.=.<Ry.zxSy. 


De manera similar RusS=2H(cRy.v.:Sy) DI 

-R=iglo(Ry] DK 

RES.=:xRy.D,y.28y DL 
Generalmente, cuando requerimos símbolos análogos, aunque diferentes, para las 
relaciones y para las clases, elegiremos para las relaciones el símbolo que se obtiene 
añadiéndole un punto, en una posición adecuada, al símbolo correspondiente para 
las clases. (El punto no debe colocarse sobre la línea, ya que produciría una 


confusión con el empleo de los puntos con valor de paréntesis). Pero tales símbolos 
precisan y reciben una definición especial en cada caso. 


Se dice que una clase existe cuando, por lo menos, tiene un miembro. “a existe” 
se representa por “4! a”. Así, pues, ponemos 


qla.=.(q2).zea DI 


La clase que no tiene miembros se llama “clase nula”, y se simboliza por “A”. 
Cualquier función proposicional que es falsa siempre determina la clase nula. Ya 
tenemos conocimiento de una función de este tipo, a saber, “x no es idéntico a x”, 
que simbolizamos por “x +x”. Por tanto, podemos usar esta función para definir 
A, y ponemos 


A=2(242) Df 


La clase determinada por una función que es siempre verdadera se llama clase 
universal, y se representa por V; así pues 


V=2(2=x) DI. 
De este modo, A es la negación de V. Tenemos 
+.(a).zeV, 
es decir, ** *x es un miembro de V” es siempre verdadero”; y 
F.(0).roel, 
es decir, “ “x es un miembro de A” es siempre falso”. También 
btia=A.=.o: ta, 
es decir, “a es la clase nula” es equivalente a “no existe a”. 
Para las relaciones, usamos notaciones similares. Proponemos: 
Y41R.=.(qu, y). <Ry, 


es decir, “31 R” significa que hay por lo menos un par x, y, entre los cuales se da la 
relación R. La relación que nunca se da será A; y V la relación que se da siempre. 
Prácticamente nunca se requiere V; Á será la relación XP (x + x . y + y). Tenemos 


E. (2, y). o(e A y), 
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y t:R=A.s.oq!R. 


No hay clases que contengan objetos de más de un tipo. Consecuentemente, 
existe una clase universal y una clase nula apropiadas a cada tipo de objetos. Pero 
no es necesario diferenciar estos símbolos, puesto que, como se verá, no hay 
posibilidad de confusión. Observaciones similares se aplican a las relaciones. 


Descripciones, Entendemos por “descripción” una frase del tipo “el tal y cual” o 
alguna otra de forma equivalente. De momento, fijamos nuestra atención en la 
palabra el, en singular. Esta palabra la utilizaremos estrictamente de tal forma que 
implique univocidad; por ejemplo, no debemos decir “A es el hijo de B” si es que B 
tiene otros hijos además de A, Así, pues, una descripción de la forma “el tal y cual” 
únicamente tendrá aplicación en el caso de que hay un solo “tal y cual”, y no más. 
Por consiguiente, una descripción requiere una función proposicional f% que se 
satisfaga por un solo valor de x, y no por otros; por tanto, “la x que satisface a fx” 
es una descripción que, de una manera definida, describe un determinado objeto, 
aunque no podamos conocer qué objeto es el que describe. Por ejemplo, si y es un 
hombre, “x es el padre de y” debe ser verdadero para un, y sólo un, valor de x. Por 
consiguiente, “el padre de y” es una descripción de una determinada persona, 
aunque no podamos saber a qué hombre describe. Una frase que contiene el 
artículo “el” siempre presupone alguna función proposicional inicial que no conten- 
ga “el”; así, en vez de “x es el padre de y” debemos tomar como función inicial “xr 
engendró a y”; entonces, “el padre de y” significa el único valor de x que satisface a 
esta función proposicional, 


Si (% es una función proposicional, el símbolo “(1ixXbx)” se usa en nuestro 
simbolismo en forma tal que siempre puede leerse como “la x que satisface a px”. 
Pero no definimos “(xXx)” con la significación “la x que satisface a 6%”, tratando 
de este modo esta última frase como algo que incorpora una idea primitiva. Cada 
uso de “(ix Xóx)”, donde se presente aparentemente como un constituyente de una 
proposición en el lugar de un objeto, se define en términos de las ideas primitivas 
que ya manejamos. Un ejemplo de esta definición en uso viene dado por la 
proposición “E | (m)Xgx)” que se considerará inmediatamente. La totalidad de esta 
cuestión se tratará de modo más completo en el capítulo III. 


El símbolo debe ser comparado y contrastado con “X (¿wr)” que, en el uso, debe 
siempre leerse como “Las x"s que satisfacen a (%”. Ambos símbolos son símbolos 
incompletos definidos sólo en uso, y, como tales, se discutirán en el capítulo 111. El 
símbolo “X ((x)” siempre tiene una aplicación, a saber, a la clase determinada por 
bx; pero “(ix Móx)” sólo tiene aplicación cuando (% se satisface ni más ni menos 
que por un solo valor de x. Debe observarse también que el significado dado al 
simbolo por la definición (que se ofrece un poco más abajo) de E! (ixX4x) no 
presupone que conozcamos el significado de “uno”. Esto también es característico 
de la definición de cualquier otro uso de (xXx). 


Ahora procedemos a definir “E ! (ix Xx)” de forma que pueda leerse como “la 
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x que satisface a (fx existe”. (Se observará que éste es un significado de existencia 
diferente del que hemos expresado por “”), Su definición es 


E! (ru) ($e) .=:(q0):pr.=z.2=c DE, 


es decir, “la x que satisface a fx existe” significa que “hay un objeto c tal que $x es 
verdadero cuando x es c, pero no en otro caso”. 


Las siguientes son formas equivalentes: 


+2. El (12) (du) .=: (310): $c0: $1. .5=C, 
F:.El(12)(9x).=:(390).dc:$7.$y De y .t=y, 
HF: El(03) ($7) .=:(3c):pc:2+c0.D,. vez. 

La última de éstas manifiesta que “la x que satisface a (%, existe”, es equivalente a 
“hay un objeto c que satisface a 4%, y todo otro objeto distinto de c no satisface a 
dx”. 

El tipo de existencia que se acaba de definir abarca muchísimos casos. Así, por 
ejemplo, “el Ser más perfecto existe” significará 


(qc): x es el más perfecto .=x .x =C, 
lo cual, teniendo en cuenta la última de las equivalencias anteriores, es equivalente a 
(Ac): c es el más perfecto: x Fc. D, .x noes el más perfecto. 


Una proposición tal como “Apolo existe”, en realidad, es de la misma forma 
lógica, aunque no contenga explícitamente la palabra “el”. Por “Apolo” entende- 
mos realmente “el objeto que tiene tales y tales propiedades”, digamos “el objeto 
que tiene las propiedades detalladas en el Diccionario Clásico (20)”. Si estas 
propiedades componen la función proposicional (fx, entonces “Apolo” significa 
“(xXéx)”, y “Apolo existe” significa “E ! (1xXdx)”. Por tomar otro ejemplo, “el 
autor de Waverley” significa “el hombre que (o mejor, el objeto que) escribió 
Waverley”. Así, “Scott es el autor de Waverley” es 


Scott = (tx) (x escribió Waverley) 


Aquí (como observamos antes) se aprecia claramente la importancia que adquiere la 
identidad en relación con las descripciones. 

La notación “(xXgx)”, que resulta larga y poco conveniente, apenas se emplea, 
estando fuertemente inclinados a utilizar otra notación, a saber “R*y” cuyo signifi- 
cado es “el objeto que tiene la relación R con y”. O sea, que proponemos 


Ry =(1) (Ry) Df. 


La coma invertida puede leerse “de”. Así pues, “R*y” se lee “la R de y”. De este 
modo, si R es la relación de padre a hijo, “R*“y” significa “el padre de y”; si R es la 





(20) El mismo principio se aplica a muchos casos de los nombres propios de los objetos 
existentes; por ejemplo, a todos los usos de los nombres propios para objetos conocidos al 
hablante sólo por rumor y no por conocimiento personal. 
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relación de hijo a padre, “R*y” significa “el hijo de y”, que sólo “existirá” si y tiene 
un único hijo y no más. R*y es una función de y, pero no una función proposicio- 
nal; la llamaremos función descriptiva. Todas las funciones ordinarias de matemáti- 
cas son de esta clase, como se apreciará perfectamente en lo que sigue. Así, en 
nuestra notación, “sen” debe escribirse “sen'y”, y “sen” debe significar la relación 
que sen“y tiene con y. En vez de una función descriptiva variable fy, ponemos R'“y, 
en donde la relación variable R ocupa el lugar de la función variable f. En general, 
una función descriptiva existirá mientras y pertenezca a cierto dominio, pero no 
fuera de ese dominio; así, pues, si estamos versando sobre racionales positivos, Yy 
tendrá significación si y es un cuadrado perfecto, pero no en otro caso; si tratamos 
con números reales, y convenimos que “ Vy” signifique la raiz cuadrada positiva (o, 
que signifique la raiz cuadrada negativa), vVy será significante con tal que y sea 
positivo, pero no en otro'caso; y así sucesivamente. De este modo, cada función 
descriptiva tiene lo que podemos llamar un “dominio de definición” o un “dominio 
de existencia”, que puede definirse así: si la función en cuestión es R'y, su dominio 
de definición o de existencia será la clase de aquellos argumentos y para los cuales 
tenemos El R'y, es decir, para los que E! (ixXxRy); o, de otro modo, para los que 
hay una x, y sólo una, que tiene la relación R con y. 


Si R es una relación cualquiera, designamos a R*y como la “función descriptiva 
asociada”. Gran parte de las relaciones constantes que tendremos ocasión de 
introducir son principalmente importantes debido sólo a sus funciones descriptivas 
asociadas. En tales casos, es más fácil (aunque menos correcto) comenzar por 
asignar el significado de la función descriptiva, y deducir el significado de la relación 
partiendo del significado de la función descriptiva. Esto se hará en las siguientes 
aclaraciones a la notación. 


Tipos varios de funciones descriptivas de relaciones. Si R es una relación, la 
conversa de R es la relación que tiene lugar entre y y x siempre que R sea válida 
entre x e y. Así, mayor es la conversa de menor, antes de después, causa de efecto, 
esposo de esposa, etc. La conversa de R se escribe (21) Cnv'R o KR. La defini- 
ción es 

E =29 (yRz) DI, 
Cov'R = R D£. 


La segunda definición no es formalmente correcta, puesto que deberíamos definir 
“Cnv” y deducir el significado de Cnv'R. Pero no merece la pena adoptar este plan 
en esta referencia introductoria, con lo que se ayuda más a la simplicidad que a la 
corrección formal. 


Una relación se llama simétrica si R =R; es decir si es válida entre y y Xx, siempre 
que lo sea entre x e y (y, por tanto, viceversa). La identidad, la diversidad, la 


(21) La segunda de estas notaciones se toma de la obra de Schróder “Algebra und Logik der 
Relative”, 
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concordancia o discordancia son, en algún modo, relaciones simétricas. Una relación 
se llama asimétrica cuando es incompatible con su conversa, es decir, cuando 
R NR =A, o, lo que es equivalente 

aRy.De y « “(yRo). 

Antes y después, mayor y menor, ascendiente y descendiente, son asimétricas 
como lo son todas aquellas relaciones que dan lugar a series. No obstante, existen 
muchas relaciones asimétricas que no originan series, como, por ejemplo, la de 
hermano de la esposa (22). Puede una relación no ser simétrica ni asimétrica; esto, 
por ejemplo, ocurre en la relación de inclusión entre clases: aC fB y BC a son 
ambas verdaderas si a: = fB; si no, a lo sumo, sólo una de ellas será verdadera. La 
relación hermano ni es simétrica ni asimétrica, ya que si x es el hermano de y, y 
puede ser hermano o hermana de x. 

En la función proposicional xRy, llamaremos a x el relacionante y a y el 
relacionado. La clase * (xRy), consistente en todas las x que tengan la relación R 
con y, se llama la clase de los relacionantes de y con respecto a R; la clase $ (xRy ), 
consistente en todas las y con las cuales x tiene la relación R, se llama la clase de los 
relacionados de x con respecto a R. Estas dos clases se simbolizan respectivamente 


por R'y y Rx. Así, pues: 


pS 
R'y=2 (Ry) Df, 
e 
Rc =9H(2Ry) Df. 
En el primer caso, la flecha se dirige hacia la y para mostrar que estamos interesados 
en las cosas que tienen la relación R con y. En el segundo caso, se aleja de x para 


indicar que la relación R va de x a los miembros de R*x, De hecho, la flecha va 
desde un relacionante hacia un relaciona do. 


> € 
Las notaciones R*y y R“x son muy importantes y se usan constantemente. Si R 
es la relación de padre e hijo, entonces R'y = los padres de y, y Ríx = los hijos de .x. 
p y 
Tenemos 
— 
E:ixeR'y.=.Ry 
ra 
y F:yeR'o.=.<Ry. 


Estas equivalencias con frecuencia se encuentran incorporadas en el lenguaje co- 
mún. Por ejemplo, decimos indistintamente “x es un habitante de Londres” o “x 
habita en Londres”. Si ponemos “R” por “habita en”, “x habita en Londres” es 
“x R Londres”; mientras que “x es un habitante de Londres” es “x e R* Londres”. 


En vez de R y KR a veces usamos sg'R, gsR, en donde “sg” significa “sagita” y 
“gs” es “sg” invertida. Así, pues, ponemos 


(22) Esta relación no es estrictamente asimétrica, salvo en el supuesto de que el hermano de 
la esposa sea, a su vez, esposo de la hermana. En la iglesia gricga, sin embargo, esta relación es 
estrictamente asimétrica. 
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> 

sg 'R=R Df 
e 

go R=R DI. 


Algunas veces estas notaciones resultan más prácticas que el uso de la flecha cuando 
la relación en cuestión está representada por una combinación de letras en vez de 
una letra única tal como la R. Así, por ejemplo, debemos escribir sg(R A S), mejor 
que poner una flecha sobre todo lo que abarca (R A S). 


La clase de todos los términos que tengan la relación R con respecto a alguna 
cosa se llama el dominio de R. Así pues, si R es la relación de padre a hijo, el 
dominio de R será la clase de los padres. Representamos el dominio de R por 
“D'R”. Así pues escribimos 

D'R=3 ((qy) . Ry] DI 
Similarmente, la clase de todos los términos con respecto a los cuales algo tiene la 
relación R se llama dominio converso de R; coincide con el dominio de la conversa 
de R. El dominio converso de R se representa por “*('R”; así, pues, 


UR =9 ((q2) . 2Ry) Df. 


La unión del dominio y del dominio converso se llama campo y se representa por 
C"R; de este modo, 


CR =DRUC(IR Df. 


El campo tiene una gran importancia por lo que respecta a las series. Si R es la 
relación ordenada de una serie, CR es la clase de los términos de la serie, D'R 
representa a todos los términos excepto el último (si existe), yl *R a la totalidad de 
los términos excepto cl primero (si existe). El primer término, si existe, es el único 
miembro de D'R NM — (IR, ya que es el único término que es predecesor pero no 
seguidor. De manera semejante, el último término (si lo hay) es el único miembro 
de U“R NM — DR. La condición para que una serie carezca del final es AR C DR, 
es decir, “cada seguidor es un predecesor”; la condición para que no tenga principio 
es D'RCA*R. Estas condiciones son respectivamente equivalentes a D'R =CR y 
UR =CR. 


El producto relativo de dos relaciones, R y $, es la relación que tiene lugar entre 
x y z cuando hay un término intermedio y tal que x tiene la relación R con y e y 
tiene la relación S con z. El producto relativo de R y $ se representa por R | $; así; 


pues, tenemos 


R S=22 ((3y) «Ry. ySz] Df 
y, por consiguiente t:ix(R|S)z2.=.(3qy).=Ry. ySz. 
De este modo, “tía paterna” es el producto relativo de hermana y padre; “abuela 
paterna” es el producto relativo de madre y padre; “abuelo materno” es el producto 
relativo de padre y madre. El producto relativo no es conmutativo, pero goza de la 
ley asociativa, es decir 
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F.(P1Q)1R=P|(Q|E). 
También goza de la ley distributiva respecto de la suma lógica de relaciones; esto €s, 
tenemos 
E.P|(Qu R)=(P[QU(PIR), 
+.(QuR)P=(Q|P)v(R|P). 


Pero con respecto al producto lógico solamente tenemos 


t.PLQAR)IC(PIQDA(PIR) 
H.(QA RP E(QIPIA(Q|E). 
El producto relativo no goza de la ley de tautología; es decir, que en general no 
se tiene R R = R. Proponemos 
R=R|R DI 


Así pues, abuelo paterno = (padre Y 
abuela materna = (madre) , 


Una relación se llama fransitiva cuando R? € R, es decir, cuando, dados xRy e 
yRz, tenemos xRz; o sea, cuando 


<Ry.yRe.Dz y,» 2 Re, 
Las relaciones que generan series son siempre transitivas; así, p. ej. 
X>Y.Y>2.Ox yz Xx >2 


Si P es una relación que genera una serie, P puede convenientemente leerse como 
“precede”; de este modo “xPy . yPz . Dx, y,z . XP2” viene a ser “six precede a y, € 
y precede a z, entonces siempre x precede a z“. La clase de relaciones que generan 
series se caracterizan parcialmente por el hecho de que son transitivas, asimétricas, y 
nunca relaciona un término consigo mismo. 


Si P es una relación que genera una serie, y si no tenemos meramente PEP, 
sino P? =P, entonces P genera una serie que es compacta (úberall dicht), es decir, 
es tal que tiene términos entre dos términos cualesquiera. Así que, en este caso 
tenemos 


zPz2.>.(qy). «Py .yPe, 


esto es, si x precede a z, hay un término y tal que x precede a y, e y precede a z, es 
decir, hay un término entre x y z. Así, pues, entre las relaciones que generan serie, 
las que generan una serie compacta son aquellas para las que P? =P. 


Muchas relaciones que no generan serie son transitivas; por ejemplo, la identidad 
o la relación de inclusión entre clases. Tales casos surgen cuando las relaciones no 
son asimétricas. Las relaciones que son transitivas y simétricas constituyen una clase 
eel pueden considerarse como consistentes en la posesión de alguna propie- 
dad común. 
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Funciones descriptivas plurales. La clase de los términos x que tienen la relación 
R con algún miembro de una clase a: se representa por R“a o por R¿e. La definición 
es 


R“a=2 ((qy) yea. eRy] Di. 


Así por ejemplo, sea R la relación habitar en, y a la clase de las ciudades; entonces 
R*a = habitantes de las ciudades. Sea R la relación ““menor que” entre los números 
racionales, y a: la clase de los racionales que son de la forma 1-27”, para valores 
enteros de n; entonces R“a representará la totalidad de los números racionales 
menores que algún miembro de a; es decir, todos los números racionales menores de 
l. Si P es la relación generadora de una serie, y Q: es una clase cualquiera de 
miembros de la serie, Pa será predecesora de las a.'s; esto es, del segmento definido 
por a. Si P es una relación tal que P'y siempre existe cuando y € a, Pa será la clase 
de todos los términos de la forma P*y para valores de y que sean miembros de a; 
esto es 


P'a=2 ((qy).yea.r=P*y). 


Así, un miembro de la clase “padres de grandes hombres” será el padre de », 
cuando y sea un gran hombre. En otros casos, esto no tendrá validez; por ejemplo, 
sea P la relación que existe entre un número y cualquier número de los cuales aquel 
es un factor; entonces P* (números pares) = factores de números pares; pero esta 
clase no está compuesta de términos de la forma “el factor de x*“*, en donde x sea un 
número par, porque los números no tienen un solo factor cada uno. 


Clase unitaria. La clase que sólo consta de un miembro x, podría pensarse que es 
idéntica a x, pero Peano y Frege han mostrado que no es así. (Las razones por las 
que no es así se explicarán, en una vía preliminar, en el Capítulo II de la Introduc- 
ción). Representemos por ““x” la clase cuyo único miembro es x; así, pues, 


tx=YP (y = a) Df 
o sea, “ex” significa “la clase de objetos que son idénticos a x”. 


La clase constituida por x e y será ¿“x Ut“y; la clase obtenida al añadirle x a la 
clase a será a U “'x; la clase obtenida al quitar x de la clase a: será a: — ¿“x (escribimos 
a: — $ como una forma abreviada de a: M — $). 


Se observará que la clase unitaria se ha definido sin hacer referencia al número 1; 
de hecho, usamos las clases unitarias para definir el número 1. Este número se 
define como la clase de las clases unitarias; es decir, 

1 =4 .“A= a 
Esta conduce a Nel El. 
Ei.ael.=:(q2):yea.=,.y=x, 
y ésta nos lleva a 
bk:ael.=.E!(1) (zea), 


de donde +:2($2)e1.=.E! (12) (67), 
esto es, “£ (pz) es una clase unitaria” es equivalente a “la x que satisface a fx 
existe”, 
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Si a € 1, U'a es el único miembro de a ya que el único miembro de «a es el único 
término con el que « tiene la relación :. De este modo, “a” sustituye a “(xkXóx)”, 
si a: significa ¿ (6z). En la práctica. “¿“o”” es una notación más apropiada que 
“(1x)”, y generalmente se usa en lugar de “(ix Xáx).” 


Lo explicado anteriormente justifica la mayor parte de la notación empleada en 
este trabajo. En cuanto a las aplicaciones a diversas partes de las matemáticas, se 
introducen otras definiciones; pero los objetos definidos por estas definiciones 
posteriores pertenecen, en la mayoría de los casos, más bien a la matemática que a 
la lógica. El lector que haya asimilado los símbolos explicados arriba se encontrará 
con que cualquier fórmula posterior se podrá descifrar mediante la ayuda de unas 
pocas definiciones adicionales. 
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LA TEORIA DE TIPOS LOGICOS 


La teoría de tipos lógicos, que se explicará en este capítulo, se nos recomienda 
por sí misma en primera instancia por su capacidad para resolver ciertas contradic- 
ciones, de las que una de las más conocidas para las matemáticas es la de Burali-For- 
ti relativa al mayor ordinal. Pero la teoría en cuestión no depende totalmente de 
esta recomendación indirecta; tiene también una cierta consonancia con el sentido 
común que la hace inherentemente creible. En lo que sigue exponemos, por tanto, 
en primer lugar la teoría en sí misma, y a continuación su aplicación a la resolución 
de las contradicciones. 


I. El Principio del Círculo Vicioso 


Un análisis de las paradojas que se han de evitar indica que todas ellas resultan de 
una cierta clase de círculo vicioso (23). Los círculos viciosos de los que nos 
ocupamos surgen del hecho de suponer que una colección de objetos puede 
contener miembros que sólo pueden ser definidos mediante la colección como 
totalidad. Así, por ejemplo, la colección de las proposiciones se supone que 
contiene una proposición que dice que “toda proposición es verdadera o falsa”. 
Parecería, sin embargo, que dicha afirmación no podría ser legítima a menos que 
“toda proposición” se refiera a alguna colección ya definida, lo que no puede 
hacerse si se crean nuevas proposiciones mediante expresiones que contengan “toda 
proposición”, Tendremos, por tanto, que decir que las expresiones que contengan 
“toda proposición” carecen de sentido. Con más generalidad, dado un conjunto de 
objetos tal que —si suponemos que el conjunto forma una totalidad— contenga 
miembros que presupongan dicha totalidad, entonces tal conjunto carece de totali- 
dad. Al decir que un conjunto “carece de totalidad” queremos indicar, principal- 
mente, que no puede tomarse ninguna expresión acerca de “todos sus miembros” 
que sea significante. Proposiciones, como el ejemplo expuesto, deben ser un conjun- 
to carente de totalidad. Esto mismo es aplicable, como veremos enseguida, a las 
funciones proposicionales, incluso cuando éstas se limiten a aquellas que puedan 
tener significativamente como argumento un objeto dado a. En tales casos, es 
necesario descomponer nuestro conjunto en otros más pequeños, cada uno de los 
cuales sea capaz de una totalidad. A esto es a lo que aspira la teoría de tipos. 


(23) Véase la última sección del presente capítulo. Cf. también H. Poincaré, “Les mathéma- 
tiques et la logique'”, Revue de Métaphysique et de Morale, Mayo 1906, p. 307. 
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El principio que nos capacita para evitar totalidades ilegítimas puede definirse 
así: “Aquello que abarque la toralidad de una colección no debe ser un miembro de 
la colección”; o, por el contrario “Si, supuesto que una cierta colección contiene a 
su totalidad, entonces dicha colección no contiene la totalidad”. A esto llamaremos 
“principio de círculo vicioso”, porque nos capacita para evitar los círculos viciosos 
que implica la suposición de totalidades ilegítimas. Los argumentos que son conde- 
nados por cl principio del círculo vicioso se llamarán “falacias de círculo vicioso”. 
Tales argumentos, en ciertas circunstancias, pueden llevar a contradicciones, pero 
frecuente mente ocurre que las conclusiones a las que llegan son realmente verdade- 
ras, aunque los argumentos sean falaces. Tómese, por ejemplo, la ley del medio 
excluso, en la forma “toda proposición es verdadera o falsa”. Si a partir de esta ley 
argúimos que, debido a que la ley del medio excluso es una proposición (y por lo 
tanto, esta ley del medio excluso es verdadera o falsa) incurrimos en una falacia de 
círculo vicioso. “Toda proposición” debe limitarse de algún modo antes de que 
llegue a ser una totalidad legítima; y toda limitación que la haga legítima debe 
lograr que cualquier expresión acerca de la totalidad caiga fuera de la totalidad. 
Similarmente, el supuesto escéptico que afirma que no sabe nada, y que queda 
refutado al preguntársele si se sabe que no se sabe nada, afirma un sin-sentido, y ha 
sido falazmente refutado por un argumento que entraña una falacia de círculo 
vicioso. A fin de que la aserción del escéptico pueda llegar a ser significante, es 
necesario fijar ciertas limitaciones sobre las cosas en las que él asegura su ignorancia, 
porque las cosas de las que es posible ser ignorante forman una totalidad ilegítima. 
Pero tan pronto como él haya fijado una adecuada limitación sobre la colección de 
proposiciones de las cuales está asegurando su ignorancia, la proposición que dice 
que él es ignorante de cada miembro de esta colección no debe ser un miembro de 
la colección. De aquí que cualquier escepticismo significante no queda abierto a la 
anterior forma de refutación. 

Las paradojas de la lógica simbólica conciernen a diversas clases de objetos: 
proposiciones, clases, números cardinales y ordinales, etc. Todas estas clases de 
objetos, como veremos, representan totalidades ilegítimas y son, por tanto, capaces 
de originar falacias de círculo vicioso. Pero, por medio de la teoría (que se explicará 
en el capítulo 111) que reduce las expresiones cuyas palabras conciernen con clases y 
relaciones a expresiones que atañen a funciones proposicionales, las paradojas se 
reducen a aquellas que se refieren a proposiciones y funciones proposicionales. Las 
paradojas que se refieren a proposiciones son sólo indirectamente importantes para 
las matemáticas, mientras que lo que más inmediatamente interesa a los matemáti- 
cos son las que tienen que ver con las funciones proposicionales. Procederemos, por 
tanto, a la sola consideración de las funciones proposicionales. 


IT. La naturaleza de las funciones proposicionales 


Por “función proposicional” entendemos algo que contiene una variable x, y que 
expresa una proposición en cuanto se le asigne un valor a dicha x. Es decir, difiere 
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de una proposición solamente por el hecho de que es ambigua: contiene una 
variable a la que no se le asigna un valor. Concuerda con las funciones ordinarias de 
las matemáticas en el hecho de que contienen una variable no asignada; en lo que 
difiere es en el hecho de que los valores de la función son proposiciones. Así, por 
ejemplo, “x es un hombre” o “sen x = 1” son funciones proposicionales. Se verá 
que es posible incurrir en falacia de círculo vicioso al admitir como argumentos 
posibles para una función proposicional términos que presuponen la función. Esta 
forma de falacia es muy instructiva, y la manera de evitarla conduce, como veremos, 
a la jerarquía de tipos. 


La cuestión respecto a la naturaleza de una función (24) no es en modo alguno 
una cuestión fácil. Puede parecer, empero, que la característica esencial de una 
función es la ambigúedad. Tomemos, por ejemplo, la ley de la identidad en la forma 
“4 es A”, que es la forma en la que se enuncia normalmente. Es evidente que, en el 
aspecto psicológico, tenemos aquí un juicio simple. Pero, ¿qué decimos del conteni- 
do del juicio? No estamos juzgando que Sócrates es Sócarates, ni que Platón es 
Platón, ni ningún otro juicio determinado que sea ejemplo de la ley de identidad. 
Aun así, cada uno de estos juicios está, en cierto sentido, dentro del alcance de 
nuestro juicio. Estamos, de hecho, juzgando un ejemplo ambiguo de la función 
proposicional **A es 4”. Nos parece tener un único pensamiento que no tiene un 
objeto definido, sino que tiene como objeto un valor indeterminado de los de la 
función “4 es 4”. Esta es la clase de ambigiedad que constituye la esencia de una 
función. Cuando hablamos de “fx”, en donde la x no está especificada, aludimos a 
un valor de la función, pero no a uno determinado. Podemos expresar esto diciendo 
que “óx” denota ambiguamente a, pb, pc, etc., en donde da, pb, $e, etc., son los 
diferentes valores de “bx”. 


Cuando decimos que “fx” denota ambiguamente a a, fb, pe, etc., damos a 
entender que “gx” significa uno de los objetos da, pb, dc, etc., aunque no uno 
definido, sino uno indeterminado. De esto se sigue que “px” sólo tiene un 
significado bien-definido (bien-definido, es decir, excepto en lo que se refiere a lo 
que es su esencia, que es ambigua) si los objetos (a, ¿b, pc, etc., están bien-defini- 
dos. Es decir, una función no es una función bien-definida a menos que todos sus 
valores se encuentren ya bien-definidos. Resulta de esto que una función no puede 
tener entre sus valores algo que presuponga la función, porque si lo tuviese no 
podríamos referirnos a objetos señalados ambiguamente por la función como 
definidos hasta que la función no fuese definida; mientras que, por el contrario, 
como acabamos de ver, la función no puede ser definida hasta que sus valores no 
estén defindos. Este es un caso particular, quizá el más fundamental, del principio 
del círculo vicioso. Una función es lo que ambiguamente designa algo de una cierta 
totalidad, a saber, los valores de la función; por ende, esta totalidad no puede 
contener miembros que abarquen la función, ya que si fuere así debería contener 





(24) Cuando se emplee la palabra “función” en lo sucesivo, siempre querrá significar 
“función proposicional”. En este capítulo no se tratarán otras funciones, 
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miembros que abarcasen a la totalidad, lo cual, por el principio del círculo vicioso, 
no puede englobar la totalidad. 


Se verá que, de acuerdo con lo anteriormente expuesto, los valores de una 
función se presuponen en ella, y no al contrario. Está suficientemente claro, en 
cualquier caso particular, que un valor de una función no presupone a la función. 
Así, por ejemplo, la proposición “Sócrates es humano” puede aprehenderse perfec- 
tamente sin considerarla como un valor de la función “x es humano”. Es cierto 
que, por el contrario, una proposición puede ser aprehendida sin que necesaria- 
mente se tengan que aprehender sus valores en grupos o individualmente. Si este 
no fuera el caso, la función no podría ser aprehendida en absoluto, ya que el 
número de valores (verdaderos o falsos) de una función es necesariamente 
infinito, y existen necesariamente argumentos posibles que son incognosci- 
bles. Lo que es necesario no es que los valores deban darse individual y ex- 
tensionalmente, sino que la totalidad de los valores deben darse intensionalmente, 
de forma que, respecto a cualquier objeto asignado, se determine, por lo menos 
teóricamente si dicho objeto es o no un valor de la función. 


En la práctica es necesario distinguir la función en sí de un valor indeterminado 
de esa función. Podemos considerar a la función propiamente dicha como aquello 
que señala ambiguamente, mientras que un valor indeterminado de la función es 
aquello que está señalado ambiguamente. Si un valor indeterminado se: escribe 
“Ax”, escribiremos la función propiamente dicha “4%” (puede usarse otra letra en 
lugar de la x). Así, pues, debemos decir que “¿xx es una proposición” y que “bx es 
una función proposicional”. Cuando decimos que “dx es una proposición” quere- 
mos decir que expresamos algo que es verdadero para todo posible valor de x, 
aunque no decidamos qué valor tiene x. Estamos haciendo una expresión ambigua 
acerca de un valor cualquiera de la función. Pero cuando decimos “4% es una 
función” no hacemos una declaración ambigua. Sería más correcto decir que 
estamos haciendo una declaración acerca de una ambigiiedad, habida cuenta de que 
una función es una ambigiedad. La función propiamente dicha, (%, es el objeto 
singular que ambiguamente indica sus múltiples valores; mientras que fx, en donde 
no se especifica la x, es uno de los objetos indicados, cuya ambigiedad estriba en la 
manera de indicar. 


Hemos visto que, de acuerdo con el principio del círculo vicioso, los valores de 
una función no pueden contener términos sólo definibles en términos de la función. 
Ahora bien, dada una función ¿%, los valores de la función (25) son todos 
proposiciones de la forma fx. De esto se desprende que no debe haber proposicio- 
nes de la forma áx, en las que la x tenga un valor que abarque a (% (Si éste fuera el 
caso, los valores de la función no estarían determinados hasta que la función 





(25) En este capítulo hablaremos de “valores para p%” y de "valores de gx” significando en 
cada caso lo mismo, a saber, da, pb, $e, etc. La diferencia de fraseología sirve para evitar la 
ambigúedad cuando intervengan varias variables, especialmente cuando una de ellas sea una 
función. 
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estuviera determinada, de donde deducimos que la función no queda determinada a 
no ser que sus valores estén previamente determinados). Por lo tanto, no debe 
existir cosa alguna que sea un valor para (% con el argumento (%, o con algún 
argumento que abarque a (£. Es decir, el símbolo “¿ (4%)” no debe expresar una 
proposición como lo hace “¿ (a)” si fa es un valor de h%. En realidad “6 ($ y” debe 
ser un símbolo que no exprese nada; podemos, por tanto, decir que no es 
significante. Así, pues, dada una función ¿x%, hay argumentos para los cuales la 
función no tiene valor, así como hay argumentos para los que sí tiene un valor. A 
los argumentos para los cuales la función adquiere un valor los llamare mos “valores 
posibles de x”. Diremos que ¿% es “significante con el argumento x” cuando ¿% 
tiene un valor con el argumento x. 


Cuando, por ejemplo, se dice que “¿ ($2)” carece de sentido, y que, por lo tanto, 
no es verdadero ni falso, es necesario evitar una tergiversación. Si “f ($2)” fuese 
interpretado en el sentido de que “el valor de $2 con el argumento Q% es verdadero” 
no sería un sin-sentido sino que sería falso. Es falso por la misma razón por la que 
“el rey de Francia es calvo” es falso, a saber, porque no existe una cosa tal que sea 
“el valor de f2 con el argumento $2”. Pero cuando, con el mismo argumento a 
afirmamos qa, no estamos indicando que afirmamos que “el valor de 4% con el 
argumento a es verdadero”; lo que damos a entender es que aseveramos la proposi- 
ción real que es el valor de 4? con el argumento a. Así, por ejemplo, si f% es “£ es 
un hombre”, ¿ (Sócrates) será “Sócrates es un hombre”, y no “el valor para la 
función '* es un hombre”, con argumento Sócrates, es verdadero”. Así, de acuerdo 
con nuestro principio de que “¿ ($2)” no tiene sentido, no podemos legítimamen- 
te negar que “la función “% es un hombre” sea un hombre”, porque esto no tendría 
sentido; sin embargo podemos legítimamente negar que “el valor para la función “£ 
es un hombre? con el argumento “““£ es un hombre” es verdadero”, no sobre la base 
de que el valor en cuestión sea falso, sino apoyándonos en que no existe tal valor 
para la función. 


indicaremos mediante el símbolo “(x) . fx” la proposición “siempre ¿x” (26), es 
decir, la proposición que asevera todos los valores para (%. Esta proposición abarca 
a la función (% y no meramente un valor ambiguo de la función. La aserción de dx, 
en la que x no se especifica, es una aserción diferente de la que afirma todos los 
valores de fi, puesto que la primera es una aserción ambigua mientras que la 
segunda en modo alguno es ambigua. Se observará que *“(x). fx” no afirma “(fx con 
todos los valores de x”, porque, como hemos visto, debe haber valores de x con los 
que “x” no tiene sentido. Lo que se asevera por “(x). fx” son todas las proposi- 
ciones que son valores para (Xx; de aquí que, solamente con tales valores de x es” 
como qx se hace significativa; es decir, con todos los posibles valores con los que se 
asevera dx cuando aseveramos *“(x). fx”. Así, pues, una manera conveniente de leer 
“(x). fx” es “fx es verdadera con todos los valores posibles de x”. Sin embargo, 





(26) Usamos “siempre” significando “en todos los casos” y no “todas las veces”. De manera 
semejante, “alguna vez” se empleará en el sentido de “en algunos casos”. 
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ésta es una lectura menos exacta que “siempre fx”, porque la noción de verdad no 
es parte del contenido de lo que se juzga. Cuando emitimos el juicio “todos los 
hombres son mortales” juzgamos con verdad, pero la noción de verdad no está 
necesariamente en nuestras mentes, más que aquella que es necesaria cuando 
juzgamos “Sócrates es mortal”. 


HI. Definición y ambigúedad sistemática de verdad y falsedad 


Puesto que “(x).¿x” abarca la función (% debe, de acuerdo con nuestro 
principio, serle imposible ser argumento para $. Es decir, el símbolo 
“b |(x).4x |” debe carecer de sentido. Este principio parecería, a primera vista, 
tener ciertas excepciones. Tomemos, por ejemplo, la función “fp es falsa” y 
consideremos la proposición “( p).p es falsa”. Esto debería ser una proposición 
que afirmase todas las proposiciones de la forma “p es falso”. De una proposición 
tal deberíamos inclinarnos a decir que debe ser falsa, porque “p es falso” no 
siempre es verdadera. Por tanto nos llevaría a la proposición 


* ((p). p es falso | es falsa”; 


es decir, nos llevaría a una proposición en la cual “( p) . p es falso” es el argumento 
de la función “fp es falso”, lo que ya hemos manifestado ser imposible. Ahora se 
verá que “( p). p es falso” en el caso de arriba, pretende ser una proposición acerca 
de todas las proposiciones y que, por la forma general del principio del círculo 
vicioso, no debe haber proposiciones acerca de todas las proposiciones. No obstan- 
te, parece claro que, dada una función, haya una proposición (verdadera o falsa) 
que asevere todos sus valores. Por eso llegamos a la conclusión de que *p es falso” y 
“q es falso” no siempre deben ser los valores, con los argumentos p y q, para una 
función única “P es falsa”. Esto, sin embargo, es sólo posible si la palabra “falsa” 
tiene en realidad muchos significados diferentes apropiados a proposiciones de 
diferentes clases. 


No resulta difícil comprobar que las palabras “verdadero” y “falso” tienen 
muchos significados diferentes, de acuerdo con la clase de proposiciones a la que se 
apliquen. Tomemos una función qX, y sea da uno de sus valores. Denominemos 
“primera verdad” a la clase de verdad que es aplicable a fa. (Esto no quiere decir 
que esta verdad sea la primera verdad en otro contexto; simplemente se indica que 
es la primera clase de verdad en nuestro contexto). Consideremos ahora la proposi- 
ción (x). dx. Si ésta posee una verdad de la clase apropiada a ella, esto significará 
que cada valor fx tiene “primera verdad”. Así, pues, si a la clase de verdad que es 
apropiada a (x).óx la llamamos “segunda verdad”, podemos definir “| (x). bx | 
tiene segunda verdad” con el significado de que "cada valor para fX tiene primera 
verdad”; es decir, “(x).(bx tiene primera verdad)”. Análogamente, si por 
“(Ix). (x” indicamos la proposición “algunas veces que”, es decir, —aunque expre- 
sada con menos precisión— “fx para algún valor de x”, encontramos que (3x). px 
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tiene segunda verdad si hay una x para la cual fx tiene una primera verdad. Por 
tanto, podemos definir **| (Tx). ¿xj tiene segunda verdad” dándole el significado 
“algún valor para (% tiene primera verdad”, o sea, “(Ix).(óx tiene primera 
verdad)”. Observaciones semejantes son aplicables a la falsedad. Así, pues, 
“((x).(x)] tiene segunda falsedad” significa “algún valor para f% tiene primera 
falsedad”, es decir, “(Ax).(óx tiene primera falsedad)”; mientras que 
“((Ax).6x |] tiene segunda falsedad” significa que “todos los valores para (% 
tienen primera falsedad”, esto es, “(x). (dx tiene primera falsedad)”. Así, pues, la 
clase de falsedad que puede pertenecer a una proposición general es diferente de la 
clase que puede pertenecer a una proposición particular. 


Aplicando estas consideraciones a la proposición “(p). p es falso”, vemos que 
debe ser especificada la clase de falsedad en cuestión. Si, por ejemplo, nos referimos 
a la primera falsedad, la función “Pf tiene una primera falsedad” es significante sólo 
cuando p sea de la clase de proposición que tiene primera falsedad o primera 
verdad. Por eso, “( p). p es falso” se sustituirá por una expresión que sea equivalen- 
te a “toda proposición que tenga primera verdad o primera falsedad tiene primera 
falsedad”. Esta proposición tiene segunda falsedad, y no es un argumento posible 
para la función “f tiene primera falsedad”, De este modo desaparece la aparente 
excepción al principio que dice que “$ | (x). dx | debe ser un sin-sentido. 


Consideraciones similares nos capacitan para tratar con “no-p” y con “p o q”. 
Podría parecer como si éstas fuesen funciones en las cuales cualquier proposición 
podría aparecer como argumento. Pero esto se debe a una sistemática ambigiedad 
en los significados de “no” y “o”, por la que ellas mismas se adaptan a proposicio- 
nes de cualquier orden. Para explicar de una manera completa cómo ocurre esto, 
convendrá comenzar con una definición de la clase más simple de verdad y falsedad. 


El universo se compone de objetos que poseen diversas cualidades y que se 
encuentran en diferentes relaciones. Alguno de estos objetos que acontecen en el 
universo son complejos. Cuando un objeto es complejo, consta de partes interrela- 
cionadas. Consideremos un objeto complejo compuesto de dos partes, a y b, que se 
encuentran entre sí en la relación R. El objeto complejo “a-en-la-relación-R-con-b”, 
puede ser capaz de percibirse; cuando se percibe, se percibe como un objeto. La aten- 
ción puede mostrar que ese objeto es complejo; entonces juzgamos que a y b se en- 
cuentran en la relación R. Un juicio tal, que proviene de la percepción por mera aten- 
ción, puede llamarse un “juicio de percepción”. Este juicio de percepción, considerado 
como un acontecimiento real, es una relación de cuatro términos, a saber, a, b, R y el 
perceptor. La percepción, por el contrario, es una relación de dos términos: 
“a-en-la-relación-R-con-b” y el perceptor. Ya que un objeto de percepción ha de ser 
algo, no podemos percibir “a-en-la-relación-R-con-b”, a no ser que q esté en la 
relación R con b. Por tanto, un juicio de percepción, de acuerdo con la definición 
dada, debe ser verdadero. Esto no quiere decir que, en un juicio que se nos muestre 
como una percepción, estemos seguros de no encontrarnos en un error, puesto que 
podemos equivocarnos al pensar que nuestro juicio realmente se dedujo del mero 
análisis de lo que se percibió. Pero si nuestro juicio ha sido, por tanto, deducido, 
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debe ser verdadero. En realidad, podemos definir la verdad, por lo que se refiere a 
tales juicios, como lo consistente en el hecho de que haya un objeto complejo que 
corresponda al pensamiento discursivo que es el juicio. Es decir, cuando juzgamos 
“q tiene la relación R con b” nuestro juicio se dice que es verdadero cuando haya 
un complejo “a-en-relación-R-con-b”, y se dice que es falso cuando no es este el 
caso. Esta es una definición de verdad y de falsedad en relación con los juicios de 
esta clase. 


Se verá que, de acuerdo con lo explicado, un juicio no consta de un objeto 
único, a saber, la proposición, sino que tiene varios objetos interrelacionados. Es 
decir, la relación que constituye el juicio no es una relación de dos términos —el 
pensamiento del juicio y la proposición— sino una relación entre varios términos, a 
saber la mente y los que se llaman constituyentes de la proposición. Esto es, cuando 
juzgamos (decimos) “ésto es rojo”, lo que hay es una relación de tres términos, la 
mente, “ésto” y rojo. Por otra parte, cuando percibimos “la rojez de ésto”, hay una 
relación de dos términos, que son la mente y el objeto complejo “la rojez de ésto”. 
Cuando se presenta un juicio existe una cierta entidad compleja, compuesta por la 
mente y los diversos objetos del juicio. Cuando el juicio es verdadero, en el caso de 
la clase de juicios que hemos considerado, hay un complejo de objetos que 
corresponden a sólo ese juicio. La falsedad, con respecto a la clase de juicios que 
estamos considerando, consiste en la ausencia de un complejo correspondiente 
compuesto sólo de objetos. De la teoría expuesta se sigue que una “proposición”, 
en el sentido en que una proposición se supone el objeto del juicio, es una falsa 
abstracción porque un juicio tiene varios objetos, y no uno. La diversidad de 
objetos en el juicio (como opuesto a percepción) es lo que ha llevado a la gente a 
hablar del pensamiento como “discursivo”, aunque no aparece claramente qué es lo 
que se entendía por este epíteto. 


Debido a la pluralidad de los objetos de un juicio determinado resulta que lo que 
llamamos “proposición” (en el sentido en que ésta se distingue de la frase que la 
expresa) de ningún modo es una entidad singular. Es decir, la frase que expresa una 
proposición es a lo que llamamos un símbolo (27) “incompleto”; no tiene significa- 
do por sí mismo, sino que precisa de algún complemento para adquirir un significa- 
do completo. Este hecho es algo encubierto por la circunstancia de que el juicio en 
sí mismo proporciona un suplemento suficiente, y que el juicio por sí mismo no 
hace una adición verbal a la proposición. Así, pues, “la proposición “Sócrates es 
humano”” usa “Sócrates es humano” de una manera que requiere algún tipo de 
suplemento antes de que alcance un significado completo; pero cuando juzgo 
“Sócrates es humano”, el significado se completa por el acto del juicio, y no 
tenemos por más tiempo un símbolo incompleto. El hecho de que las proposiciones 
sean “símbolos incompletos” es filosóficamente importante, y es relevante en 
ciertos puntos de la lógica simbólica. 


(27) Ver Capítulo 111. 
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Los juicios sobre los que hemos tratado hasta aquí son de la misma forma que 
los juicios de percepción, es decir, sus sujetos son siempre particulares y definidos. 
Pero hay muchos juicios que no son de esta forma, tales como “todos los hombres 
son mortales”, “yo encontré un hombre”, “algunos hombres son griegos”. Antes de 
tratar de tales juicios, introduciremos algunos términos técnicos. 

Daremos el nombre de “un complejo” a algunos objetos tales como “a en la 
relación R con b”, o “a que tiene la cualidad q”, o “a y b y c están en la relación 
S”. Hablando en sentido amplio, un complejo es cualquier cosa que ocurra en el 
universo y que no sea simple. Diremos que un juicio es elemental cuando asevere 
cosas tales como “a tiene la relación R con b”, “a tiene la cualidad q”,o “aybye 
están en la relación $”. Entonces, un juicio elemental es verdadero cuando existe un 
complejo correspondiente, y falso cuando no hay un complejo correspondiente. 


Tomemos ahora una proposición tal como “todos los hombres son mortales”. 
Aquí el juicio no corresponde a un complejo sino a muchos, a saber, “Sócrates es 
mortal”, “Platón es mortal”, “Aristóteles es mortal”, etc. (Por el momento no es 
necesario averiguar si cada uno de éstos no requiere un tratamiento posterior antes 
de que alcancemos los complejos primarios que comprende. A guisa de ilustración, 
“Sócrates es mortal” se considera aquí como un juicio elemental, aunque de hecho 
no lo es, como se explicará más adelante. Ciertamente no resulta muy fácil 
encontrar juicios elementales.) No intentamos negar que pueda haber alguna rela- 
ción entre el concepto hombre y el concepto mortal que pueda ser equivalente a 
“todos los hombres son mortales”; pero, en cualquier caso, esta relación no es lo 
mismo que lo que afirmamos cuando decimos que todos los hombres son mortales. 
Nuestro juicio de que todos los hombres son mortales auna un cierto número de 
juicios elementales. Sin embargo, no está compuesto por ellos, ya que, por ejemplo, 
el hecho de que Sócrates sea mortal no es parte de lo que aseveramos, como puede 
apreciarse considerando el hecho de que nuestra afirmación puede ser entendida por 
una persona que nunca oyó hablar de Sócrates. A fin de comprender el juicio 
“todos los hombres son mortales” no es necesario conocer cuáles son esos hombres. 
Debemos admitir, sin embargo, como una clase de juicios radicalmente nueva, 
aserciones generales tales como “todos los hombres son mortales”. Nosotros aseve- 
ramos que, dado que x es humano, x es siempre mortal. Esto es, nosotros 
afirmamos 'x es mortal” de cada x que sea persona humana. Así, pues, somos 
capaces de juzgar (tanto verdadera como falsamente) que fodos los objetos que 
tienen alguna propiedad asignada también tienen alguna otra propiedad asignada. Es 
decir, dadas las funciones proposicionales cualesquiera, h* y yx, existe un juicio que 
asevera yx con cada x para la cual tengamos fx. A tales juicios llamaremos juicios 
generales. 


Es evidente (como se ha explicado) que la definición de verdad es diferente en el 
caso de juicios generales de la que tenía en el caso de los juicios elementales. Al 
significado de verdad que otorgamos a los juicios elementales, le llamamos “verdad 
elemental”, De este modo, cuando aseveramos que es verdad que todos los hombres 
son mortales, debemos entender que todos los juicios de la forma “x es mortal”, en 
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donde xx es un hombre, tiene verdad elemental. Podemos definir esto como “verdad 
de segundo orden”, o “verdad secundaria”. Luego, si expresamos la proposición 
“todos los hombres son mortales” de la forma 


“(x) . x es mortal, donde x es un hombre”, 


y llamamos p a este juicio, entonces “p es verdad” debe tomarse en el sentido de ““p 
tiene verdad de segundo orden”, lo que, en definitiva, significa 


“(x) . *x es mortal”, en donde x es un hombre, tiene verdad elemental”. 


A fin de evitar la necesidad de manifestar explícitamente la limitación a la que 
está sujeta nuestra variable, es conveniente sustituir la interpretación dada a "todos 
los hombres son mortales” por otra interpretación ligeramente diferente. La propo- 
sición “todos los hombres son mortales” es equivalente a ““x es un hombre” implica 
*x es mortal” para todos los posibles valores de x. Aquí, x no está limitada a valores 
tales como son los hombres, pero puede tener algún valor con el cual “x es un 
hombre implica x es mortal” sea significante, es decir, que sea verdadera o falsa. 
Una proposición de este tipo se denomina “implicación formal”. La ventaja de esta 
forma es que los valores que pueda tomar la variable vienen dados por la función de 
la cual es el argumento: los valores que puede tomar la variable son todos aquellos 
para los que la función se hace significante. 


Usamos el símbolo “(x). ¿x” para expresar el juicio general que asevera todos 
los juicios de la forma “fx”. Por consiguiente, el juicio “todos los hombres son 
mortales” es equivalente a 


*“(x) . 'x es un hombre' implica x es mortal””, 
es decir (en virtud de la definición de la implicación), a: 


“(x) .x no es un hombre o x es mortal”. 


Como acabamos de ver, el significado de verdad que es aplicable a esta proposi- 
ción no es el mismo que el significado de verdad que es aplicable a “x es un 
hombre” o a “x es mortal”; y, generalmente, en un juicio (x). fx, el sentido en el 
cual este juicio es o puede ser verdadero no es el mismo como en el que qx es o 
puede ser verdadero. Si dx es un juicio elemental, es verdadero cuando señale a un 
correspondiente complejo. Pero (x). ¿x no señala a un correspondiente complejo 
único: los correspondientes complejos son tan numerosos como los posibles valores 
de x. 


De lo dicho resulta que proposiciones como “todos los juicios hechos por 
Epiménides son verdaderos” solamente serán, prima facie, capaces de verdad si 
todos estos juicios son del mismo orden. Si son de órdenes distintos, de los cuales el 
n-simo es el de mayor grado, podemos hacer +1 aserciones de la forma “todos los 
juicios de orden m hechos por Epiménides son verdaderos”, en donde +n tiene todos 
los valores hasta llegar a 1. Pero tal juicio no se puede incluir a sí mismo en su 
propio alcance ya que siempre es de un orden superior al de los juicios a los que 
se.refiere. 
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Consideremos a continuación lo que se entiende por negación de una proposi- 
ción de la forma “(x). fx”. Observamos, para empezar, que “en algunos casos dx”, 
o “algunas veces (x” es un juicio paralelo a “en todos los casos dx”, o “siempre 
4x”, El juicio “algunas veces fx” es verdadero si existe uno o más valores de x para 
los cuales fx es verdadero. Expresamos la proposición “algunas veces qx” mediante 
la notación “(Ax). fx” en donde “3” significa “existe”, y el símbolo completo 
puede leerse “existe una x tal que ¿x”. Nosotros consideramos las dos clases de 
juicios expresados por “(x).¿x” y “(Hx). 6x” como ideas primitivas. También 
consideramos como idea primitiva la negación de una proposición elemental. 
Pode mos, pues, definir las negaciones de (x). fx y de (Tx). hx. La negación de una 
proposición p se indica mediante el símbolo ““p”. Por tanto, la negación de 
(x). dx se define con la significación 


“(qx). qx) 


y la negación de (1x) . fx se define con la significación “(x) . — du”. De este modo, 
en el lenguaje tradicional de la lógica formal la negación de una universal afirmativa 
se define como la particular negativa, y la negación de una particular afirmativa se 
define como la universal negativa. Por eso, el significado de la negación de tales 
proposiciones es diferente del significado de la negación de proposiciones elementa- 
les. 


Una explicación análoga se aplicará a la disyunción. Considérese la expresión “p, 
o siempre qx”. Designaremos la disyunción de dos proposiciones, p y q, por 
“pwq”. Por tanto, nuestra expresión es “p.v.(x). qx”. Supondremos que p es 
una proposición elemental, y que fx es siempre una proposición elemental. Noso- 
tros aceptamos la disyunción de dos proposiciones elementales como una idea 
primitiva, y deseamos definir la disyunción 


“p.v.(x).px.” 


Esta puede definirse como “(x). p v qx”, es decir, ““p es verdadero o px es siempre 
verdadero”, lo que quiere decir “'p o fx” es siempre verdadero”. Similarmente, 
definiremos 


tp. .v. (52). pa” 


con la significación “(Ax) . p v fx”; es decir, definimos “p es verdadero o hay una x 
para la cual fx es verdadero”, significando “hay una x para la que p o qx es 
verdadero”. De forma similar, podemos definir una disyunción de dos proposiciones 
universales: “(x). dx . v . (y). yy” se define con la significación “(x, y). dx v Yy”, 
es decir, “fx es siempre verdadero o yy es siempre verdadero” que quiere decir 
“dx o yy? es siempre verdadero”. Por este método obtenemos definiciones de 
disyunciones que contienen proposiciones de la forma (x).4x o (Ax).4x en 
términos de disyunciones de proposiciones elementales; pero el significado de 
“disyunción” no es el mismo para proposiciones de las formas (x). dx, (Ax). dx, 
que la dada para proposiciones elementales. 
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Podrían darse explicaciones similares para la implicación y la conjunción, pero 
esto resulta innecesario, por cuanto éstas pueden definirse en términos de negación 
y disyunción. 


IV. Por qué una función dada requiere argumentos de un determinado tipo. 


Las consideraciones aducidas hasta ahora en favor de la opinión de que una 
función no puede tener significativamente ningún argumento definido en términos 
de dicha función se han manifestado de una forma más o menos indirecta. Pero una 
consideración directa de las clases de funciones que tienen funciones como argu- 
mentos y de las clases de funciones que tienen como argumentos algo distinto que 
funciones mostrará, si no estamos equivocados, que no sólo es imposible para una 
función «í tenerse a sí oa algo derivado de ella como argumento, sino que, si y£ es 
otra función tal que hay argumentos a para los cuales “fa” y “ya” sean significan- 
tes, entonces “w2”, y cualquiera derivada de ella, no puede significativamente ser 
argumento para (Z. Esto proviene del hecho de que una función es esencialmente 
una ambigiiedad, y de que, si esto ocurre en una proposición definida debe de 
producirse de tal manera que la ambigúedad haya desaparecido, y resulte una 
expresión completamente sin ambigiedad. Unas pocas ilustraciones lo aclaran. Así, 
“(x). fx”, que ya hemos considerado, es una función de (%, en cuanto dí esté 
asignado, tenemos una proposición definida, completamente libre de ambigúedad. 
Pero es obvio que no podemos sustituir por la función algo que no sea función: 
“(x) . fx” significa “fx en todos los casos”, y para su significación depende del 
hecho de que existen “casos” de (px, es decir, sobre la ambigijedad que es caracterís 
tica de una función. Este ejemplo ilustra el hecho de que, cuando una función 
puéde darse significativamente como argumento, algo que no sea una función no 
puede darse significativamente como argumento. Pero, por el contrario, cuando algo 
que no sea una función puede darse significativamente como argumento, Una 
función no puede darse significativamente. Tomemos, por ejemplo, “x es un 
hombre”, y consideremos “4% es un hombre”. Aquí no hay nada que elimine la 
ambigiedad que constituye ¿x; de este modo no hay nada definido del que se 
pueda decir que sea hombre. Una función, de hecho. no es un objeto definido, el 
cual podría ser o no ser un hombre; es una mera ambigiiedad que espera una 
determinación, y a fin de que pueda darse significativamente debe recibir la 
necesaria determinación, que obviamente no recibe si está meramente sustituida en 
una proposición por algo determinado (28). Este argumento, sin embargo, no se 
aplica directamente en contra de una expresión tal como “| (x).qx | es un 
hombre”. El sentido común debe decidir si una expresión tal es un sinsentido, pero 


(28) Obsérvese que las expresiones que se refieren al significado de una frase que contenga 
“$2” se refieren al simbolo *'p2”, y, por tanto, no caen bajo la regla por la cual es necesario la 
eliminación de la ambigiiedad funcional para que tengan significación. La significación es una 
propiedad de los signos. Cf. pp. 96, 97. 
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no puede condenarse en base a la ambigúedad de su contenido. Necesitamos hacer 
aquí una nueva objección: una proposición no es una entidad singular, sino una 
relación entre varias cosas; por ende, una expresión en la que una proposición 
aparezca como contenido sólo será significativa si puede reducirse a una expresión 
acerca de términos que aparecen en la proposición. Una proposición, —al igual que 
las frases del tipo “el tal y cual”-—, donde gramaticalmente aparezcan como 
contenido, debe descomponerse en sus constituyentes para que encontremos el 
verdadero contenido o contenidos (29). Pero en una expresión tal como “p es un 
hombre”, en donde p es una proposición, esto no es posible. Por consiguiente, 
“4(x) . dx | es un hombre” carece de sentido. 


V. La jerarquía de funciones y proposiciones 


De este modo, tanto a partir del principio del círculo vicioso como de la 
inspección directa, hemos llegado a la conclusión de que las funciones para las que 
un objeto dado a puede ser argumento son incapaces de ser argumentos para otra, y 
que ellas no tienen término en común con las funciones para las que pueden ser 
argumentos. Por tanto, esto nos lleva a construir una jerarquía. Comenzando por a 
y por los otros términos que pueden ser argumentos para las mismas funciones para 
las que a puede ser también argumento, pasamos a continuación a funciones para las 
que a es un posible argumento; después, a funciones para las que tales funciones son 
posibles argumentos; y así sucesivamente. Pero la jerarquía que ha de construirse no 
es tan simple como parece a primera vista. Las funciones que pueden tomar a a 
como argumento forman una totalidad ilegítima, y ellas mismas requieren una 
división en una jerarquía de funciones. Esto puede verse fácilmente en lo siguiente. 
Sea f (p2, x) una función de dos variables, d4 y x. Entonces, si, manteniendo por el 
momento fija la x, aseveramos ésto con todos los posibles valores de f, obtenemos 
una proposición: 


(6). (42, 2) 


Aquí, si x es variable, tenemos una función de x; pero como esta función abarca 
una totalidad de valores de (% (30), ella misma, en virtud del principio del círculo 
vicioso, no puede ser uno de los valores incluidos en la totalidad. Resulta que la 
totalidad de valores de la fé que interviene en (6). f ($2, x) no es la totalidad de 
todas las funciones en las que x pueda darse como argumento, y que no existe una 
totalidad tal como ésta, constituida por todas las funciones en las que las x pueda 
intervenir como argumento. 





(29) Cf. Cap. HL. 


(30) Cuando hablamos de “valores de $£” es $, y no z, lo que señalamos. Esto es 
consecuencia de la explicación dada en la nota de pág. 96. Cuando la función misma es la variable, 
es posible, y más sencillo escribir $ que $2, excepto en los casos en donde sea necesario, para 
dar más énfasis, suministrar un argumento para asegurar la significación. 
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De lo anterior resulta que una función en la que fé aparezca como argumento 
exige que “¿2” no debe significar ninguna función que sea capaz de un argumento 
dado, pero debe restringirse de tal manera que ninguna de las funciones que sean 
valores posibles de “42” deban implicar referencia alguna a la totalidad de tales 
funciones. Como ilustración tomemos la definición de la identidad. Podríamos 
intentar definir “x es idéntico a y” dándole la significación “todo lo que sea verdad 
de x es verdad de y”; es decir, “¿fx implica siempre by”. Pero aquí, ya que nos 
interesa aseverar todos los valores de “¿fx implica $y” considerada como una 
función de q, estaremos obligados a imponer sobre f alguna limitación que nos 
impidiera incluir entre los valores de $ los valores que aludan a “todos los valores 
posibles de $”. Así, por ejemplo, *x es idéntico a a” es una función de .x; por tanto, 
si ello es un valor legítimo de f en “¿gx implica siempre y”, seremos capaces de 
inferir, por medio de la definición dada arriba, que si x es idéntico a a, y x es 
idéntico a y, entonces y es idéntico a a Aunque la conclusión está bien formada, el 
razonamiento entraña una falacia de círculo vicioso, ya que tomamos a “(H) . fx 
implica da” como un valor posible de fx, lo que no puede ser. Sin embargo, si 
imponemos una limitación sobre f, puede suceder, como ocurre hasta este momen- 
to, que con otros valores de f podríamos tener dx verdadero y py falso, de forma 
que nuestra propuesta definición de la identidad estaría evidentemente equivocada. 
Esta dificultad se evita mediante el “axioma de la reducibilidad”, que se explicará 
más adelante. De momento, sólo se menciona con el objeto de ilustrar la necesidad 
y oportunidad de la jerarquía de funciones de un argumento dado. 


Demos el nombre de “funciones-a” a aquellas que son significantes para un 
argumento dado a Por tanto, supongamos que tenemos una selección de funcio- 
nes-2, y consideremos la proposición “a satisface todas las funciones que pertenecen 
a la selección en cuestión”. Si aquí sustituimos a por una variable, obtenemos una 
función-4; pero, por el principio del círculo vicioso, esta función-4 no puede ser un 
miembro de nuestra selección, ya que se refiere a la totalidad de la selección. 
Permitamos que la selección consista en todas aquellas funciones que satisfacen 
f (dé). Entonces, nuestra nueva función es 


(9) . | F(62) implica dx), 


en donde x es el argumento. De este modo, parece que cualquiera que sea la 
selección de funciones«w que podamos hacer, habrá otras funciones-4 que quedan 
fuera de nuestra selección. Tales funciones-a, como las de los ejemplos expuestos, 
siempre surgirán de tomar una función de dos argumentos, pí y x, y de aseverar 
todos o alguno de los valores que resultan de variar f. Lo que, por tanto, es 
necesario, a fin de evitar falacias de círculo vicioso, es dividir nuestras funciones 
en “tipos”, cada uno de los cuales no contenga funciones que se refieran a la 
totalidad del tipo. 


Cuando se afirme o niegue algo acerca de todos los valores posibles o de algún 
valor (indeterminado) posible de una variable, esta variable se llama aparente, según 
Peano. La presencia de las palabras todo o algún en una proposición indica la 
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presencia de una variable aparente; pero, con frecuencia, una variable aparente está 
realmente presente donde el lenguaje no indica su presencia de una manera inmedia- 
ta. Así, por ejemplo “A es mortal” significa “hay un momento en el que A morirá”. 
De este modo, la variable tiempo interviene como una variable aparente. 


Los ejemplos más claros de proposiciones que no contienen variables aparentes 
son los que expresan juicios inmediatos de percepción, como “ésto es rojo” o "ésto 
es doloroso”, en donde “ésto” es algo dado de forma inmediata. En otros juicios, 
donde ni siquiera a primera vista parece presentarse una variable, ocurre a menudo 
que realmente existe una. Tomemos (digamos) “Sócrates es humano”. Para el 
propio Sócrates, la palabra “Sócrates” no cabe duda que representaba un objeto del 
que era inmediatamente consciente, y el juicio “Sócrates es humano” no contenía 
variable aparente. Pero para nosotros, que sólo conocemos a Sócrates por descrip- 
ción, la palabra “Sócrates” no puede significar lo mismo que le significaba a él; más 
bien que “la persona que posee tales y tales propiedades” ello significa (digamos) 
“el filósofo ateniense que bebió la cicuta”. Ahora en todas las proposiciones acerca 
de “el tal y cual” hay una variable aparente, como se mostrará en el Capítulo Il. 
Así, pues, en lo que nosotros tenemos en el pensamiento cuando decimos “Sócrates 
es una persona humana” existe una variable aparente, aunque no hubiera variable 
aparente en el correspondiente juicio tal como lo hubiera hecho Sócrates, siempre 
que supongamos que hay algo tal como el conocimiento inmediato de uno mismo. 


Cualquiera que sean los ejemplos de proposiciones que no contengan variables 
aparentes, es obvio que las funciones proposicionales cuyos valores no contienen 
variables aparentes son la fuente de las proposiciones que contienen variables 
aparentes, en el sentido en que decimos que la función (% es la fuente de la 
proposición (x).¿x. En cuanto a los valores para (% no incluyen la variable 
aparente x, que aparece en (x). bx; si contienen una variable aparente y, ésta puede 
ser igualmente eliminada, y así sucesivamente. Este proceso debe llevar a un final, 
ya que una proposición que podamos aprehender no puede contener más que un 
número finito de variables aparentes, en virtud de que cualquiera que podamos 
comprender debe ser de complejidad finita. Así, pues, podemos llegar, por fin, a 
una función de tantas variables como etapas fueron necesarias pasar para alcanzarla 
desde la proposición original, y esta función será tal que sus valores no contengan 
variables aparentes. Podemos llamar a esta función la matriz de nuestra proposición 
original, o de cualesquiera otras proposiciones y funciones que se obtengan median- 
te el cambio de algunos de los argumentos de la función en variables aparentes. Así, 
por ejemplo, si tomamos una función-matriz cuyos valores sean $ (x, y), derivare- 
mos de ella 


(5) - 0 (x, y), que es una función de x, 
(0). 0 (% y), que es una función de y, 


(o, y). 0 ( y), que significa “q (x, y) es verdadero para todos los valores posi- 
bles de x y de y”. Esta última es una proposición que no contiene variable real, es 
decir, no contiene más variables que las aparentes. 
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Está, por tanto, claro que todas las proposiciones y funciones posibles pueden 
obtenerse a partir de matrices mediante el proceso de convertir los argumentos de 
las matrices en variables aparentes. Con el objeto de dividir nuestras proposiciones y 
funciones en tipos, partiremos, por tanto, de matrices, y tendremos cuidado en 
cómo se han de dividir con miras a evitar falacias de círculo vicioso en las 
definiciones de las funciones consideradas. Para este propósito, usaremos letras tales 
como a, b, c, x, y, z, w, para denotar objetos que no son ni proposiciones ni 
funciones. A tales objetos los llamaremos individuales. Tales objetos serán los 
constituyentes de las proposiciones o funciones, y serán los constituyentes genui- 
nos, en el sentido de que no desaparecen en el análisis como (por ejemplo) 
desaparecen en las clases o frases de la forma “el tal y cual”. 


Las primeras matrices en que esto ocurre son aquellas cuyos valores son de las 
formas 


$x, y (2, y), x(2, 4,1 ---). 


es decir, en donde los argumentos, por muchos que sean, son todos indivi- 
duales. Las funciones $, Y, X, .. dado que (por definición) no contienen 
variables aparentes, y no tienen más argumentos que los individuales, no 
presuponen ninguna totalidad de funciones. A partir de las funciones 
Y, X, .. podemos proceder a formar otras funciones de x tales como 
O). Y Qe 9), (Ty). Y Qs y), O, 2) x(%, y, 29,0): (12) . x (x. y, 2), y así sucesi- 
vamente. Todas éstas no presuponen la totalidad excepto que se trate de individua- 
les. Llegamos, así, a una determinada colección de funciones de x, caracterizadas 
por el hecho de que ellas no abarcan variables salvo individuales. A tales funciones 
llamaremos “funciones de primer orden”. 


Podemos ahora introducir una notación para expresar “cualquier función de 
primer orden”. Denotamos a una función de primer orden por “fp ! Xx”, y a un valor 
para tal función por “fp! x”. Así, pues, “$ ! x” representa cualquier valor de una 
función que no abarque variables, excepto individuales. Se apreciará que “p ! x” es 
en sí misma una función de dos variables, a saber $ ! 2 y x. Así, pues, H ! x entraña 
una variable que no es un individual, a saber, f ! 2. De manera similar, “(x) .f 1 x” es 
una función de la variable $ 1 £ y, por tanto, no abarca más variable que un individual. 
De nuevo, sia es un individual dado, “fp ! x implica $ ! a, para todos los posibles valo- 
res de $” es una función de x, pero no es una función de la forma $ ! x, porque ello 
entraña una variable (aparente) $ que no es un individual. Demos el nombre de “pre- 
dicado” a cualquier función de primer orden $! %. (Este uso de la palabra “predicado” 
se propone sólo para esta discusión). Por consiguiente, el enunciado *'p 1 x implica 
$ ! a, para todos los posibles valores de $” puede leerse “todos los predicados de x 
son predicados de a”. Esto establece un enunciado acerca de x, pero no atribuye a x 
un predicado en el sentido especial que acabamos de definir. 


Debido a la introducción de la función variable de primer orden, $ ! Z, tenemos 
un nuevo juego de matrices. Así, pues, “$! x” es una función que no contiene 
variables aparentes, sino que contiene las dos variables reales, $ ! £ y x. (Debe 
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observarse que cuando se asigna f, podemos obtener una función cuyos valores 
envuelvan individuales como variables aparentes, como, por ejemplo, si H ! x es 
0) - Y (x, y). Pero en tanto que q es variable, $ ! a no contiene variables aparentes). 
De nuevo, si a es un individual definido, q ! a es una función de una variable $ ! Z. 
Si a y b son individuales definidos, “¿1 a implica Y ! b” es una función de dos 
variables, H1 £, Y 1 £; y así sucesivamente. Así, pues, nos vemos conducidos a un 
juego completo de nuevas matrices, 


F(4:12), g(p!2,y 12), F(p12, a), y así sucesivamente. 


Estas matrices contienen individuales y funciones de primer orden como argumen- 
tos, pero (como todas las matrices) no contienen variables aparentes. Una matriz 
tal, si contiene más de una variable, da lugar a nuevas funciones de una variable 
cambiando todos sus argumentos excepto uno por variables aparentes. De este 
modo, obtenemos las funciones, 


(0) .£ (012, y ! 2), que es una función de y 1 Z. 
(0. F (0 !é, x), que es una función de $ ! Z. 
(6). F(6! Z, x), que es una función de x. 


Damos el nombre de matrices de segundo orden a aquellas que tienen funciones 
de primer orden entre sus argumentos, y no tienen más argumentos que funciones 
de primer orden e individuales (no es necesario que tengan individuales entre sus 
argumentos). Damos el nombre de funciones de segundo orden a las que son 
matrices de segundo orden o se derivan de tales matrices cambiando algunos de sus 
argumentos en variables aparentes. Se verá que un individual, o una función de 
primer orden, puede presentarse como argumento de una función de segundo 
orden. Las funciones de segundo orden son tales que contienen variables que son 
funciones de primer orden, pero no contienen otras variables excepto (posiblemen- 
te) individuales. 


Ahora disponemos de nuevas clases de funciones. En primer lugar, tenemos 
funciones de segundo orden que tienen un argumento que es una función de primer 
orden. Representamos una función variable de esta clase mediante la notación 
f1 ($12), y a un valor cualquiera de tal función por f! (9 ! Z). Al igual que 
$! x,f1 (612) es una función de dos variables, a saber f ! ($ ! £) y $! 2. Entre los 
posibles valores de f!($!Z) estará $! a (en donde a es una constante), 
().01x,(JIx).01!x, y así sucesivamente. (Estos resultan de asignar un valor a f, 
permitiendo que $ sea asignado). A tales funciones llamamos “funciones predicati- 
vas de funciones de primer orden”. 


En segundo lugar, tenemos funciones de segundo orden de dos argumentos, uno 
de los cuales es una función de primer orden, mientras que el otro es un individual. 
Representemos los valores indeterminados de tales funciones mediante la notación 

Fi($12, 2). 
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En cuanto la x quede asignada, tendremos una función predicativa de $! Z. Si 
nuestra función no contiene una función de primer orden como variable aparente, 
obtendremos una función predicativa de x si asignamos un valor a fp! 2. De este 
modo, para tomar el caso más simple posible, si f 1! ($ ! £, x)es $! x, la asignación 
de un valor a $ nos da una función predicativa de x, en virtud de la definición de 
“$ 1 x”. Pero si f ! ($! Z, x) contiene una función de primer orden como variable 
aparente, la asignación de un valor a $! 2 nos da una función de x de segundo 
orden. 


En tercer lugar, tenemos funciones de segundo orden de individuales. Todas éstas 
se derivarán de funciones de la forma f ! (4 ! £, x) cambiando la $ por una variable 
aparente. Por tanto, no necesitamos una nueva notación para ellas. 


Tenemos también funciones de segundo orden de dos funciones de primer orden, 
o de dos funciones de ese tipo y un individual; y así sucesivamente. 


Pode mos ahora proceder exactamente de la misma manera que antes a matrices 
de tercer orden, que serán funciones que contengan como argumentos funciones de 
segundo orden, y que no contengan variables aparentes ni argumentos excepto 
individuales, funciones de primer orden y funciones de segundo orden. Por eso, 
proseguimos, en la forma anterior, a las funciones de tercer orden; y, de este modo, 
podemos continuar indefinidamente. Si el más alto orden de una variable que tenga 
lugar en una función, sea como argumento o como variable aparente, es una función 
de orden n-simo, entonces la función en la cual ocurre es de orden (n + 1)-simo. No 
llevamos a cabo funciones de orden infinito, porque el número de argumentos y de 
variables aparentes en una función debe ser finita y, por tanto, cada función debe 
ser de un orden finito. Ya que los órdenes de las funciones se definen sólo paso a 
paso, no puede haber un proceso de “prosecución hasta límite”, y no pueden darse 
funciones de orden infinito. 


Definimos una función de una variable como predicativa cuando sea del orden 
inmediatamente superior al de su argumento, es decir, del más bajo orden compati- 
ble con él teniendo ese argumento. Si una función tiene varios argumentos, y el 
orden más alto de la función que tiene lugar entre los argumentos es el n-simo, 
diremos que es una función predicativa si es de orden (+ + 1)-simo; es decir, en 
otras palabras, si es del orden más bajo compatible con él teniendo los argumentos 
que tiene. Una función de varios argumentos es predicativa si tiene uno de sus 
argumentos tal que, cuando los demás tengan valores asignados a él, obtengamos 
una función predicativa de un argumento indeterminado. 


Es importante observar que todas las posibles funciones en la jerarquía antedicha 
pueden obtenerse por medio de funciones predicativas y de variables aparentes. Así, 
pues, como vimos, las funciones de segundo orden de una x individual son de la 
forma 


(6)-f1(612,2) o (4$) -$1($12,2) o ($.Y)-S!1(612,Y 12,2) o etc., 
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en donde f es una función predicativa de segundo orden. De modo general, una 
función no predicativa de orden n-simo se obtiene a partir de una función predicati- 
va de orden r-simo cambiando todos los argumentos de orden (rn — 1)simo en 
variables aparentes. (También pueden cambiarse en variables aparentes otros argu- 
mentos). Así, pues, no necesitamos introducir como variables otras funciones más 
que las predicativas. Por otra parte, para obtener alguna función de una variable x, 
no necesitamos ir más allá de las funciones predicativas de dos variables. En cuanto 
a la función (Y) .f 1 (9! Z, Y ! 2, x), en donde se da /; es una función de fp ! Z y de 
x, y es predicativa. Así, pues, es de la forma F!(6!Z,x) y, por tanto, 
(6, 1).f1 (612, y 12, x) es de la forma (6) . F ! (6 ! Z, x). Así, pues, hablando de 
modo general, mediante pasos sucesivos encontramos que, si $ ! ú es una función 
predicativa de un orden suficientemente alto, cualquier función no-predicativa 
asignada de x será de una de estas dos formas: 


($). P1($18,0), (19) .F1(914,0), 


en donde Fes una función predicativa de $ ! ú y de x. 


La naturaleza de la jerarquía de funciones, (de la que se ha hablado), puede ser 
replanteada como sigue. Una función, como vimos en una etapa anterior, presupone 
como parte de su significado la totalidad de sus valores, o, lo que viene a ser la 
misma cosa, la totalidad de sus argumentos posibles. Los argumentos de una 
función pueden ser funciones, proposiciones o individuales. (Recordemos que los 
individuales se definieron como todo lo que no es proposición ni función). De 
momento abandonemos el caso en el que el argumento de una función sea una 
proposición. Consideremos una función cuyo argumento sea un individual. Esta 
función presupone la totalidad de los individuales; pero, a no ser que contenga 
funciones como variables aparentes, no presupone ninguna totalidad de funciones. 
Sin embargo, si no contiene una función como variable aparente, entonces no puede 
definirse hasta que se haya definido alguna totalidad de funciones. Resulta que 
debemos definir primero la totalidad de estas funciones que tienen individuales 
como argumentos y no contienen funciones como variables aparentes. Estas son las 
funciones predicativas de individuales. Generalmente, una función predicativa de un 
argumento variable es una que no abarca la totalidad, salvo los posibles valores del 
argumento, y los que se presuponen por alguno de los argumentos posibles. Así, 
pues, una función predicativa de un argumento variable es una función que puede 
especificarse sin introducir nuevas clases de variables no presupuestas necesariamen- 
te por la variable que es el argumento 

Un tratamiento totalmente análogo puede desarrollarse para las proposiciones. 
Las proposiciones que no contienen funciones ni variables aparentes pueden deno- 
minarse proposiciones elementales. Las proposiciones que no son elementales, y que 
no contienen funciones ni variables aparentes excepto individuales, pueden llamarse 
proposiciones de primer orden. (Debe observarse que en una proposición no pueden 
darse variables salvo las variables aparentes, ya que todo lo que contenga una 
variable real es una función, y no una proposición). De este modo, las proposiciones 
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elementales y de primer orden serán valores de funciones de primer orden. (Debe 
recordarse que una función no es un constituyente de uno de sus valores; así, por 
ejemplo, la función “% es una persona humana” no es un constituyente de la 
proposición “Sócrates es una persona humana”). Las proposiciones elementales y 
las de primer orden no presuponen la totalidad excepto (a lo sumo) la totalidad de 
individuales. Ellas pertenecen a una de estas tres formas 


lx; (0).¿lx; (qe). p!x, 


en donde $ !x es una función predicativa de un individual. Resulta que, si p 
representa una proposición elemental variable o una proposición de primer orden 
variable, una función fp es o bien F($! x),o0f4(x).9!1x),0f1(Hx).0! x]. 
Así, pues, una función de una proposición elemental o de primer orden siempre 
puede reducirse a una función de primer orden. Resulta que una proposición que 
abarque la totalidad de las proposiciones de primer orden puede reducirse a una que 
abarque la totalidad de las funciones de primer orden; y esto, como es obvio, se 
aplica igualmente a órdenes superiores. La jerarquía proposicional puede, por tanto, 
derivarse de la jerarquía funcional, y podemos definir una proposición de orden 
n-simo como una que abarca una variable aparente de orden (n — 1)»simo en una 
jerarquía funcional. La jerarquía proposicional nunca se requiere en la práctica y 
sólo tiene interés para la solución de paradojas; por tanto, no es necesario entrar en 
más detalles en cuanto a los tipos de proposiciones. 


VI. El axioma de la Reducibilidad. 


Resta por considerar el “axioma de la reducibilidad”. Se verá que, de acuerdo 
con la jerarquía expuesta anteriormente, no puede hacerse una exposición significa- 
tiva acerca de “todas las funciones-a”, en donde a sea un objeto dado. Así, pues, 
una noción tal como “todas las propiedades de a”, significando “todas las funciones 
que son verdaderas con el argumento a”, será ilegítima. Tendremos que distinguir el 
orden de la función que se considere. Podemos hablar de “todas las propiedades 
predicativas de a”, “todas las propiedades de segundo orden de a”, y así sucesiva- 
mente. (Si a no es un individual, sino un objeto de orden n, “las propiedades de 
segundo orden de a” significa “funciones de orden n + 2 satisfechas por a”). Pero 
no podemos hablar de “todas las propiedades de a”. En algunos casos, podemos ver 
que alguna expresión será verdadera para “todas las propiedades de orden» de a”, 
para cualquier valor de n. En tales casos, no se deriva un daño práctico por 
considerar la expresión como algo relativo a “todas las propiedades de a”, con tal 
que recordemos que es realmente un número de expresiones y no una expresión 
única de la que pueda considerarse que asigna otra propiedad a a, además de todas 
las propiedades. Tales casos siempre contendrán alguna ambigúedad sistemática, tal 
como la que se encuentra en el significado de la palabra “verdad”, como se explicó 
con anterioridad. Debido a esta ambigiedad sistemática, será posible, algunas veces, 
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juntar en un único enunciado verbal lo que realmente son un número de enunciados 
diferentes correspondiendo a diferentes órdenes jerárquicos. Esto es ilustra en el 
caso del mentiroso en donde el enunciado “todas las declaraciones de A son falsas” 
debe descomponerse en diferentes enunciados referidos a sus declaraciones de 
varios órdenes, y atribuyendo a cada una la clase apropiada de falsedad. 


El axioma de la reducibilidad se introduce a fin de legitimar un gran número de 
razonamientos, en los cuales, prima facie, nos encontramos con nociones tales como 
“todas las propiedades de a”, o “todas las funciones-a”, y en las cuales, no obstante, 
apenas parece posible sospechar de algún error sustancial. A fin de exponer el 
axioma debemos en primer lugar definir qué se entiende por “equivalencia formal”. 
Se dice que dos funciones, H% y yX, son “formalmente equivalentes” cuando, para 
cada posible argumento x, Hx es equivalente a yx, es decir, dx y yx son ambas 
verdaderas o ambas falsas. Así, pues, dos funciones son formalmente equivalentes 
cuando ambas se satisfacen con el mismo conjunto de argumentos. El axioma de la 
reducibilidad es la suposición de que, dada una función (%, hay una función 
predicativa formalmente equivalente; esto es, que hay una función predicativa que 
es verdadera cuando qx es verdadera y falsa cuando qx es falsa. Simbólicamente, el 
axioma es: 


E:(qy): db. =4. y 12, 


En el caso de dos variables, requeriremos un axioma similar, a saber: dada una 
función q (£, $), hay una función predicativa formalmente equivalente, esto es 


E: (AY) 3 P(o, y) > =2,y + Y! (uz, y). 


A fin de explicar los objetivos del axioma de la reducibilidad, y la naturaleza de 
las razones para suponerlo verdadero, lo aclararernos primero aplicándolo a algunos 
casos particulares. 


Si llamamos predicado de un objeto a una función predicativa que es una verdad 
de tal objeto, entonces los predicados de un objeto son sólo alguna de sus 
propiedades. Tomemos, como ejemplo, una proposición tal como “Napoleón tuvo 
todas las cualidades que hacen un gran general”. Podemos interpretar esto dándole 
el significado “Napoleón tuvo todos los predicados que hacen un gran general”. 
Aquí hay un predicado que es una variable aparente. Si ponemos “f (4 ! Zy” en 
lugar de “$ ! Z es un predicado que se exige en un gran genera)”, nuestra proposi- 
ción es 

$: f (6 ! 2) implica d 1 (Napoleón) 
Ya que esto se refiere a una totalidad de predicados, él mismo no es un predicado 
de Napolcón. De ninguna manera se sigue, sin embargo, que no haya algún 
predicado común y peculiar en los grandes generales. De hecho, es cierto que hay un 
predicado tal, puesto que el número de grandes generales es finito, y cada uno de 
ellos ciertamente poseyó algún predicado no poseido por ningún otro ser humano 
—por ejemplo, el instante exacto de su nacimiento. La disyunción de tales predica- 
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dos constituirá un predicado común y peculiar a los grandes generales (31). Si a este 
predicado le llamamos y ! Z, el enunciado que hicimos acerca de Napoleón era 
equivalente a y ! (Napoleón). Y esta equivalencia se mantiene igualmente si susti- 
tuimos Napoleón por cualquier otro gran general. De este modo hemos llegado a un 
predicado que es siempre equivalente a la propiedad que hemos atribuido a 
Napolcón, esto es, lo que pertenece a aquellos objetos que tienen esta propiedad y 
no a otros. El axioma de la reducibilidad establece que un predicado tal existe 
siempre; esto es, que cualquier propiedad de un objeto pertenece a la misma 
colección de los objetos que poseen algún predicado. 


Podemos seguidamente aclarar nuestro principio por su aplicación a la identidad. 
En relación con esto, presenta una cierta afinidad con el principio de la identidad de 
los indiscernibles, de Leibniz. Está claro que, si x e y son idénticos, y (Qx es 
verdadero, entonces y es verdadero. Aquí no puede importar qué clase de función 
sea dx: el enunciado debe tener validez para cualquier función. Pero, a la inversa, no 
pudemos decir: “Si, para todos los valores de fp, fx implica fy, entonces x e y son 
idénticos”, porque es inadmisible el “todos los valores de $”. Si deseamos hablar de 
“todos los valores de fp”, debemos limitarnos a las funciones de un determinado 
orden . Podemos limitar $ a predicados, o a funciones de segundo orden, o a las 
funciones de cualquier orden que deseemos. Pero debemos eliminar necesariamente 
todas las funciones salvo las de un cierto orden. De este modo, obtendremos, por 
así decir, una jerarquía de diferentes grados de identidad. Podemos decir “todos los 
predicados de x pertenecen a y”, “todas las propiedades de segundo orden de x 
pertenecen a y”, y así sucesivamente. Cada uno de estos enunciados implica a todos 
sus predecesores: por ejemplo, si todas las propiedades de segundo orden de x 
pertenecen a y, entonces todos los predicados de x pertenecen a y, pues tener todos 
los predicados de x es una propiedad de segundo orden y esta propiedad pertenece a 
x. Pero no podemos, sin la ayuda de un axioma, argúir inversamente que, si todos 
los predicados de x pertenecen a y, todas las propiedades de segundo orden de x 
deben también pertenecer a y. Así. pues, no podemos, sin la ayuda de un axioma, 
estar seguros de que x e y sean idénticos, aunque tengan las mismas propiedades. La 
identidad de los indiscernibles, de Leibniz, proporcionó este axioma. Debe tenerse 
en cuenta que por “indiscernibles” él no pudo dar a entender dos objetos que 
concuerdan en lo que se refiere a fodas sus propiedades, ya que una de las 
propiedades de x es ser idéntico a x; y, por tanto, esta propiedad necesariamente 
debería pertenecer a y, si x e y coincidiesen en fodas sus propiedades. Alguna 
limitación de las propiedades comunes necesaria para hacer indiscernibles las cosas 
está, por lo tanto, implicada por la necesidad de un axioma. Para efectos de 
aclaración (no de interpretación de Leibniz) podemos suponer que las propiedades 
comunes requeridas para la indiscernibilidad se limitan a predicados. Entonces, la 
identidad de los indiscernibles establece que si x e y concuerdan en lo que respecta 





(31) Cuando un conjunto (finito) de predicados se da para una enumeración real, su 
disyunción es un predicado, porque en la disyunción no tiene lugar un predicado como variable 
aparente, 
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a sus predicados, son idénticos. Esto puede probarse si damos por supuesto el 
axioma de la reducibilidad. Pues, en este caso, cada una de las propiedades 
pertenece a la misma colección de objetos, tal como se definió para cualquier 
predicado. Por tanto, existe algún predicado común y peculiar en los objetos que 
son idénticos a x. Este predicado pertenece a x, ya que x es idéntico consigo mismo; 
por lo tanto pertenece a y, puesto que y tiene todos los predicados de x; luego, y es 
idéntico a x. De aquí se sigue que podemos definir a x y a y como idénticos cuando 
todos los predicados de x pertenezcan a y; esto es, cuando ($): $ ! x.2.6! y. Por 
lo tanto, adoptamos la siguiente definición para la identidad (32): 


ay.=:(p): pl. pl y Df 


Pero, dejando aparte el axioma de la reducibilidad o algún otro axioma equiva- 
lente, nos vemos obligados a considerar la identidad como indefinible y a admitir 
(lo que parece imposible) que dos objetos pueden concordar en todos sus predica- 
dos sin ser idénticos. 


El axioma de la reducibilidad es aún más esencial en la teoría de clases. Deberá 
observarse, en primer lugar, que, si suponemos la existencia de las clases, el axioma 
de la reducibilidad puede probarse. Pues en este caso, dada una función 4 de 
cualquier orden, existe una clase a: que se compone exactamente de los objetos que 
satisfacen a (2. Por tanto, “fx” es equivalente a “x pertenece a a”. Pero “x 
pertenece a d” es una expresión que no contiene variable aparente y es, por lo 
tanto, una función predicativa de x. De aquí que, si suponemos la existencia de las 
clases, el axioma de la reducibilidad se hace innecesaria. La suposición del axioma 
de la reducibilidad es, por tanto, una suposición menor que la suposición de que 
existen las clases. Hasta aquí esta última suposición se ha hecho sin vacilación 
alguna. Sin embargo, a causa de las contradicciones, (que requieren un tratamiento 
más complicado en el caso de que se supongan las clases), y debido también a que es 
siempre preferible hacer la más pequeña suposición requerida para probar nuestros 
teoremas, preferimos mejor suponer el axioma de la reducibilidad que la existencia 
de las clases. Pero, a fin de explicar el uso del axioma en relación con las clases, es 
necesario explicar primero la teoría de clases, lo que es una cuestión que pertenece 
al Capítulo III. Por tanto, dejamos para ese capítulo la explicación del uso de 
nuestro axioma en relación con las clases. 


Merece la pena observar que todos los objetivos para los que sirve el axioma de la 
reducibilidad se cumplen igualmente si suponemos que siempre existe una función 
de orden » (en donde » es fijo) que sea formalmente equivalente a 4%, cualquiera 
que sea el orden de d%, Aquí entenderemos por “función de orden 2” a una función 
de orden n relativa a los argumentos de h%; de este modo, si estos argumentos son 
absolutamente de orden m, suponemos la existencia de una función formalmente 





(32) Obsérvese que en esta definición el segundo signo de igualdad se considera combinado 
con *Df” para formar un solo símbolo; lo que se define es el signo de igualdad no seguido por 
las letras **Df”, 
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equivalente a 4£ cuyo orden absoluto sea m + n. El axioma de la reducibilidad en la 
forma supuesta antes toma el valor n= 1, aunque esto no es necesario para el 
empleo del axioma. Tampoco es necesario que n deba ser el mismo para los 
distintos valores de m; lo que es necesario es que a sea constante en tanto que m sea 
constante. Lo que se precisa es que, en donde intervengan funciones de funciones 
extensionales, seamos capaces de tratar de cualquier función a por medio de alguna 
función formalmente equivalente de un tipo dado, de manera que sea capaz de 
obtener resultados que de otra guisa requerirían la noción ilegítima de “todas las 
funciones-4”; pero no importa cual sea el tipo dado. Sin embargo, no parece que el 
axioma de la reducibilidad sea apreciablemente considerada como más aceptable 
por ponerse en la forma más general, aunque más complicada, como se ha puesto 
arriba. 


El axioma de la reducibilidad es equivalente a la suposición de que “cualquier 
combinación o disyunción de predicados (33) es equivalente a un predicado único”; 
es decir, a la suposición de que, si aseveramos que x tiene todos los predicados que 
satisfacen a una función f (6 ! 2), existe algún predicado que tendrá x, siempre que 
nuestra aserción sea verdadera, y que no tendrá cuando sea falsa; y, similarmente, si 
aseveramos que x tiene alguno de los predicados que satisfacen a una función 
f (0 ! £). Mediante esta suposición, el orden de una función no-predicativa puede 
disminuirse en un grado; por tanto, después de un cierto número finito de pasos, 
seremos capaces de conseguir desde una función no-predicativa una función predica- 
tiva formalmente equivalente. No parece probable que el supuesto anterior pueda 
sustituirse por el axioma de la reducibilidad en deducciones simbólicas, puesto que 
su uso requeriría la introducción explícita del posterior supuesto de que mediante 
un número finito de pasos descendentes podemos pasar de una función cualquiera a 
una función predicativa, y esta suposición no podría hacerse bien sin los desarrollos 
que apenas son posibles en una etapa inicial. Pero en las cuestiones anteriores parece 
claro que, de hecho, si el axioma alternativo de arriba es verdadero, también lo es el 
axioma de la reducibilidad. La conversa, que completa la prueba de la equivalencia, 
es, desde luego, evidente. 


VII. Razones para la aceptación del Axioma de la Reducibilidad. 


Que el axioma de la reducibilidad sea autoevidente es una proposición que 
difícilmente puede sostenerse. Pero, de hecho, la autoevidencia nunca es más que 
una parte de la razón para aceptar un axioma, y nunca es indispensable. La razón 
para aceptar un axioma, como para aceptar cualquier otra proposición, es siempre 
en gran parte inductiva; es decir, que muchas proposiciones que son casi indubita- 
bles pueden deducirse a partir de él, y que no se conoce otro camino igualmente 


(33) Aquí se supone que la combinación o disyunción se dan intensionalmente. Si se diese 
extensionalmente (es decir, por enumeración), no sería necesaria la suposición; pero en este 
caso el número de predicados que intervienen debe ser finito. 
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aceptable por el cual estas proposiciones pudieran ser verdaderas si el axioma fuera 
falso, y que nada que sea probablemente falso pueda deducirse de él. Si el axioma 
es, en apariencia, autoevidente, eso, en la práctica, significa nada más que es casi 
indubitable; porque cosas que se han creido que eran autoevidentes, han resultado, 
sin embargo, ser falsas. Aunque el axioma mismo sea casi indubitable, apenas añade 
algo a la evidencia inductiva derivada del hecho de que sus consecuencias son casi 
indubitables; ello no ofrece una evidencia nueva de una clase radicalmente diferen- 
te. La infalibilidad nunca es asequible y, por lo tanto, siempre algún elemento de 
duda vendrá asociado a cada axioma y a todas sus consecuencias. En lógica formal, 
el elemento de duda es menor que en la mayor parte de las ciencias, pero no carece 
de él, como lo manifiesta el hecho de que las paradojas resultan de premisas de las 
que no se sabía de antemano que necesitasen limitaciones. En el caso del axioma de 
la reducibilidad, la evidencia inductiva en su favor es muy fuerte, ya que los 
razonamientos que permite y los resultados a los que lleva son todos de tal índole 
que aparecen como válidos. Pero, aunque parece muy improbable que el axioma 
pudiera pasar a ser falso, en modo alguno es improbable que debería fundamentarse 
haciéndolo deducible de algún otro axioma más fundamental y más evidente. Es 
posible que el uso del principio del círculo vicioso, en cuanto incorporado a la 
anterior jerarquía de tipos, es más enérgico de lo que necesita ser, y que con un uso 
menos severo pudo evitarse la necesidad del axioma. Sin embargo, tales cambios no 
deben hacer falso nada que haya sido aseverado basándose en los principios 
explicados con anterioridad: ellos simplemente deben ofrecer unas pruebas más 
sencillas de los mismos teoremas. En consecuencia, parecería no ser sino el más sutil 
motivo para temer que el empleo del axioma de la reducibilidad pueda conducirnos 
a error. 


VII. Las Contradicciones 


Ahora nos encontramos en disposición de mostrar cómo la teoría de tipos afecta 
a la solución de las contradicciones contra las que ha luchado la lógica matemática. 
Con este objeto, comenzaremos por una enumeración de algunas de las más 
importantes y aclaratorias de estas contradicciones y, a continuación, mostraremos 
cómo todas ellas entrañan falacias de círculo vicioso y que, por tanto, son todas 
evitables por medio de la teoría de tipos. Se observará que estas paradojas no se 
refieren exclusivamente a las ideas del número y de la cantidad. En consecuencia, 
ninguna solución puede ser adecuada para intentar explicarlas sólo como si fueran el 
resultado de algún uso incorrecto de estas ideas. La solución debe intentarse 
mediante su cuidadoso examen de las ideas lógicas fundamentales, tal como se ha 
pretendido hacer en las páginas precedentes. 


1) La contradicción más antigua de la clase bajo consideración es la de Epiméni- 
des. Epiménides, el cretense, dijo que todos los cretenses eran mentirosos, y que to- 
das las declaraciones hechas por los cretenses eran ciertamente mentiras. ¿Era esto 
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una mentira? La versión más sencilla de esta contradicción está planteada por el 
hombre que dice: “Yo estoy mintiendo”; si está mintiendo, está diciendo la verdad, 
y viceversa. 


2) Sea w la clase de todas las clases que no son miembros de sí mismas. En este 
caso, para cualquiera que sea la clase x, “x es una w” es equivalente a “x no es una 
x”. Por lo tanto, dando a x el valor w, “w es una w” es equivalente a “w no es una 
w”, 

3) Sea T la relación que subsiste entre dos relaciones R y $, siempre que R no 
guarde la relación R respecto de $. Entonces, cualesquiera que sean las relaciones R 
y S, “R tiene la relación T con $” es equivalente a “R no tiene la relación R con S”. 
Por tanto, dando el valor T tanto a R como a $, “T tiene la relación T con T” es 
equivalente a “*T no tiene la relación T con T”. 


4) La contradicción de Burali-Forti (34) puede exponerse de la siguiente mane- 
ra: Puede mostrarse que a toda serie bien ordenada corresponde un número ordinal 
tal que la serie de ordinales ascendente —incluyendo al ordinal dado— excede a éste 
en una unidad, y (apoyándose en ciertos supuestos muy naturales) que la serie de 
todos los ordinales (en orden de magnitud) está bien ordenada. Resulta que a la 
serie de todos los ordinales corresponde un número ordinal, digamos $2. Pero, en 
este caso, a la serie de todos los ordinales, incluyendo a 2, corresponde el número 
ordinal 9 + 1, que habrá de ser mayor que $2. Por tanto, £ no es el número ordinal 
de todos los ordinales. 


5) El número de sílabas de los nombres ingleses de los números finitos enteros 
tiende a aumentar conforme los enteros se hacen mayores, y deben, de forma 
gradual, incrementarse indefinidamente, ya que sólo un número finito de nombres 
pueden formarse con un número finito dado de sílabas. Por lo tanto, los nombres 
de algunos enteros deben constar por los menos de diecinueve sílabas, y de entre 
estos debe haber un número que sea el menor. Por tanto, ““el menor número entero 
no nombrable con menos de diecinueve sílabas” debe estar designado por un 
número entero definido; de hecho, este número es el 111,777. Pero “el menor 
número entero no nombrable con menos de diecinueve sílabas” es en sí mismo un 
nombre que contiene dieciocho sílabas (35); por lo tanto, el menor entero no 
expresable con menos de diecinueve sílabas puede decirse con dieciocho sílabas, lo 
cual es una contradicción” (36), 


6) Algunos de entre los ordinales transfinitos pueden definirse, mientras que 





(34) “Una questione sui numeri transfiniti””, Rendiconti del circolo matematico di Palermo, 
Vol. X1. (1897). Véase x256, 


(35) Evidentemente el ejemplo sólo es válido en inglés. La frase entrecomillada en el texto 
inglés es la siguiente: *'the least integer not nameable in fewer than nineteen syllables”. (N del 
0. 


(36) Esta contradicción nos fue sugerida por Mr. G. G. Berri de la Bodlcian Library. 
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otros no pueden serlo; pues el número total de definiciones posibles es My (37), 
mientras que el número de los ordinales transfinitos excede a No. Por lo tanto, debe 
haber ordinales indefinibles, y entre estos debe estar el de número menor. Mas, éste 
se define como ''el menor ordinal indefinible”, lo cual constituye una contradicción 
(38). 


7) La paradoja de Richard (39) está emparentada con ésta del último ordinal 
indefinible. Se plantea de este modo: consideremos todos los números decimales 
que pueden definirse por medio de un número finito de palabras; sea £' la clase de 
tales decimales. Entonces £ tiene Ny términos; por tanto, sus miembros pueden ser 

o o o e. E . . . 
ordenados como el 1 ,2",3 ... Sea N un número definido como sigue: si la cifra 
n-sima del decimal »-simo es p, hagamos que la cifra n-sima de N sea p + 1 (00, si 
p=9). En ese caso, N es diferente de todos los miembros de £ ya que, para 
cualquier valor finito de », la cifra n-sima de N será diferente de la cifra m-sima del 
n-simo de los decimales que componen £ y, por tanto, N es diferente del decimal 
n-simo. Sin embargo, hemos definido a N por medio de un número finito de 
palabras y, en consecuencia, N debe ser un miembro de £. De este modo resulta que 
Nes y no es al propio tiempo miembro de £. 


En todas las contradicciones expuestas (que no son más que una selección de 
entre un número indefinido), sc presenta una característica común que podríamos 
describir como la autorreferencia o reflexividad. La observación de Epiménides 
debe incluirse a sí misma en su propio alcance. Si todas las clases, con tal que no 
sean miembros de sí mismas, son miembros de w, esto debe también aplicarse a w; 
y, similarmente, por lo que se refiere a la contradicción análoga de las relaciones. En 
los casos de nombres y definiciones, las paradojas resultan de considerar a la 
no-expresabilidad y a la indefinibilidad como elementos de los nombres y definicio- 
nes. En el caso de la paradoja de Burali-Forti, la serie cuyo número ordinal provoca 
la dificultad es la serie de todos los números ordinales. En cada una de las 
contradicciones se dice algo acerca de todos los casos de alguna clase, y de lo que se 
dice parece que se genera un nuevo caso, que es y no es a la vez de la misma clase 
que los casos comprendidos, todos ellos, en lo que se dijo. 

Pero esta es la característica de las totalidades ilegítimas, tal como las hemos 
definido al exponer el principio del círculo vicioso. Por consiguiente, todas nuestras 


(37) No es el número de enteros finitos. Véase +123. 


(38) Cf. Kónig, “Ueber die Grundlagen der Mengenichere und das Kontinumproblem”, 
“Math. Annalen, Vol. 1XI (1905); A. C. Dixon, “On Wellordered aggrehates”, Proc. London 
Math. Soc. Series 2, Vol. IV. Part | (1906); y E. W. HMobson, **On the Arithmetic Continuum”, 
ibid. La solución ofrecida en la última de las obras citadas depende de la variación del aparato 
de definición”, y está, así, dentro del esquema en concordancia con la solución adoptada aquí. 
Sin embargo esto no invalida lo expresado en el texto, si a “definición” se le da una 
significación constante. 


(39) Cf. Poincaré, “Les mathématiques et la logique”, Revue de Métaphysique et de Morale, 
Mai 1906, especialmente las secciones VH y IX; también Peano, Revista de Mathematica. Vol. 
VIH. N? 5 (1906), pág. 149 y ss. 
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contradicciones son ejemplos de falacias del círculo vicioso. Sólo queda por ver, por 


tanto, que las totalidades ilegítimas en cuestión están excluidas por la jerarquía de 
tipos que hemos construido. 


1) Cuando un hombre diga “estoy mintiendo”, podemos interpretar este enun- 
ciado como: “Hay una proposición que yo estoy afirmando y que es falsa”. Es 
decir, él está afirmando la verdad de un valor de la función “yo afirmo p, y p es 
falsa”. Pero vimos que la palabra “falso” es ambigua y que, a fin de conseguir que 
no lo sea, debemos especificar el orden de la falsedad o, lo que viene a ser lo mismo, 
el orden de la proposición a la que se le atribuyó la falsedad. También vimos que, si 
p es una proposición de orden »-simo, una proposición en la que intervenga p como 
variable aparente no es de orden r-simo, sino de un orden más alto. Por lo tanto, la 
clase de verdad o falsedad que pueda pertenecer al enunciado ““hay una proposición 
p que yo estoy afirmando y la cual tiene una falsedad de orden n-simo” tiene una 
verdad o falsedad de un orden superior al n-simo. Por tanto, el enunciado de 
Epiménides no cae dentro de su propio alcance y, por consiguiente, no surge 
contradicción. 


Si consideramos el enunciado “estoy mintiendo” como una forma condensada 
de ofrecer simultáneamente todos estos enunciados: “yo estoy afirmando una 
proposición falsa de primer orden”, “yo estoy afirmando una proposición falsa de 
segundo orden”, y así sucesivamente, nos encontramos con el siguiente estado 
curioso de cosas: como no se está afirmando una proposición de primer orden “yo 
estoy afirmando una proposición falsa de primer orden” es falsa. Este enunciado es 
de orden segundo, luego el enunciado “yo estoy haciendo una declaración falsa de 
segundo orden” es verdadero. Este es un enunciado de tercer orden, y es el único 
enunciado de tercer orden que se ha hecho. Por lo tanto, el enunciado “yo estoy 
haciendo un enunciado falso de tercer orden” es falso. Así, pues, vemos que el 
enunciado “yo estoy haciendo un enunciado falso de orden 2n + 1” es falso, 
mientras que el enunciado ““yo estoy haciendo un enunciado falso de orden 211” es 
verdadero. En este estado de cosas no existe contradicción. 


2) A fin de resolver la contradicción acerca de la clase de clases que no sean 
miembros de sí mismos, supondremos —lo cual se explicará en el siguiente capítu- 
lo— que una proposición acerca de una clase debe siempre reducirse a un enunciado 
acerca de una función que defina la clase; esto es, sobre una función que quede 
satisfecha por los miembros de la clase y no por otros argumentos. Así, pues, una 
clase es un objeto derivado de una función y presuponiendo la función exactamente 
como, por ejemplo, (x). fx presupone a la función ¿%. Por lo tanto, una clase no 
puede, en virtud del principio del círculo vicioso, ser el argumento —con significa- 
ción— de su función de definición; es decir, que si representamos por *“¿ (92)” a la 
clase definida por ¿Z, el símbolo “g | £ (pz) 1” debe carecer de sentido. Por eso, 
una clase ni satisface ni no satisface a su función de definición y, por lo tanto, 
(como se verá de un modo más completo en el Capítulo HI), ni es un miembro de sí 
mismo ni no es un miembro de sí mismo. Esta es una consecuencia inmediata de la 
limitación a los posibles argumentos de una función que fue explicada al principio 
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de este capítulo, Así, pues, si « es una clase, el enunciado “a no es un miembro de 
a” es siempre un sin-sentido y, por lo tanto, carece de sentido en la frase “la clase 
de aquellas clases que no son miembros de sí mismas”. De este modo, desaparece la 
contradicción que resulta de suponer que existe una clase de esa peculiaridad. 


3) Observaciones semejantes se aplican a “la relación que se cumple entre R y $, 
siempre que R no tenga la relación R con $”. Supongamos que la relación R se 
define por una función € (x, y); esto es, que R es válido entre x e y, siempre que 
$ (x, y) sea verdadero, pero no en otro caso. Entonces, a fin de interpretar “R tiene 
la relación R con 5”, tendremos que suponer que R y S pueden, significativamente, 
ser los argumentos de $. Pero (suponiendo, como se verá en el Capítulo 11, que R 
presupone su función de definición) esto requeriría que f fuese capaz de tomar 
como argumento un objeto que se defina en términos de £, y esto no puede dar una 
función, como vimos al principio de este capítulo. Por consiguiente, “R tiene la 
relación R con $” es un sin-sentido, y la contradicción desaparece. 


4) La relación de la contradicción de Burali-Forti requiere un desarrollo poste- 
rior para su solución. En esta etapa, debe ser suficiente observar que una serie es 
una relación y que un número ordinal es una clase de series. (Estos enunciados se 
justifican a lo largo del libro). Por tanto, una serie de números ordinales es una 
relación entre clases de relaciones, y es de un tipo superior al de cualquier 
serie que sea miembro de los números ordinales en cuestión. El “número 
ordinal de todos los ordinales”, de Burali-Forti, debe ser el número ordinal de todos 
los ordinales de un tipo dado y, por lo tanto, debe ser un tipo superior al de 
cualquiera de estos ordinales. Por ende, no es ninguno de estos ordinales, y no 
existe contradicción en que sea mayor que cualquiera de ellos (40). 


5) La paradoja acerca de “el menor entero no nombrable con menos de 
diecinueve sílabas” incorpora, como es obvio, una falacia de círculo vicioso. Por lo 
que respecta a la palabra “nombrable”, hace referencia a la totalidad de los nombres 
y, sin embargo, se le puede admitir que se presente manifestando ser uno entre 
nombres. Por consiguiente, no puede haber algo que sea una totalidad de nombres, 
en el sentido en el que la paradoja habla de “nombres”. Es fácil ver que, en virtud 
de la jerarquía de funciones, la teoría de tipos ofrece una totalidad de “nombres” 
imposible. Podemos, de hecho, distinguir nombres de diferentes Órdenes de la 
manera siguiente: (a) Nombres elementales, que serán verdaderos del mismo modo 
que lo son los “nombres propios”; esto es, apelativos convencionales que no 
entrañan ninguna descripción. (b) Nombres de primer orden, que son los que 
contienen una descripción por medio de una función de primer orden; es decir, si 
$ !x es una función de primer orden, “el término que satisface a $ ! x” será un 
nombre de primer orden, aunque no siempre exista un objeto denominado por este 
nombre. (c) Nombres de segundo orden, que son aquellos que abarcan una descrip- 
ción por medio de una función de segundo orden; entre tales nombres se encuen- 





(40) La solución de la paradoja de Burali-Forti por medio de la teoría de tipos se ofrece con 
detalle en »256. 
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tran aquellos que contienen una referencia a la totalidad de los nombres de primer 
orden. Con lo cual podemos proceder a través de una jerarquía total. Pero en esta 
etapa no podemos dar un significado a la palabra *“nombrable” a no ser que 
especifiquemos el orden los nombres a emplear; y cualquier nombre en el que 
intervenga la frase “nombrable por nombres de orden n” es necesariamente de un 
orden superior al n-simo. Así, pues, la paradoja desaparece. 


Las soluciones de la paradoja sobre el menor ordinal indefinible y de la paradoja 
de Richard son muy parecidas a la precedente. La noción de “definible”, que se 
presenta en ambas, es aproximadamente la misma que la de “nombrable” que 
aparece en nuestra quinta paradoja: “definible” representa lo que “nombrable” 
viene a ser cuando se excluyen los nombres elementales; esto es, “definible” 
significa “nombrable por un nombre que no es elemental”. Pero aquí, por lo que 
respecta al tipo, hay la misma ambigúiedad que había antes, así como la misma 
necesidad en cuanto a la adición de palabras que especifiquen el tipo al cual deben 
pertenecer la definición. Y aún cuando pueda especificarse el tipo, “el menor 
ordinal no definible por las definiciones de este tipo” es una definición de un tipo 
superior; y en la paradoja de Richard, cuando nos ceñimos, como debemos, a 
decimales que tengan una definición de un tipo dado, el número N, que causa la 
paradoja, se encuentra que tiene una definición que pertenece a un tipo superior y 
que, de este modo, no entra dentro del alcance de nuestras definiciones previas. 


Fácilmente puede construirse un número indefinido de otras contradicciones de 
naturaleza semejante a las de las siete expuestas. En todas ellas, la solución es del 
mismo tipo. En todas ellas, la apariencia de contradicción se debe a la presencia de 
alguna palabra que tiene ambigúedad sistemática de tipo, tales como verdad, 
falsedad, función, propiedad, clase, relación, cardinal, ordinal, nombre, definición. 
Cualquiera de estas palabras, si se pasa por alto su típica ambigiedad, en apariencia 
generaría una totalidad que contiene miembros definidos en términos de sí mismo, 
y, así, daría origen a falacias de círculo vicioso. En la mayoría de los casos, las 
conclusiones de los argumentos que incluyen falacias de círculo vicioso no serán 
autocontradictorias; pero dondequiera que tengamos una totalidad ilegítima, una 
pequeña ingenuidad nos capacitará para construir una falacia de círculo vicioso, 
llevando a una contradicción que desaparece tan pronto como las palabras típica- 
mente ambiguas se vuelven típicamente definidas; esto es, se determinan como 
pertenecientes a éste o aquel tipo. 


Así, pues, la apariencia de contradicción siempre se debe a la presencia de 
palabras que incorporan una ambigiedad típica que está encubierta; asimismo, la 
solución de la contradicción que aparece estriba en descubrir la ambigúedad oculta. 


A pesar de las contradicciones que resultan de ambigúedades típicas que pasan 
desapercibidas, no es deseable rehuir de las palabras y símbolos que tengan una 
ambigiúedad típica. Tales palabras y símbolos abarcan prácticamente todas las ideas 
por las que se interesa la matemática y la lógica matemática: la ambigiedad 
sistemática es el resultado de una analogía sistemática. Es decir, en casi todos los 
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razonamientos que constituyen a la matemática y a la lógica matemática, estamos 
utilizando ideas que pueden admitir una cualquiera de entre un número infinito de 
diferentes determinaciones típicas, una de las que permitan el razonamiento válido. 
Así, pues, por medio del empleo de palabras y símbolos típicamente ambiguos, 
somos capaces de realizar una cadena de razonamientos aplicable a un caso cual- 
quiera entre infinitos, lo cual no hubiese sido posible si hubiésemos rechazado el 
uso de las palabras y símbolos típicamente ambiguos. 


Entre las proposiciones expresadas en la práctica de una manera total en 
términos de nociones típicamente ambiguas, las únicas que pueden diferir, con 
respecto a la verdad o falsedad, de acuerdo a la determinación típica que recibieron 
están los teoremas de existencia. Si suponemos que el número total de individuales 
es n, entonces el número total de clases de individuales es 2”, el número total de 
clases de clases de individuales es 2?”, y así sucesivamente. Aquí, 1 puede ser finito 
o infinito, y, en cualquier caso, 2” > n. Así, pues, números cardinales mayores que 
n pero no mayores que 2” existen en cuanto que aplicados a clases de clases, pero 
no como aplicados a clases de individuales, de tal manera que, cualquiera que sea el 
número de individuales que supongamos, habrá teoremas de existencia que son 
válidos para tipos superiores pero no para los inferiores. Hasta aquí, sin embargo, en 
tanto que no se asevera el número de individuales, sino que sólo se asume 
hipotéticamente, podemos sustituir el tipo de los individuales por cualquier otro 
tipo, con tal que hagamos el correspondiente cambio en los demás tipos que 
intervienen en el mismo contexto. Esto es, podemos dar el nombre de “individuales 
relativos” a los miembros de un tipo T elegido arbitrariamente, y el nombre de 
“clases relativas de individuales” a las clases de “individuales relativos”, y así 
sucesivamente. Así, pues, en tanto que sólo competen las hipotéticas, en las que los 
teoremas de existencia para un tipo se ve que están implicados por teoremas de 
existencia para otro tipo, sólo los tipos relativos son relevantes aún en los teoremas 
de existencia. Esto se aplica también a los casos en los que la hipótesis (y, por lo 
tanto, la conclusión) está aseverada, supuesto que la aseveración vale para cualquier 
tipo que se elija. Por ejemplo, cualquier tipo tiene por lo menos un miembro; luego, 
un tipo que consista en clases, de cualquier orden, tiene por lo menos dos 
miembros. Pero el interés adicional por estas cuestiones debe quedar al margen del 
contenido de este trabajo. 
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SIMBOLOS INCOMPLETOS 


1) Descripciones. Por símbolo “incompleto” entendemos un símbolo del que se 
supone que no tiene ningún significado aisladamente, sino que sólo se define en 


ciertos contextos. En la matemática ordinaria, por ejemplo, mE y y son símbolos 
a 

incompletos: con anterioridad debe facilitarse algo para que nos resulten significan- 

tes. Tales símbolos pueden denominarse “definición de uso”. Así, si ponemos 


ss... 2 
Vi= Era + 5 + in Df, 

definimos el uso de V?, aunque V? por sí misma permanece sin significado. Esto 
distingue a tales símbolos de los que (en un sentido generalizado) podemos llamar 
nombres propios; “Sócrates”, por ejemplo, significa una cierta persona, y por tanto 
tiene un significado por sí mismo sin necesidad de un contexto. Si proporcionamos 
un contexto, tal como “Sócrates es mortal”, estas palabras expresan un hecho del 
cual el propio Sócrates es un constituyente: existe un cierto objeto, llamado 
Sócrates, que tiene la propiedad de la mortalidad, y este objeto es un constituyente 
del hecho complejo que aseveramos cuando decimos “Sócrates es mortal”. Pero, en 
otros casos, este análisis simple no nos sirve. Supóngase que decimos: “el cuadrado 
redondo no existe”. Parece claro que ésta es una proposición verdadera, aunque no 
podemos entenderla como la negación de la existencia de un cierto objeto llamado 
“el cuadrado redondo”. Si hubiese un objeto tal, existiría: no podemos suponer 
primero que hay un objeto cierto y entonces proceder a negar que haya tal objeto. 
Siempre que el sujeto gramatical de una proposición no pueda suponerse que exista 
sin convertir la proposición en un sin-sentido está claro que el sujeto gramatical no 
es un nombre en sentido propio; es decir, no es un nombre que represente 
directamente a un objeto. Así, en todos los casos de este tipo, la proposición debe 
ser capaz de ser analizada de manera que lo que era sujeto gramatical debe haber 
desaparecido. De este modo, cuando decimos que “el cuadrado redondo no existe” 
podemos, como primera tentativa en tal análisis, sustituirlo por “es falso que haya 
un objeto x que sea, a la vez, redondo y cuadrado”. Generalmente cuando se dice 
que “tal cosa” no existe, tenemos una proposición de la forma (41). 


“o El(2)($0), 
es decir, o((qe):$r.=,.2=0),, 


(41) Cf. pp. 85, 86. 


124 


Hi. SIMBOLOS INCOMPLETOS 


a alguna equivalente. Aquí, el sujeto gramatical aparente (1x) (fx) ha desaparecido 
completamente; así, en “E! (x) (4x)”, (1) (bx) es un símbolo incompleto. 


Por una extensión del argumento anterior, puede fácilmente mostrarse que 
(1x) (dx) es siempre un símbolo incompleto. Tomemos, por ejemplo, la siguiente 
proposición: “Scott es el autor de Waverley”. [Aquí “el autor de Waverley” es 
(x) (x escribió Waverley)]. Esta proposición expresa una identidad; así, pues, si “el 
autor de Waverley” pudo tomarse como un nombre propio y suponer que significa 
un objeto c, la proposición sería “Scott es c”. Pero si e es cualquier cosa excepto 
Scott, esta proposición es falsa; mientras que si c es Scott, la proposición es “Scott 
es Scott”, lo cual es trivial y claramente diferente de “Scott es el autor de 
Waverley”. Generalizando, vemos que la proposición 


a=(12) ($2) 


es algo que puede ser verdadero o falso, pero nunca es meramente trivial, como 
a = a; mientras que si (/x) (px) fuese un nombre propio, a = (1x) (4x) necesariamen- 
te sería O falso o lo mismo que la proposición trivial a =4. Podemos expresar esto 
diciendo que a = (x)(4x) no es un valor de la función proposicional a = y, de la 
cual resulta que (1) (dx) no es un valor de y. Pero ya que y puede ser cualquier 
cosa, resulta que (x) (fx) no es nada. Por tanto, ya que tiene significado en uso, 
debe ser un símbolo incompleto. 


Podría sugerirse que “Scott es el autor de Waverley” afirma que “Scott” y “el 
autor de Waverley” son dos nombres del mismo objeto. Pero una breve reflexión 
mostrará que esto sería un error. Pues, si ése fuera el significado de “Scott es el 
autor de Waverley”, lo que sería necesario para su verdad sería que Scott debería 
haber sido llamado el autor de Waverley: si él también se hubiese llamado así, la 
proposición sería verdadera, aun cuando cualquier otro hubiese escrito Waverley; 
mientras que si nadie dice que sea el autor la proposición sería falsa, aun cuando él 
hubiese escrito el Waverley. Pero de hecho él fue el autor de Waverley en una 
ocasión en que nadie lo llamaba así, y él no habría sido el autor, aunque todos lo 
hubiesen llamado así, si otro hubiese escrito el Waverley, De este modo, la 
proposición “Scott es el autor de Waverley” no es una proposición acerca de 
nombres, como “Napoleón es Bonaparte”; y esto ilustra el sentido en el que “el 
autor de Waverley” difiere de un verdadero nombre propio. 


Así, pues, todas las frases (salvo las proposiciones) que contengan la palabra el 
(en singular) son símbolos incompletos: tienen un significado en uso, pero no 
aisladamente. Pero “el autor de Waverley” no puede significar lo mismo que 
“Scott”, o “Scott es el autor de Waverley” debe significar lo mismo que “Scott es 
Scott”, lo que claramente se ve que no; ni puede “el autor de Waverley” significar 
otra cosa que “Scott”, o ““Scott es el autor de Waverley” sería falso. De aquí que 
““el autor de Waverley” no significa nada. 


De lo dicho resulta que no debemos intentar definir “(1x) (4x)”; sino que 
debemos definir los usos de este símbolo, es decir, las proposiciones en cuya 
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expresión simbólica intervienen. Ahora, al tratar de definir los usos de este símbolo, 
es importante observar la importancia de las proposiciones en las que interviene. 
Tomemos como ilustración: ““El autor de Waverley fue un poeta”. 


Esto implica (1) que Waverley fue escrito, (2) que fue escrito por un hombre y 
no en colaboración, (3) que el hombre que lo escribió fue un poeta. Si algunas de 
éstas falla, la proposición es falsa. Así, pues, “el autor de *“Slawkenburgius on Noses” 
fue un poeta” es falso, porque tal libro nunca fue escrito; “el autor de “The Maid's 
Tragedy” fue un poeta” es falso, porque esta obra fue escrita juntamente por 
Beaumont y Fletcher. Estas dos posibilidades de falsedad no aparecen si decimos 
“Scott fue un poeta”. Así, pues, nuestra interpretación de los usos de (1x) ((x) debe 
ser tal como para dedicarle un tiempo a ellos. Tomando ahora fx para sustituir a “x 
escribió Waverley”, es obvio que cualquier expresión clara acerca de (1) (¿vc) exige: 
(D)Gx). (6%) y () dx . dy . Dx, y -x = y; aquí (1) manifiesta que por lo menos un 
objeto satisface a fx, mientras que (2) declara que a lo sumo un objeto satisface a 
dx. Ambas juntas equivalen a 


(q0):$1.=2.1=C, 
que definimos como E! (1) ($). 
Así, pues, “E ! (ax) (dx)” debe ser parte de lo que se afirma mediante una proposi- 


ción acerca de (10) (4x). Si nuestra proposición es £ | (1x) (dx) |, lo que se afirma 
además es fc, si px .=y .x =« Por tanto, tenemos 


Findló)) =:(q0):pe.=..z=c: fc DÍ, 
es decir, “la x que satisface a fx satisface a fc” significa: “Existe un objeto c tal que 
$x es verdadero cuando, y sólo cuando, x sea c, y fc sea verdadero”; o, más 
exactamente: “hay una c tal que “4x” es siempre equivalente a 'x es c”, y fc”. En 
ésta, “(1x) (fx)” ha desaparecido completamente; por tanto, “(1x) (fx )” es mera- 


mente simbólica y no representa directamente a un objeto, como se suponen que 
hacen las letras latinas minúsculas (42). 


Fácilmente se muestra que la proposición “a = (rx) (dx) es equivalente a 
“dx .=, .x =4”., Por definición es 


(qc): pr.=,.1=C:0=C, 


esto es, “existe una c para la cual dx.=,.x=c, y esta c es a”, lo que es 
equivalente a “fx .=y .x= 4”. Por tanto, “Scott es el autor de Waverley” es 
edi a: 


*Sx escribió Waverley” es siempre equivalente a “x es Scott? ”, 


es decir, “x escribió Waverley” es verdadera cuando x es Scott y falsa cad xno 
sea Scott. 





(42) Enlo sucesivo, generalmente, preferimos escribir “f (1x) (Px)” en vez de “f (Gx) (0x)]”. 
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De este modo, aunque “(1x) (fx)” no tiene significación por sí misma, puede 
sustituirse por y en cualquier función proposicional fy, obteniendo una proposición 
significante, aunque no un valor de fy. 


Cuando f [(x) ((4x)) , tal como fue definida anteriormente, forme parte de otra 
proposición, diremos que (x)(óx) tiene una ocurrencia secundaria. Cuando 
(1x) (dor) tiene una ocurrencia secundaria, una proposición en la cual se presente 
puede ser verdadera incluso cuando (+x) (4x) no exista. Esto se aplica, por ejemplo, 
a la proposición “No existe una persona tal que sea el Rey de Francia”. Podemos 
interpretar esto como 


o (E! (12)(42)), 
o como e ((qc).c=(12) ($2), 
si “fx” significa “x es el rey de Francia”. En otro caso lo que se afirma es que una 
proposición p en la cual interviene (.x) (hx) es falsa, y que esta proposición p es, de 
este modo, parte de una proposición más grande. Lo mismo se aplica a una 
proposición tal como la siguiente: “Si Francia fuese una monarquía, el rey de 
Francia sería de la Casa de Orleans”. 


Debe observarse que una proposición tal como 
=f (1) ($2)] 


es ambigua; ello puede negar f | (1x) (4x) | , en cuyo caso será verdadera si (1) (fx) 
no existe, o puede significar 


(qc): $7.=,.2=0:0w fe, 


en cuyo caso sólo puede ser verdadero si (+x) (fx) existe. En el lenguaje común 
debería adoptarse ordinariamente la última interpretación. Por ejemplo, la proposi- 
ción “el rey de Francia no es calvo” ordinariamente debería rechazarse como falsa, 
manteniéndose la significación ““el rey de Francia existe y no es calvo”. Cuando 
(.x) (dx) existe, las dos interpretaciones de la ambigijedad dan resultados equivalen- 
tes; pero cuando (%x) (fx) no existe, una interpretación es verdadera y la otra es 
falsa. Es necesario poder distinguirlas en nuestra notación; y generalmente si 
tenemos proposiciones tales como 


Y ()(62).) .p, 
»->.Y (12) (92), 
y (12)(62) ->.x(12) (60), 


y así sucesivamente, debemos ser capaces mediante nuestra notación de distinguir si 
la totalidad o sólo parte de la proposición en cuestión debe ser considerada como la 
“f (Gx) (dx)” de nuestra definición. Con este objeto pondremos “[(1xX4x)]” seguido 
de puntos al comienzo de la parte (o totalidad) que sea considerada como 
f(x) (4x), siendo el número de los puntos suficiente para eximir de paréntesis al 
f(x) (dx); es decir que f (1) (fx) afecta a cuanto sigue a los puntos hasta alcanzar 
un número de puntos igual, no significando ni un producto lógico, ni un mayor 
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número en caso de significar un producto lógico, ni final de la frase, ni el final de un 
corchete que encierra *“[(m) (due)]”. Así, pues, 


[G2)($2)] . y (12) (fx). >.p 


significa (qc): px.=..2=c:40:D.p, 
pero [G2) ($2)]: Y (2)(62).>.p 
significa (90): $r.=,.r=c: yc... p. 


Es importante distinguir estas dos proposiciones, pues si (1r)(¿x) no existe, la 
primera es verdadera y la segunda falsa. De nuevo 


[(2) ($2)] - — y (12) (62) 
significa (qc) :$x.3..2=Cc:wy0, 
mientras que e ([(12) ($2)] . y (12) ($2) 
significa e l(qe):$r.=,.2=c: ye). 


Aquí de nuevo, cuando (Ox) (qx) no exista, la primera será falsa y la segunda 
verdadera. 


A fin de evitar esta ambigijedad en las proposiciones que contengan (x) (dx), 
reformamos nuestra definición —o más bien nuestra notación— poniendo: 


[(02)($0)].f(02)(92).=:(30):$7.=,.2=c: fo Df. 

Por medio de esta definición, evitamos cualquier duda en cuanto a la parte de la 
proposición aseverada en su totalidad que debe considerarse como el “f (1x) (4x)” 
de la definición. Esta parte se llamará el alcance de (ax) (6x). Así, en 

(07) ($0) .f(02) ($2) 3. p 
el alcance de (1x) (6x) es f (1x) (4x); pero en 


[(2)(92)]: (12) ($2) >. p 


el alcance es F(12) (pa) .>.p; 
en e ([(12) ($2)] . (12) ($2) 
el alcance es f(x) (hx); pero en 

[(07) (p2)].= f(12) ($2) 
el alcance es =f() ($2). 


Se verá que cuando (x) (dx) tiene la totalidad de la proposición abarcada por su 
alcance, la proposición en cuestión no puede ser verdadera salvo que E ! (1%) (dx); 
pero cuando (1x) ((x) tiene solamente una parte de la proposición abarcada por su 
alcance, puede con frecuencia ser verdadera aun cuando no exista (+x) (qx). Ade- 
más, se verá que cuando E! (x) (6x), podemos ampliar o reducir el alcance de 
(x) (4x) tanto como gustemos sin que se altere el valor de verdad de la proposición 
en la que esto ocurra. 


Si una proposición contiene dos descripciones, digamos (1x) ($x) y (1x)(Yx), 
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hemos de distinguir cuál de ellas tiene mayor alcance; es decir, hemos de discernir 
entre 


(1) [(0)($2)] : (02) (40)] ./((12) (62), (22) (y2)), 
(2) [0 (Y2)]:[00)($2)]. f (02) ($2), (12) (ya). 
La primera de éstas, eliminando (1x) ((x), se convierte en 
(3) (4): $2.=,.2=c:[(2)(y2)]. f lo, (12)(42)), 
la cual, eliminando (2x) (yx), se convierte en 
(4) (qc) :.pr.=e.2=0:.(3d): yx.=,.2 =d:/(c,d), 


y la misma proposición resulta si, en (1) eliminamos primero (x) (yx) y después 
(x) (dx). Análogamente, (2), cuando se eliminan (1x) (dx) y (1x) (yx), se convierte 
en 


(5) (Ad) :.$o.=,.2=d:.(qc): px. =...=c:f(c, d). 


(4) y (5) son equivalentes, de forma que el valor de verdad de una proposición que 
contiene dos descripciones es independiente de la cuestión de cuál de ellas tiene 
mayor alcance. 


Se encontrará que, en muchos casos en los que intervienen descripciones, su 
alcance es, en la práctica, la más pequeña proposición contenida entre puntos u 
otros corchetes en las que ellas se contienen. Así, por ejemplo 


[02) ($0). y (12) ($2) .> .[(12)(62)]. x(12)(62) 
aparecerá mucho más frecuentemente que 


[00 ($2)] : y (12) (62) 3.02) ($2). 
Por esta razón, es conveniente decidir que, cuando el alcance de una ocurrencia 
de (1x) (dx) es la proposición más pequeña, encerrada entre puntos o corchetes, en 


la cual está contenida dicha ocurrencia, el alcance no necesita ser indicado por 
“[(x) (4x)]”. Así, por ejemplo 


p.>.a=(1)($x) 
significa 2.3.[(00($)]. a =(10) ($2); 
y P-3.(qu).a=(12) (6.) 
significa p-2. (394). [(12) ($2)]. a = (12) ($); 
y P-.a4(12)($x) 
significa P-3.[(02) ($2)] . = [a =(10) ($2); 
pero Pp). (a=(12) (62) 
significa Pe ([(0)(p2)].a=(12)(p1)]. 


Esta convención nos permite, en la mayoría de los casos que se presentan, hacer 
caso omiso de la indicación explícita del alcance de un símbolo descriptivo; y se 
encontrará que la convención concuerda muy estrechamente con la convención 
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tácita del lenguaje ordinario sobre este asunto. Así, por ejemplo, si “Gx) (4x)” es 
“fulano de tal” “a + (x)(4x)”, se leerá “a no es fulano de tal”, lo cual ordinaria- 
mente se considera como que da a entender que “fulano de tal” existe; pero 
“— la=(x)(4x))” se lee “no es verdad que a sea fulano de tal”, lo cual 
generalmente debe considerarse válida si es que “fulano de tal” no existe. El 
lenguaje ordinario es, desde luego, más bien libre y fluctuante en sus impli- 
caciones sobre esta materia; pero sin prejuicio de la exigencia de la exacti- 
tud, nuestra convención parece que se mantiene lo más cercana posible al 
lenguaje ordinario. 


En el caso de que la proposición más pequeña situada entre puntos o paréntesis 
contenga dos o más descripciones, supondremos —si no hay indicación de lo contra- 
rio— que lo que se presente tipográficamente primero tiene un alcance mayor que 
lo que aparezca tipográficamente después. Así, pues, 


(22) (Hu) = (12) (yu) 
significa (q0) : pe.=,.0=0: [(10) (y 2)] .c= (14) (yw), 
mientras que (2) (yx) = (10) (dx) 
significa (ad): ye. =..=d:[(02) ($7)] - (02) ($7) = d. 


Fácilmente se observa que estas dos proposiciones son equivalentes. 


2) Clases. Los símbolos para clases, al igual que los símbolos para las descripcio- 
nes son, en nuestro sistema, símbolos incompletos; sus usos están delimitados, pero 
en sí mismos no conllevan significación alguna. Es decir, los usos de tales símbolos 
están tan determinados que, cuando el defíniens se sustituye por el definiendum, ya 
no permanece el símbolo que se suponía que representaba a una clase. Así, pues, las 
clases —hasta el punto en que las hemos introducido— son convenciones meramente 
simbólicas o lingúísticas, y no objetos genuinos como lo son sus miembros si son 
individuales. 


Existe una antigua discusión acerca de si la lógica formal debería ocuparse 
principalmente de las intensiones o de las extensiones. En general, los lógicos cuya 
formación fue preferentemente filosófica han optado por las intensiones, mientras 
que los de formación principalmente matemática se han decidido por las extensio- 
nes. Los hechos parecen ser que, mientras los lógicos matemáticos prefieren las 
extensiones, los lógicos filosóficos declinan a ofrecer cualquier cosa que no sean las 
intensiones. Nuestra teoría de clases admite y reconcilia estas dos actitudes aparen- 
temente opuestas, mostrando que una extensión (que es lo mismo que una clase) es 
un símbolo incompleto, cuyo uso siempre consigue su significación a través de una 
referencia a la intensión. 


En el caso de las descripciones fue posible probar que son símbolos incompletos. 
En cuanto a las clases, no sabemos de ninguna prueba igualmente determinada, 
aunque argumentos de mayor o menor fuerza lógica pueden obtenerse del viejo 


130 


MI. SIMBOLOS INCOMPLETOS 


problema del Uno y el Muchos (43). No obstante, para nuestro objetivo, no es 
preciso afirmar dogmáticamente que no existen cosas tales como las clases. Sólo nos 
es necesario mostrar que los símbolos incompletos que introducimos como repre- 
sentantes de las clases producen todas las proposiciones, a causa de lo cual las clases 
pueden considerarse esenciales. Cuando se ha mostrado esto, el mero principio de 
economía de las ideas primitivas nos lleva a no introducir las clases salvo como 
símbolos incompletos. 


Para explicar la teoría de clases es necesario explicar primero la diferencia que 
existe entre las funciones extensionales y las intensionales. Esto se lleva a cabo por 
medio de las siguientes definiciones: 


El valor de verdad de una proposición es la verdad si es verdadera y es la falsedad 
si es falsa. (Esta proposición se debe a Frege). 


Dos proposiciones se dice que son equivalentes cuando tienen el mismo valor de 
verdad; es decir, cuando ambas son verdaderas o ambas son falsas. 


Se dice que dos proposiciones son formalmente equivalentes cuando son equiva- 
lentes para todo argumento posible; esto es, cuando cualquier argumento que 
satisface a una satisface también a la otra, y viceversa. Así, pues, “% es un hombre” 

”. us 


es formalmente equivalente a “% es un bípedo implume””; “X es un primo par” es 
formalmente equivalente a “x es idéntico a 2”. 


Una función de función se llama extensional cuando su valor de verdad para 
cualquier argumento es el mismo que para cualquier argumento formalmente 
equivalente. Es decir, f ($2) es una función extensional de f2 si —dado que y% es 
formalmente equivalente a ¿¿—, f (pz) es equivalente a f(ywZ). Aquí, las variables 
aparentes f y y son necesariamente del mismo tipo que tienen los argumentos que 
significativamente puede tener f No consideramos necesario emplear como varia- 
bles aparentes funciones de tipos no predicativos; de acuerdo con esto, en lo 
sucesivo, todas las funciones extensionales se considerarán de hecho como funcio- 
nes de funciones predicativas (44). 


Una función de función se dice que es intensional cuando no es extensional. 


La naturaleza e importancia de la distinción entre funciones intensionales y 
extensionales se aclarará mediante algunos ejemplos. La proposición “'x es un 
hombre” implica siempre “x es mortal” ” es una función extensional de la función “£ 
es un hombre”, porque podemos sustituir “x es un hombre” por “x es un bípedo 
implume” o por cualquier otra expresión que sea aplicable a los mismos objetos a 
los que se puede aplicar “x es un hombre” y no a otros objetos. Sin embargo, la 





(43) En pocas palabras, estos argumentos se reducen al siguiente: si existe un objeto tal 
como una clase, en algún sentido debe ser un objeto. Aunque sólo sea de las clases de las que 
pueden predicarse el muchos. Por lo tanto, si admitimos las clases como objetos, debemos 
suponer que cl mismo objeto puede ser a la vez uno y muchos, lo cual parece imposible. 


(44) C£ p. 110. 
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proposición ““A cree que 'x es un hombre” implica siempre a “x es mortal” *” es una 
función intensional de *“£ es un hombre”, porque A pudo no haber considerado 
nunca la cuestión de si los bípedos implumes son mortales, o puede creer errónea- 
mente que hay bípedos implumes que no son mortales. Así, pues, aún cuando *x es 
un bípedo implume” es formalmente equivalente a “x es un hombre”, de ningún 
modo se sigue de ello que una persona crea que todos los hombres son mortales 
debe creer que todos los bípedos implumes son mortales, ya que pudo no haber 
pensado nunca acerca de los bípedos implumes, o haber supuesto que los bípedos 
implumes no siempre son hombres. Una vez más, la proposición “el número de 
argumentos que satisface la función $ ! Z es 1” es una función extensional de $ ! £ 
porque su verdad o falsedad es incambiable si sustituimos en lugar de $ ! Z cualquier 
otra función que sea verdadera siempre que $ ! sea verdadera, y falsa siempre que 
$ 1 £ sea falsa. Sin embargo, la proposición “A afirma que el número de argumentos 
que satisfacen a $ ! Z es 1” es una función intensional de $ ! £, ya que si A afirma 
esto, que se refiere a $! £, él ciertamente no puede afirmarlo refiriéndolo a todas 
las funciones predicativas que son equivalentes a $ ! Z, porque la vida es demasiado 
breve. Consideremos, de nuevo, la proposición “dos blancos pretenden haber 
alcanzado el Polo Norte”. Esta proposición manifiesta que “dos argumentos satisfa- 
cen a la función '£ es un blanco que pretende haber alcanzado el Polo Norte” ”. La 
verdad o falsedad de esta proposición no queda afectada si sustituimos “% es un 
blanco que pretende haber alcanzado el Polo Norte” por cualquier otra expresión 
que sea válida para los mismos argumentos, y no para otros. Por lo tanto, es una 
función extensional. Pero la proposición “existe una rara coincidencia en que dos 
blancos hayan pretendido haber alcanzado el Polo Norte”, lo cual indica que 
“existe una rara coincidencia en que dos argumentos deban satisfacer la función “£ 
es un blanco que pretende haber alcanzado el Polo Norte” ” no es equivalente a 
“existe una rara coincidencia en que dos argumentos deban satisfacer la función 'X 
es el Dr. Cook o el Comandante Peary” ”. Así, pues, “existe una rara coincidencia 
en que $! X deba ser satisfecha por dos argumentos” es una función intensional de 
A 


Los ejemplos anteriores ponen de manifiesto el hecho de que las funciones de 
funciones que interesan especialmente a los matemáticos son extensionales, mien- 
tras que las funciones de funciones que sean intensionales sólo se presentan cuando 
se introducen ideas no-matemáticas, tales como lo que alguien cree o afirma, o las 
emociones suscitadas por algún hecho. Por lo tanto, es natural en una lógica 
matemática insistir de una manera especial en las funciones de funciones que sean 
extensionales. 


Cuando dos funciones son formalmente equivalentes, podemos decir que ambas 
tienen la misma extensión. En esta definición estamos en total acuerdo con el uso. 
No suponemos que haya algo tal como la extensión: sólo definimos la frase 
completa “teniendo la misma extensión”. Ahora no podemos decir que una función 
extensional de una función es aquella cuya verdad o falsedad dependa únicamente 
de la extensión de sus argumentos. En un caso así, es conveniente tratar el 


132 


111. SIMBOLOS INCOMPLETOS 


enunciado en cuestión bajo el punto de vista de la extensión. Puesto que las 
funciones extensionales son numerosas e importantes, es natural considerar la 
extensión como un objeto al que llamamos clase, y que se supone que sea el sujeto 
de todos los enunciados equivalentes relativos a las funciones formalmente equiva- 
lentes. Así, por ejemplo, si decimos “hubo doce Apóstoles”, es natural considerar 
este enunciado como algo al que se le atribuye la propiedad de que sean doce a una 
cierta colección de hombres (a saber, aquellos que fueron los Apóstoles), mejor que 
atribuirle la propiedad de que la función “% era un Apóstol” sea satisfecha por doce 
argumentos. Este punto de vista queda reforzado por el sentimiento de que hay 
algo que es idéntico en el caso de dos funciones que “tienen la misma ex- 
tensión”. Y si tomamos problemas tan simples como “¿cuántas combinaciones 
pueden hacerse con n cosas? ”, a primera vista parece necesario que cada “*combina- 
ción” deba ser un objeto único que pueda contarse como uno. Esto, sin embargo, 
no es técnicamente necesario, y no vemos razón alguna para suponer que sea 
filosóficamente verdadera. El procedimiento técnico por el que se supera esta 
aparente dificultad es como se explica a continuación. 


Hemos visto que una función extensional de una función puede considerarse 
como una función de la clase determinada por la función-argumento, pero que no 
puede serlo una función intensional. A fin de evitar la necesidad de dar un 
tratamiento diferente a funciones de funciones intensionales de las que sean 
extensionales, construimos una función extensional derivada de una función de 
función predicativa, y | Z, que tenga la propiedad de ser equivalente a la función de 
la que se deriva, ya que esta función es extensional, así como a la propiedad de ser 
significante (merced a la ayuda de la ambigiedad sistemática de la equivalencia) con 
cualquier argumento $2, con tal que estos argumentos sean del mismo tipo que los 
de y ! £. La función derivada, escrita como “f[z(02)) ”, se define de la siguiente 
manera: Dada una función f (y ! 2), nuestra función derivada viene a ser “hay una 
función predicativa que es formalmente equivalente a (2 y que satisface a f”. Si p£ 
es una función predicativa, nuestra función derivada será verdadera siempre que 
f(9é) sea verdadera. Si f(H2) es una función extensional, y fí es una función 
predicativa, nuestra función derivada no será verdadera salvo que f (fé) sea verdade- 
ra; asi, pues, en este caso, nuestra función derivada es equivalente a f (42). Si f (62) 
no es una función extensional, y si dé es una función predicativa, nuestra función 
derivada puede algunas veces ser verdadera cuando la función original sea falsa. 
Pero, en cualquier caso, la función derivada es siempre extensional. 


A fin de que la función derivada sea significante para una función ¿Z, de 
cualquier orden, con tal que tome argumentos del tipo correcto, es necesario y 
suficiente que f (y ! Z) sea significante, en donde y ! z es una función predicativa 
cualquiera. La razón de esto es que, con respecto a un argumento ¿%, sólo 
necesitamos la hipótesis de que sea formlamente equivalente para alguna función 
predicativa y ! £, y que la equivalencia formal tenga la misma clase de ambigiiedad 
sistemática en cuanto al tipo que pertenece a la verdad y falsedad, y pueda, por 
tanto, tener validez entre funciones de dos tipos diferentes, supuesto que las 
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funciones toman argumentos del mismo tipo. Así, pues, por medio de nuestra 
función derivada no sólo hemos ofrecido funciones extensionales en todos los sitios 
en lugar de funciones intensionales, sino que prácticamente hemos eliminado la 
necesidad de considerar las diferencias de tipo entre funciones cuyos argumentos 
son del mismo tipo. Esto da lugar a la misma clase de simplificación en nuestra 
jerarquía que la que resultaría de no haber considerado nada más que funciones 
predicativas. 

Si f(y ! Z) puede constituirse por medio de las ideas primitivas de disyunción, 
negación, (x). 4x, y (4 x). hx, (como en el caso de todas las funciones de funciones 
que se presentan explícitamente en este trabajo) se encontrará que, en virtud de la 
ambigúedad sistemática de las ideas primitivas expuestas anteriormente, cualquier 
función dé cuyos argumentos sean del mismo tipo que los de y 1% pueden 
sustituirse significativamente por y ! Z en f sin hacer ningún otro cambio en el 
simbolismo. Así, pues, en un caso tal como el dicho, y que lo sea simbólicamente, 
aunque no realmente, la misma función f puede recibir como argumentos funciones 
de varios tipos distintos. Si, con un argumento dado gz, la función f (44), interpre- 
tada así, es equivalente a f (y ! 2), siempre que y 1 Z sea formalmente equivalente a 
á£, entonces f (2 (6z)) es equivalente a f (42), puesto que hay una función predica- . 
tiva formalmente equivalente a $2. En este punto, hacemos uso del axioma de la 
reducibilidad, de acuerdo con el cual siempre hay una función predicativa formal- 
mente equivalente a de. 


Como fue explicado con anterioridad, es conveniente considerar a una función 
de función, extensional, como la que tiene por argumento no la función sino la 
clase determinada por la función. Ahora hemos visto que nuestra función derivada 
es siempre extensional. Por lo tanto, si nuestra función original fuese f (y ! 2), 
escribimos la función derivada fÍZ ($z)), en donde “Z (¿z)” puede leerse como “la 
clase de los argumentos que satisfacen a pz”; o dicho más simplemente, “la clase 
determinada por ¿£”. Así, pues, “f (2 (62)) ” significa: "Hay una función predicati- 
va, y 1 Z, que es formalmente equivalente a pZ y es tal que f (y ! Z) es verdadera”. 
En realidad ésta es una función de de, pero la tratamos simbólicamente como si 
tuviese un argumento £ (6z). Con ayuda del axioma de la reducibilidad descubrimos 
que se obtienen las propiedades usuales de las clases. Por ejemplo. dos funciones 
formalmente equivalentes determinan la misma clase y, a la inversa, dos funciones 
que determinan la misma clase son formalmente equivalentes. También, decir que x 
es un miembro de ¿ ((z), esto es, de la clase determinada por q, es verdadero 
cuando (x sea verdadero y falso cuando Qx sea falso. Así, pues, todos los objetivos 
matemáticos en los que parece que se requieren las clases se verifican mediante los 
objetos puramente simbólicos £ (fz), ya que damos por supuesto el axioma de la 
reducibilidad. 


En virtud del axioma de la reducibilidad, si f£ es una función cualquiera, existe 
una función predicativa formalmente equivalente, y ! £, entonces, la clase 2 (Hz) es 
idéntica a la clase Z (y ! z), de forma que cada clase puede definirse por una 
función predicativa. Por tanto, la totalidad de las clases de las que se puede decir 
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significativamente que un término dado pertenece o no pertenece es una totalidad 
legítima, aunque la totalidad de las funciones de las cuales se puede decir que un 
término dado satisface o no satisface no sea una totalidad legítima. Las clases a las 
que un término dado a pertenece o no pertenece son clases definidas como 
funciones-a; ellas son también clases definidas como funciones-«a predicativas. Lla- 
mémoslas clases-a. Entonces, las “clases-a” forman una totalidad legítima derivada 
de las funciones-a predicativas. Por consiguiente, resultan posibles muchas clases de 
expresiones generales que, de otro modo, entrañarían paradojas de círculo vicioso. 
Ninguna de estas expresiones generales son de la clase que llevan a contradicciones, 
y gran parte de ellas son tales que es muy difícil suponerlas ilegítimas. El hecho de 
que ellas se vuelvan posibles por el axioma de la reducibilidad, y que de otro modo 
deberían excluirse por el principio del círculo vicioso, debe considerarse como un 
argumento en favor del axioma de la reducibilidad. 


La definición anterior de “la clase definida por la función 2”, o mejor, de una 
proposición en la que tenga lugar esta frase, es, expresada en símbolos, así: 


FOO) =: (q): p7.=, Y to: fp 12) DE. 


A fin de recomendar esta definición, enumeraremos cinco requisitos que deben 
satisfacer una definición de clases, y, entonces, mostraremos que la definición 
anterior cumple estos cinco requisitos. 


Exigimos de las clases, si han de servir para los objetivos para los que comúnmen- 
te se emplean, que tengan ciertas propiedades que pueden enumerarse de manera 
siguiente. 1) Cada función proposicional debe determinar a una clase que puede 
considerarse como la colección de todos los argumentos que satisfacen a la función 
en cuestión. Este principio debe tener validez cuando la función se satisfaga por un 
númeo infinito de argumentos tan bien como se satisface por un número finito. 
Debe ser igualmente válido incluso cuando no haya argumentos que satisfagan la 
función; esto es, la “clase nula” debe ser exactamente una clase tan legítima como 
cualquier otra. 2) Dos funciones proposicionales que sean formalmente equivalen- 
tes, esto es, tales que cada argumento que satisfaga a una también satisface a la otra, 
deben determinar a la misma clase; es decir, una clase debe ser algo completamente 
determinado por sus miembros, de forma que, por ejemplo, la clase de “los bípedos 
implumes” es idéntica a la clase de “los hombres”, y la clase de “los números 
primos pares” es idéntica a la clase “los números idénticos al 2”. 3) Por el 
contrario, dos funciones proposicionales que determinen la misma clase deben ser 
formalmente equivalentes; en otras palabras, cuando se da la clase, el conjunto de 
miembros está determinado: dos conjuntos de objetos diferentes no pueden produ- 
cir la misma clase. 4) En el mismo sentido en el que hay clases (cualquiera que 
pueda ser este sentido), o en algún sentido cercanamente análogo, debe haber 
también clases de clases. Así, por ejemplo, “las combinaciones de n cosas tomadas 
de m en m”, en donde las 1 cosas forman una clase dada, es una clase de clases; cada 
combinación de mm cosas es una clase, y cada clase de éstas es un miembro del 
especificado conjunto de combinaciones, cuyo conjunto es, por lo tanto, una clase 
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cuyos miembros son clases. De nuevo, la clase de las clases unitarias, o la de pares, 
es absolutamente indispensable; el primero es el número 1, el último el número 2. 
Así, pues, sin clases de clases se hace imposible la aritmética. 5) Bajo todas las 
circunstancias debe carecer de sentido el suponer que una clase sea idéntica a uno 
de sus miembros. Pero si esa suposición tuviese algún significado, entonces “a € or” 
debería ser una función proposicional significante (45), así como también lo 
debería ser “a — € a”. Por consiguiente, por 1) y 4), debe haber una clase de clases 
que satisfaga a la función “a — € a”. Si a esta clase la llamamos k, tendremos 


AEK- ZA EA 


Dado que, por hipótesis nuestra, “k e k” se supone significante, la equivalencia 
anterior, que es válida para todos los posibles valores de «+, también es válida para 
todos los posibles valores de k; esto es 


KEK-.= oK“ YEK. 


Pero esto es una contradicción (46). Por lo tanto, “a e a” y “a — € a” deben ser 
siempre unos sin-sentidos. En general, no existe ninguna sorpresa sobre esta conclu- 
sión, pero tiene dos consecuencias que merecen especial atención. En primer lugar, 
una clase que se componga de un miembro sólo no debe ser idéntica a ese miembro; 
es decir, no debemos tener ¿x =x. No obstante, tenemos x € ¿x y, por lo tanto, si 
x= “x, tenemos ¿x € (x, que vemos que carece de sentido. Se sigue que “x =¿x” 
debe ser absolutamente sin-sentido y no simplemente falsa. En segundo lugar, 
pudiera parecer como si la clase de todas las clases fuese una clase; esto es, como si 
(escribiendo *Cls” por “*clase””) “*Cls e Cls” fuese una proposición verdadera. Pero 
esta combinación de símbolos debe carecer de sentido, a no ser que, en efecto, 
exista una ambigúedad en el significado de “Cls”, de forma que, en *“Cls e Cls” la 
primera “*Cls” puede suponerse que tenga un significado diferente de la segunda. 


Por lo que se refiere a los requisitos anteriores, está claro, para empezar, que, de 
acuerdo con nuestra definición, cada función proposicional 2 determina a una 
clase £ (hz). Asumiendo el axioma de la reducibilidad, siempre debe haber proposi- 
ciones verdaderas sobre Z((z); esto cs, proposiciones verdaderas de la forma 
F1£ (6z)) . Supongamos que ¿é es formalmente equivalente a y ! £, y supongamos 
que y ! É satisface a alguna función f. Entonces, £ (Hz) también satisface a f. Por lo 
tanto, dada una función ¿é, hay proposiciones verdaderas de la forma f/Z (pz) |, 
esto es, proposiciones verdaderas en las que “la clase determinada por 2” es 
gramaticalmente el sujeto. Esto muestra que nuestra definición cumple con el 
primero de nuestros cinco requisitos. 


El segundo y tercer requisitos reclaman juntamente que las clases £ (pz) y £ (wz) 


(45) Como se explicó en el capítulo 1 (p. 79), “x e A” significa “x es un miembro de la 
clase 0” o, más brevemente, ““x es una 0”. La definición de esta expresión en términos de nues- 
tra teoría de clases se ofrecerá en breve. 


(46) Esta es la segunda de las contradicciones discutidas al final del Capítulo 11. 
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sean idénticas cuando, y sólo cuando, sus funciones de definición sean- formalmente 
equivalentes; es decir, que debemos tener 


2(92)=2 (y2).=:97.=5. yo 
Aquí, el significado de “2 ((z) = £ (ywz)” debe derivarse, por medio de una aplica- 
ción doble de la definición de f (4 (pz) +, de la definición de 
“xl2= 612) 
que es x!12=0!12.=:(f):f1x12.5.f1012 Df 
por medio de la definición general de la identidad. 


Al interpretar “2 (q2) =2 (yz)”, adoptaremos el mismo criterio que hemos 
adoptado, con respecto a (x) (4x) y a (x) (yx), a saber, que el símbolo incompleto 
que se presente en primer lugar debe tener el alcance mayor. Así, pues, 
7 (6z) = 2 (yz) viene a ser, por nuestra definición 


(1) :$1.=2.x12:x12=2(y2), 
la cual, por eliminación de 2 ((z), se convierte en 
(4): pu.=7.x12::.(90): 40.3 0.0lx:x12=0!2, 
que es equivalente a 
(1 0: 32. x 2:20. 32. 0la:x12=012, 
la cual, de nuevo, es equivalente a 
(1): $2.=2 IL: Z  , 

que, en virtud del axioma de la reducibilidad, es equivalente a 

$1.=2. ye. 


Así, pues, nuestra definición del uso de £ ((z) es tal que satisface las condiciones 2) 
y 3) que impusimos para las clases; esto es, tenemos 


E:.2(p2)=2 (y2).=:$2.=5. yz. 


Antes de considerar las clases de clases convendrá definir el conjunto de miem- 
bros de una clase; esto es, definir el símbolo “xx € Z (42)”, que puede leerse como “x 
es un miembro de la clase determinada por (2”. Ya que ésta es una función de la 
forma f (2 (¿z) ), debe derivarse, por medio de nuestra definición general de tales 
funciones, de la función correspondiente f (Y ! z) . Por lo tanto, proponemos 


aep12.=.ylz DÍ 


Esta definición sólo es necesaria a fin de dar un significado a “xe 2 (62)”; el 
significado que da es, en virtud de la definición de f | 2 ($z)), 


(AV): by .=y.vly: plz. 
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Así, pues, ocurre que ““x e 2 (6z)” implica x, ya que ello implica y ! x, y Y ! x es 
equivalente a (x; también, en virtud del axioma de la reducibilidad, ¿x implica 
“xez (4x)”, ya que hay una función predicativa y formalmente equivalente a $b, y 
x debe satisfacer a y, puesto que x (ex hypothesi) satisface a p. Así, pues, en virtud 
del axioma de la reducibilidad, tenemos 

tixe?($).=. dx, 


esto es, x es un miembro de la clase 2 (pz) cuando, y sólo cuando, x satisfaga la 
función € que define a la clase. 


Seguidamente tenemos que considerar cómo interpretar una clase de clases, 
Como hemos definido f (2 ($2)), consideraremos, naturalmente, a una clase de clases 
como la constituida por aquellos valores de % ((z) que satisfacen a f 12 ($2)). 
Escribamos a: en lugar de 2 (4z); entonces, podemos escribir á (fx) por la clase de 
los valores de «: que satisfacen a fa (47). Aplicaremos la misma definición, y 
ponemos 


Fíá(fa) -=:(99):/B-=».918:F(g18) DI, 
en donde “f” significa cualquier expresión de la forma £ (y ! z). 
Tengamos “y e á (fa)” como un ejemplo de F (4 (fa)) . Entonces 
hiyeá(fa).=3(q9):f8.=p.g1B:yeg!la 
Del mismo modo que ponemos rey!l2.=.y!x DI, 
también ponemos yegld.=.gty DL 
De este modo, llegamos a 
bFiyed(fa).=:(99):fB8-=a -giB:gio 


Si, ahora, extendemos el axioma de la reducibilidad de manera que sea aplicable 
a funciones de funciones, es decir, si suponemos 


(ag) :f(y12).=,. 9! (y12), 
fácilmente deducimos que 


Ha: f 24 als. 926910) 
esto es +:(a):f8-=9.9! 8. 


Así, pues, hEiyed(fa).=.fy 


Por consiguiente, cada función que pueda tomar clases como argumentos, esto 
es, cada función de funciones, determina una clase de clases cuyos miembros son 


(47) El uso de una letra única, tal como Go f, para representar una clase variable, se 
explicará brevemente más adelante. 
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aquellas clases que satisfacen a la función determinante. Por tanto, la teoría de las 
clases de clases no ofrece dificultad. 


Hemos de considerar a continuación nuestro quinto requisito, a saber, que 
“¿ (62) e 2 (p2)” debc ser un sin-sentido. Aplicando nuestra definición de 
f12 (6) ) encontramos que, si esta colección de símbolos tuviese un significado, 
debe significar 


(UY) : bp. 32 y zi Ze y12, 


esto es, en virtud de la definición, 
vey!2.=.y!x DI, 
debe significar (11): $0.57. Y1!2: 41 (y 12). 


Pero aquí interviene el símbolo “y ! (y ! 2)” que asigna una función como argu- 
mento de sí mismo. Un símbolo así siempre carece de sentido, por las razones que 
se dieron al comienzo del Capítulo 11 (pp. 94-98). Por lo tanto, “2 (p2) € 2 (pz )” es 
un sin-sentido, y nuestro quinto y último requisito se cumple. 


En el caso de f (1x) (bx), así como en el de f [2 (6z) ), existe una ambigiiedad 
por lo que respecta al alcance de 2 (¿z) si interviene en una proposición que, a su 
vez, es parte de una proposición más larga. Pero en el caso de las clases, puesto que 
contamos con el axioma de la reducibilidad, a saber, 

(AY): pr. =2. y lz, 

que sustituye a E ! (1x) (Ax), resulta que el valor de verdad de cualquier proposición 
en la que se presente £ (pz) es el mismo, cualquiera que sea el alcance que le demos 
af (pz), con tal que la proposición sea una función extensional de cuanta función 
pueda contener. Por eso podemos adoptar la convención de que el alcance sea 
siempre la proposición más pequeña encerrada por puntos o por corchetes en la que 
aparezca £ (pz). Si en algún momento se requiere un alcance mayor, podemos 
indicarlo por “[2 (pz)]” seguido de puntos, de la misma forma que hicimos para 
[0x) (6x)]. 

Similarmente, cuando aparecen dos símbolos de clases, como p. ej. en una 
proposición de la forma f (2 (Hz), £ (yz)), no necesitamos recordar las reglas para 
los alcances de los dos símbolos, ya que todas las alternativas dan resultados 
equivalentes, como es fácil probar. En cuanto a las proposiciones preliminares es 
deseable tener una regla para que podamos decidir sobre qué clase de símbolo se 
presenta primero, a fin de que, al escribirlo, tenga el alcance más largo. 

La representación de una clase por una letra única a no puede entenderse en este 
momento. No obstante, el símbolo a es ambiguo, en tanto que esté sin decidir cuál 
es el significado de los símbolos ¿ (pz), 4 (Yz), 2 (xz), etc., en donde 4£, y, xí, 
etc., son las diversas funciones determinantes de las clases. Según cuál sea la 
elección tomada, resultan diferentes proposiciones. Pero todas las proposiciones que 
resulten son equivalentes en virtud de la siguiente proposición que se puede probar 
fácilmente: 


“k:igr=.y2.D./(2(p2) =/ (2 (y 2)" 
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Desde ahora, salvo que deseemos tratar de la propia función determinante, de suerte 
que la noción de clase no se presente en la realidad de una manera adecuada, la 
ambigúedad en la simbolización de a carece totalmente de importancia, si bien 
—como veremos inmediatamente— nos veamos obligados a limitarnos a funciones 
determinantes predicativas. Así, pues, “f (a)”, en donde q es una clase variable, es 
realmente “f(2 (6z)]”, en donde $ es una función variable; o sea, es 


“(Gr) das=e tz. fiv! 2,” 


en donde $ es una función variable. Pero aquí se presenta una dificultad que se 
supera por una limitación impuesta a nuestra práctica, así como por el axioma de la 
reducibilidad. No obstante, las funciones determinantes, (é, yZ, etc., serán de tipos 
diferentes aunque el axioma de la reducibilidad asegure que algunas son funciones 
predicativas. Entonces, al interpretar a a« como una variable en términos de la 
variación de cualquier función determinante, caeríamos en errores salvo que nos 
limitemos a las funciones determinantes predicativas. Estos errores aparecen espe- 
cialmente en la transición a la variación total (cf. pp. 70, 71). Consiguientemente 


fa=-(qy).bla=. pte. f(y!2] DI 
La peculiaridad de una definición del uso de una letra única [a saber, a] en lugar de 
un símbolo variable incompleto es que, aunque en cierto sentido sea sólo una 
variable real, se presenta sólo en el definiendum, mientras que “4”, aun cuando sea 
una variable real, aparece sólo en el definiens, 


Así, pues, “fá” significa 
«qw ¿lezsyla.f1y12" 


“($ (ay) plz yla. f1y12" 


Por consiguiente, en los razonamientos matemáticos podemos prescindir del aparato 
completo de las funciones, y pensar sólo en las clases como *“quasi-cosas” capaces 
de representación inmediata mediante un nombre único. La ventaja es doble: 1) las 
clases están determinadas por sus miembros, de forma que para un conjunto de 
miembros existe una clase; 2) el “tipo” de una clase queda completamente definido 
por el tipo de sus miembros. 


y “(a), fa” significa 


Una función predicativa de una clase también se puede definir así: 
fa=.(qy) plas. plo. fly! 2] DE 


Así, pues, una función predicativa de una clase es siempre una función predicativa 
de cualquier función determinante predicativa de la clase, aunque la conversa no lo 
sea. 


3) Las relaciones. Con respecto a las relaciones contamos con una teoría 
absolutamente análoga a la que acabamos de explicar con respecto a las clases. Las 
relaciones en extensión, al igual que ocurría en las clases, son símbolos incompletos. 
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Necesitamos una división de funciones de dos variables en funciones predicativas y 
no-predicativas, por las mismas razones que hemos expuesto en el Capítulo 11. 
Empleamos la notación “ ! (x, y)” para simbolizar una función predicativa de x e 


y, 

Usamos “¿ ! (X, P)” para simbolizar la función como opuesta a sus valores; y 
usamos “£f $ (x, y)” para la relación (en intensión) determinada por $ (x, y). 
Proponemos 


IDH (Sy) =:(HY): (0, y) -=e y Y Uy): fr (2,9 DL 
Así, pues, aun cuando f [y !(%, P)] no sea una función extensional de y, 


SAXP b (% y) ] es una función extensional de 6. Por lo tanto, al igual que en el caso 
de las clases, deducimos 


E:.29p(2,y)=29 y (2, y) .=:p(2,y) -=e,y + Y (2, y), 
esto es, una relación está determinada por su extensión, y viceversa. 
Sobre la analogía de la definición de “x e y ! 2”, presentamos 
aly!t(2,9) y -=-yl(=,y) DF (48). 

Esta definición, al igual que la de “x € y 1! £”, no se introduce por causa propia, 
sino a fin de dar un significado a 
21299 (2, y) y. 
En virtud de nuestras definiciones, este significado es 
(Y) :9 (0, y) -Eny yl (o y):2 (412,9) y, 
esto es (Ay): $(2,y)-E xy - Y lo, y): y 1 (x, y), 
y ésta, en virtud del axioma de la reducibilidad 
“(qY): 9 (a y) -Ezy Y»! (2. y)" 
es equivalente a $ (2,y). 


Así, pues, siempre tenemos 
Fix [2D p(z, y) y =$ (z,y). 


Siempre que la función determinante de una relación no sea relevante, podemos 
sustituir Xp $ (xy) por una letra mayúscula única. En virtud de la proposición 
anterior, 

t:oR=S.=:xRy.=x y. 28y, 


Es R=iYb(e, y) .=:24Ry =x.y- $ (2,4), 
y E.R=2H(2Ry). 


(48) Esta definición suscita ciertas cuestiones en cuanto a los dos sentidos de una relación, 
que se tratarán en el +21. 
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Las clases de relaciones y las relaciones de relaciones pueden tratarse como se 
trataron antes las clases de clases. 


Del mismo modo que una clase no debe ser capaz de ser o no ser un miembro de 
ella misma, así también una relación no debe ser ni no ser relacionante ni relaciona- 
do con respecto a sí misma. Esto viene a ser equivalente a la afirmación de que 
$ ! (2, P) no puede ser, significativamente, de los argumentos x o y en (! (x, y). 
Este principio, igualmente, resulta de la limitación a los posibles argumentos de una 
función expuesta al comienzo del Capítulo 11. 

Podemos recapitular toda la discusión acerca de los símbolos incompletos con lo 
que exponemos a continuación. 


El uso del símbolo “(1x) (dx)”, como si en “f (1x) (4x)” representase directamen- 
te a un argumento de la función fZ se hizo posible merced a los teoremas 


+:.El(a) ($1). :(2). fx... f(0) ($2), 

E: (12) (pm) =(12) (ya) 3. (12) ( $3) = (12) (yz), 

+: E! (10) (px). 3.12) (62) = (12) (67), 

E: (0) ($2) =(10) (yx). =. (12) (yo) = (12) ($0), 

E: (12) (da) = (12) (y 2). (12) (ya) = (12) (2) «9. (10) (du) = (10) (xq). 

El uso del símbolo “x (gx)” (o de una letra única, tal como a, para representar 

dicho símbolo) como si, en “f (% (fx) ”, representase directamente a un argumen- 
to q: para una función fú, se hizo posible por los teoremas 


Es(a). fa... f 290), 

+: D(62)=9 (y) .>.f(2(40)) = (2 (px). 

F.2($2)=2(p2), 

+: 2($0)=2(y2).=.2(y2)=2 (42), 

+:2(p1) =2(yz).2 (ya) =2 (yx) .>. 2 ($1) =%5(x2). 
Se debe suponer que, a lo largo de estas proposiciones, los tipos están debidamente 
ajustados, allí donde fuese posible alguna ambigiúedad. 


El uso del símbolo “XY [$ (x, y)]” (o de una letra única, tal como la R, para 
representar a dicho símbolo) como si, en “f(X$ 9 (x, y)) ” representase directa- 
mente a un argumento R para una función fR, se hizo posible por los teoremas 

E(B).JR-3 Se la. 
299, = 89 y (2 y) 3 F(2 (0,9) = 129 y (e, y), 
79 p(z, y) =29 dz, y), 
De AN= 9 Vr (ay). = y (ay) =p (ix ), 
: 99) =D y lay) 79 y (ay) =0 x (o, y) > 

3.79 e (e, y) = 59 q (z, y). 

A lo largo de estas proposiciones debe suponerse que los tipos están debidamente 
ajustados, allí en donde sea posible una ambigijedad. 


De estos tres grupos de teoremas resulta que estos símbolos incompletos obede- 


Tormsrg¿g 
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cen a las mismas reglas formales de la identidad que obedecen los símbolos que 
representan directamente a objetos, con tal que consideremos sólo la equivalencia 
de los valores de la variable (o constante) resultante correspondiente a las funciones 
proposicionales, y no su identidad. Esta consideración de la identidad de las 
proposiciones nunca entra dentro de nuestro razonamiento formal. 


Similarmente, las limitaciones para el empleo de estos símbolos pueden resumir- 


se como se explica a continuación. En el caso de (+x) (¿w), la principal vía en la que 
es relevante su incompletitud es aquella en la que no siempre tenemos 


(2)-f2..f(0) ($2), 


que significa que una función que siempre es verdadera puede, sin embargo, no ser 
verdad de (1x) (fx). Esto es posible porque f (1) (qx) no es un valor de f%, de forma 
que, aun cuando todos los valores de f% sean verdaderos, f (1x) ((x) puede no ser 
verdadero. Esto acontece cuando (+x) (dx) no existe. Así, pues, por ejemplo, 
tenemos (x).x =x, pero no tenemos 


el círculo cuadrado = el círculo cuadrado. 
La inferencia (2) .fc.>.f(11)(0x) 


sólo es válida cuando E ! (1x) ((x). Tan pronto como sepamos que E ! (x) (qc), el 
hecho de que (1x) (dx) sea un símbolo incompleto se hace irrelevante, mientras que 
nos limitemos a que las funciones-de-verdad (49) de cualquier proposición sean su 
alcance. Pero, aun cuando E! (x) ((x), la incompletitud de (ax) ((4x) puede ser 
relevante cuando nos salgamos de los valores de verdad. Por ejemplo, Jorge IV deseó 
conocer si Scott era el autor de Waverley; es decir, él deseó saber si una proposición 
de la forma “c= (1x) (fx)” era verdadera. Pero no había proposición de la forma 
“e = y” relativa a lo que él deseaba conocer si era verdad. 


Con respecto a las clases, la relevancia de su incompletitud es, en cierto modo, 
diferente. Ello puede ilustrarse por el hecho de que podemos tener 


2($2)=y 12.2 (p2)=x!? 
sin tener y 12=x 12. 


Pero, por una aplicación directa de las definiciones, encontramos que 
E:2(p2)=y!2.=.de=, y! 2. 
Así, pues, tendremos 
Ripr= Y lx. prox 2.2.2 (p2)=Y4 12.2 (d2)=x 12, 


pero no necesariamente debemos tener y 1 Z = x 1 bajo estas circunstancias, ya 
que dos funciones pueden muy bien ser formalmente equivalentes sin ser idénticas; 
por ejemplo 


(49) Cf. p. 61. 
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x = Scott . =x .x = el autor de Waverley, 


pero la función “f= el autor de Waverley” tiene la propiedad de que Jorge IV 
deseó conocer si su valor con el argumento “Scott” era verdadero, mientras que la 
función “2 = Scott” no tiene tal propiedad y, por lo tanto, las dos funciones no son 
idénticas. Por consiguiente, existe una función proposicional, a saber 


r=y.4=3.).y=2, 


que es válida sin excepción alguna y, sin embargo, no es válida cuando sustituimos 
la x por una clase, o sustituimos la y y la z por funciones. Esto sólo es posible 
porque una clase es un símbolo incompleto y, por tanto, “Z (pz) = y 1 z” no es un 
valor de ““x = y”. 

Se observará que “0 12 =y!Z” no es una función extensional de y | £. Así, 
pues, el alcance de 2 ($) es relevante al interpretar el producto 


2(d2)=Y 12.2 ($2)=x 12. 


Si tomamos la totalidad del producto como el alcance de 2 (¿z), el producto es 
equivalente a 


(30):$2=,01x.012=y12.0!1?=x12, 


y esto hace implicar y!2=x12, 


En modo general, podemos decir que el hecho de que Z (pz) sea un símbolo 
incompleto no es relevante, siempre que nos limitemos a las funciones extensionales 
de funciones, pero es apto para llegar a ser relevante en otras diferentes funciones 
de funciones. 


144 


PARTE I 


LOGICA MATEMATICA 


SUMARIO DE LA PARTE I 


En esta Parte trataremos de los temas que tradicionalmente pertenecen a la 
lógica simbólica, o que merecen pertenecer a ella en virtud de su generalidad. 
Debemos establecer, por así decir, las propiedades de las proposiciones, funciones 
proposicionales, clases y relaciones, en la forma en que sean adecuadas para 
cualquier razonamiento matemático, y no sólo para una u otra rama de las 
matemáticas. 


Los asuntos tratados en la Parte 1 pueden contemplarse bajo dos aspectos: 
1) como una cadena deductiva apoyada sobre proposiciones primitivas, 2) como 
un cálculo formal. Adoptando el primer punto de vista comenzamos, en el número 
*l, con ciertos axiomas relativos a la deducción de una proposición, o de una 
función proposicional aseverada, a partir de otra. Desde estas proposiciones primiti- 
vas, que se ofrecen en la Sección A, deducimos varias proposiciones concernientes a 
cuatro modos de obtener proposiciones nuevas a partir de otras dadas; a saber, la 
negación, disyunción, conjunción e implicación, de las cuales las dos últimas pueden 
ser definidas en función de las dos primeras. A lo largo de esta primera sección, 
aunque (como se verá al principio de la Sección B) nuestras proposiciones —no 
cambiadas simbólicamente— se apliquen a cualesquiera proposiciones como valores 
de nuestras variables, sin embargo ha de suponerse que todas nuestras proposiciones 
variables son de las que llamaremos proposiciones elementales, es decir, aquellas que 
no contienen referencia, explícita o implícita, a ninguna totalidad. Esta restricción 
se impone debido a la distinción entre los diferentes fipos de proposiciones, 
explicada en el Capítulo 1 de la Introducción. No obstante, su importancia y 
objetivos son puramente filosóficos; por ello, en tanto se considere sólo el interés 
matemático, no es preciso recordar esta restricción preliminar en cuanto a las 
proposiciones elementales, la cual queda suprimida simbólicamente al comienzo de 
la sección próxima. 

La Sección B trata, inicialmente, de las relaciones entre proposiciones que 
contienen variables aparentes (esto es, que entrañan las nociones de “todo” o 
““algún”), así como de éstas con las proposiciones que no contienen variables 
aparentes. Mostramos que, en donde intervienen proposiciones que contienen 
variables aparentes, podemos definir la negación, disyunción, conjunción, e implica- 
ción de tal forma que sus propiedades sean exactamente análogas a las propiedades 
de las correspondientes ideas, tal como se aplican a las proposiciones elementales. 
Enseñamos también que la implicación formal, es decir “(x) . dx > Yx” considerada 
como una relación de d% a yx, tiene muchas propiedades análogas a las de la 
implicación material, esto es, a “p 3 q” considerada como una relación de paq. A 
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continuación, nos ocuparemos de las funciones predicativas y del axioma de la 
reducibilidad, que son indispensables en el empleo de las funciones como variables 
aparentes. Un ejemplo de tal empleo se ofrece en el caso de la identidad, que es el 
asunto siguiente que se considera en la Sección B. Finalmente, esta sección se ocupa 
de las descripciones, es decir, de las frases de la forma “el tal y cual” (en singular). 
Se muestra que la apariencia de un sujeto gramatical de la forma “el tal y cual” es 
engañosa, y que tales proposiciones, consideradas en su totalidad, no contienen tal 
sujeto, sino que en cambio contienen una variable aparente. 


La Sección C trata de las clases y de las relaciones en tanto que son análogas a las 
clases. Las clases y relaciones, así como las descripciones, se muestran como 
“símbolos incompletos” (cf. Introducción, Capítulo III); también se muestra que 
una proposición que gramaticalmente está en conexión con una clase debe ser 
considerada como algo realmente relacionado con una función proposicional y con 
una variable aparente cuyos valores sean funciones proposicionales predicativas (con 
un resultado similar para las relaciones). El resto de la Sección C trata del cálculo de 
clases, y del cálculo de relaciones en cuanto que es análogo al de clases. 


La Sección D versa sobre aquellas propiedades de las relaciones que no tienen su 
análoga en las clases. En esta sección se introducen un número de ideas y notaciones 
que son constantemente necesarias a lo largo del resto de este libro. Muchas de las 
propiedades de las relaciones que tienen análogas en la teoría de clases son 
comparativamente de poca importancia, mientras que aquellas que no tienen 
análogas son de la mayor utilidad. Es en parte por esta razón por lo que el énfasis 
puesto especialmente en el cálculo de la lógica simbólica ha resultado ser un 
obstáculo, hasta ahora, para el adecuado desarrollo de la teoría de relaciones. 


La Sección E, finalmente, extiende las nociones de adición y multiplicación de 
clases o de relaciones a los casos en donde los sumandos o factores no se dan 
individualmente sino como miembros de alguna clase. La ventaja obtenida por esta 
ampliación es que nos capacita para tratar acerca de un número infinito de 
sumandos o factores. 


Considerada como un cálculo formal, la lógica matemática tiene tres ramas que 
son análogas, a saber: 1) el cálculo de proposiciones, 2) el cálculo de clases, y 3) el 
cálculo de relaciones. De éstas, la 1) se trata en la Sección A, mientras que la 2) y la 
3), en tanto que son análogas, se consideran en la Sección C. Para cada una de las 
tres tenemos las cuatro ideas análogas de negación, adición, multiplicación, e 
implicación o inclusión. De éstas, la negación es análoga a la noción de negativo del 
álgebra ordinaria, y la implicación o inclusión es análoga a la relación ““menor que o 
igual a” del álgebra ordinaria. Pero la analogía no debe forzarse, ya que tiene 
importantes limitaciones. La suma de dos proposiciones es su disyunción, la suma 
de dos clases es la clase de los términos que pertenecen a una u otra, la suma de dos 
relaciones es la relación que consiste en el hecho de que sea válida una u otra 
relación. La suma de una clase de clases es la clase de todos los términos pertene- 
cientes a una u otra de las clases, y la suma de una clase de relaciones es la relación 
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que consiste en el hecho de que sea válida alguna relación de la clase. El producto 
de dos proposiciones es su conjunción aseverada; el producto de dos clases es su 
parte común; el producto de dos relaciones es la relación que consiste en el hecho 
de que son válidas juntamente ambas relaciones. El producto de una clase de clases 
es la parte común de todas ellas, y el producto de una clase de relaciones es la 
relación que consiste en el hecho de que son válidas todas las relaciones de la clase 
en cuestión. La inclusión de una clase en otra consiste en el hecho de que todos los 
miembros de una son miembros de la otra, mientras que la inclusión de una relación 
en otra consiste en el hecho de que cada par de términos entre los que hay una 
relación también tienen la otra relación. Se puede, entonces, mostrar que las 
propiedades de la negación, suma, multiplicación e inclusión son exactamente 
análogas para las clases y las relaciones, y son, con ciertas excepciones, análogas a 
las propiedades de la negación, adición, multiplicación e implicación para las 
proposiciones. (Las excepciones surgen principalmente del hecho de que “p implica 
q” es en sí misma una proposición, y puede, por tanto, implicar y ser implicada, 
mientras que “a está contenida en ff”, en donde a y f son clases, no es una clase y, 
por tanto, ni puede contener ni ser contenida en otra clase y). Pero las clases tienen 
ciertas propiedades que no poseen las proposiciones: ellas surgen del hecho de que 
las clases no tienen una división doble —correspondeiente a la división de las 
proposiciones en verdaderas o falsas—, sino una división triple, a saber, en 1) la 
clase universal, que contiene la totalidad de miembros de un cierto tipo, 2) la clase 
nula, que no tiene miembros, y 3) todas las demás clases que ni contienen nada ni 
contienen todo lo de un tipo adecuado. Las propiedades correspondientes de las 
clases, que no sean análogas a las propiedades de las proposiciones, se tratan en el 
*24, Y lo mismo que las clases tienen propiedades que no son análogas a ninguna 
propiedad de las proposiciones, también las relaciones tienen propiedades que no 
son análogas a ninguna propiedad de las clases, aunque todas las propiedades de las 
clases tengan análogas entre las de las relaciones. Las propiedades especiales de las 
relaciones son mucho más numerosas e importantes que las propiedades que 
pertenecen a las clases, pero no a las proposiciones. Estas propiedades especiales de 
las relaciones ocupan, por lo tanto, una sección completa, que es la Sección D. 
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El objeto de esta sección es exponer la primera etapa de la deducción de la 
matemática pura desde sus fundamentos lógicos. Esta primera etapa está necesaria- 
mente vinculada con la deducción misma, es decir, con los principios por los cuales 
las conclusiones se infieren de las premisas. Si nuestro objetivo es aclarar todos 
nuestros supuestos y efectuar la deducción de todas las demás proposiciones a partir 
de estos supuestos, es obvio que los primeros supuestos que necesitamos son 
aquellos que se precisan para hacer posible la deducción. Frecuentemente se 
considera a la lógica simbólica como constituida por dos partes en coordinación: la 
teoría de clases y la teoría de proposiciones. Pero, desde nuestro punto de vista, 
estas dos partes no están coordinadas; y ello es así porque en la teoría de clases 
deducimos una proposición a partir de otra por medio de los principios que 
pertenecen a la teoría de las proposiciones, mientras que en la teoría de proposicio- 
nes en ninguna parte se requiere la teoría de clases. Por lo tanto, en un sistema 
deductivo la teoría de proposiciones precede necesariamente a la teoría de clases. 


No es completamente adecuado que lo que se va a tratar a continuación se 
describa como la teoría de proposiciones. En realidad se trata de la teoría de cómo 
una proposición puede inferirse de otra. Ahora bien, a fin de que una proposición 
puede inferirse de otra es necesario que las dos deban tener la relación que hace de 
una la consecuencia de la otra. Cuando una proposición q es una consecuencia de 
una proposición p decimos que p implica q. Así, pues, la deducción se apoya sobre 
la relación de implicación, y cada sistema deductivo debe contener entre sus 
premisas tantas de las propiedades de la implicación como sean precisas para 
legitimar el procedimiento ordinario de deducción. En esta sección ciertas proposi- 
ciones se expondrán como premisas, y se mostrará que todas ellas son necesarias, 
aunque es posible que su número pueda disminuirse. Todo lo que se afirma en 
relación con las premisas es: 1) que son verdaderas, 2) que son suficientes para la 
teoría de la deducción, 3) que no sabemos cómo disminuir su número. Sin 
embargo, con respecto a 2) debe haber siempre un elemento de duda, puesto que es 
difícil asegurar que uno nunca usa inconscientemente algún principio. El hábito de 
guiarse rígidamente por las reglas simbólicas formales es una salvaguardia frente a 
las suposiciones inconscientes, pero ni siquiera esta salvaguardia es siempre suficien- 
te. 
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Ya que todas las definiciones de términos están afectadas por medio de otros 
términos, cada sistema de definiciones que no sea circular debe partir de una cierta 
provisión de términos no-definidos. Hasta cierto punto es opcional las ideas que 
tomemos como no-definidas en matemáticas; los motivos que guían nuestra elec- 
ción serán: 1) conseguir el menor número posible de ideas no-definidas, y 2) entre 
dos sistemas en los que el número sea igual, elegir el que parezca más simple y más 
fácil. No conocemos el modo de probar que tal o cual sistema de ideas no-definidas 
contenga tan pocas como para dar tales o cuales resultados (50). Por ende, sólo 
podemos decir que tales o cuales ideas son no-definidas en un sistema tal o cual, 
pero no que ellas son indefinibles. Siguiendo a Peano, llamaremos a las ideas 
no-definidas y a las proposiciones no-demostradas, respectivamente, ideas primitivas 
y proposiciones primitivas. Las ideas primitivas se explican por medio de descripcio- 
nes pensadas para indicar al lector lo que se quiso decir; pero las explicaciones no 
constituyen definiciones porque ellas realmente abarcan las ideas que explican. 


En este número, primero enumeraremos las ideas primitivas necesarias en esta 
sección; a continuación, definiremos la implicación; y, después, enunciaremos las 
proposiciones primitivas requeridas en esta sección. Cada definición o proposición 
que aparece en el libro tiene un número, para que sirva de referencia. Siguiendo a 
Peano, emplearemos números que tienen una parte decimal así como una parte 
entera, con el objeto de poder intercalar nuevas proposiciones entre dos cualesquie- 
ra. Un cambio en la parte entera del número se empleará para que corresponda a un 
nuevo capítulo. Generalmente las definiciones tendrán números cuya parte decimal 
sea menor que -1, y normalmente se pondrán al comienzo de los capítulos. Como 
referencia, las partes enteras de los números de las proposiciones se distinguirán 
porque están precedidas por un asterisco; así, pues, ““*1"01” significa la definición o 
proposición así numerada, y “*1” significa el capítulo en el que las proposiciones 
tienen números cuya parte entera es 1, es decir, el presente capítulo. Generalmente 
a los capítulos se les llamará “números”. 


LAS IDEAS PRÍMITIVAS 


1) Proposiciones elementales. Por proposición “elemental” entendemos aquella 
que no contiene variable alguna; o, dicho de otra forma, que no entrañe palabras 


”» 


como “todo”, “algún”, “el”, o equivalente a ellas. Una proposición tal como “esto 
prop 


(50) Los métodos reconocidos de probar la independencia no son aplicables, sin reservas, a 
los fundamentos, Cf. Principles of Mathematics, $ 17. Lo que hay que decir respecto de las 
proposiciones primitivas se aplica aún con más fuerza a las ideas primitivas. 
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es rojo”, en donde “esto” es algo dado por la sensación, será elemental. Cualquier 
combinación de proposiciones elementales dadas, obtenida por medio de la nega- 
ción, disyunción, o conjunción (véase después) será elemental. En las proposiciones 
primitivas que aparecen en este número, y, por tanto, en las deducciones que a 
partir de estas proposiciones primitivas se hagan en *2-—*5, las letras p, q, r, s se 
usarán para significar proposiciones elementales. 


2) Funciones proposicionales elementales. Por “función proposicional elemen- 
tal” entendemos una expresión que contiene un constituyente indeterminado, es 
decir, una variable, o varios constituyentes tales que, cuando el constituyente 
indeterminado o los constituyentes se determinan (o sea, cuando se asignan valores 
a la variable o variables), el valor resultante de la expresión en cuestión es una 
proposición elemental. Así, pues, si p es una proposición elemental indeterminada, 
““no-p” es una función proposiciona! elemental. 


Mostraremos en el *9 cómo extender los resultados de éste y de los siguientes 
números (*1—*5) a las proposiciones que no sean elementales. 


3) Aserción Cualquier proposición puede estar o aseverada o simplemente 
considerada. Si digo “César murió” afirmo la proposición *“César murió”; pero si 
digo “* *César murió” es una proposición” hago una aserción diferente de la anterior, 
y, en este caso, “César murió” no está aseverada, sino meramente considerada. De 
manera similar, en una proposición hipotética, por ejemplo “si a = b, entonces 
b=a”, tenemos dos proposiciones que no están aseveradas —a saber, “a =b” y 
*b=a”-— mientras que lo que se afirma es que la primera de ellas implica la 
segunda. En el lenguaje, cuando una proposición está meramente considerada lo 
indicamos por “sí tal y cual” o “este tal y cual”, o simplemente por medio de 
comas invertidas. En cuanto a los símbolos, si p es una proposición, p por sí misma 
representará la proposición no aseverada mientras que la proposición aseverada se 
simbolizará por 


“p A P. ” 


El signo “+” se llama signo de aserción (51); puede leerse por “es verdadero que” 
(aunque filosóficamente esto no es exactamente lo que significa). Los puntos 
después de el signo de aserción indican su rango; es decir, todo lo que le siga está 
aseverado hasta que alcancemos otro lugar en donde un número de puntos igual 
precede a un signo de aserción o al final de la sentencia. Así, pues, “F:p.>.q” 
significa “es verdadero que p implica q” mientras que “F.p.>+H.q” significa “p 
es verdadero; por lo tanto q es verdadero” (52). La primera de ellas no supone 
necesariamente la verdad de p o de q, mientras que la segunda abarca la verdad de 
ambas. 





(51) Hemos adoptado de Frege tanto la idea como el símbolo de aserción. 


(52) Cf. Principles of Mathematics, $ 38. 
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4) Aserción de una función proposicional. Además de la aserción de las proposi- 
ciones definidas necesitamos lo que denominamos “aserción de una función propo- 
sicional”. La noción general de la aserción de cualquier función proposicional no se 
emplea hasta el *9, pero al mismo tiempo usamos la noción de aseverar varias 
proposiciones elementales especiales. Sea fx una función proposicional cuyo argu- 
mento €s x; entonces, podemos aseverar fx sin asignar un valor a x. Esto se hace, 
por ejemplo, cuando la ley de identidad se asevera en la forma “A es A”. Aquí, Á 
queda indeterminada porque, aun cuando A pueda estar determinada, el resultado 
será verdadero. De este modo, cuando aseveramos fx, dejando la x indeterminada, 
afirmamos un valor ambiguo de nuestra función. Esto sólo es legítimo si, aunque se 
pueda determinar la ambigiedad, el resultado es verdadero. Así, tomemos como 
ilustración la proposición +1'2, que se expondrá más adelante; a saber 

“Eipvp.D.p” 
esto es, **'p o p' implica p”. Aquí, p puede ser una proposición elemental 
cualquiera, dejando p indeterminada, obtenemos una aserción que puede aplicarse a 
una proposición elemental particular cualquiera. Tales aserciones son semejantes a 
los enunciados particulares de la geometría euclidea: cuando se dice “sea ABC un 
triángulo isósceles; entonces, los ángulos en la base serán iguales”, lo que se dice se 
aplica a un triángulo isósceles cualquiera; esto se expresa refiriéndolo a un triángulo, 
pero no auno en particular. Todas las aserciones que figuran en este trabajo, con muy 
pocas excepciones, aseveran funciones proposicionales, y no proposiciones definidas. 


En realidad, una proposición elemental constante no se presentará en este 
trabajo, ni en cualquier otro que emplee sólo ideas lógicas. Las ideas y las 
proposiciones de la lógica son todas generales: una aserción (por ejemplo) que es 
verdad de Sócrates pero no de Platón, no pertenecerá a la lógica (53); y si una 
aserción que es verdad de ambos se presenta en la lógica, no debe hacerse más que 
refiriéndola a una variable x. A fin de obtener, en lógica, una proposición definida 
en vez de una función proposicional, es necesario tomar alguna función proposicio- 
nal y aseverar lo que es verdad siempre o algunas veces, esto es, con todos los 
valores posibles de la variable o con algún valor posible. De este modo, dando el 
nombre de “individual” a todo lo que no es ni proposición ni función, la proposi- 
ción “cada individual es idéntico consigo mismo” o la proposición “existen indivi- 
duales” serán proposiciones pertenecientes a la lógica. Pero estas proposiciones no 
son elementales. 


S) Negación. Si p es una proposición, la proposición “no-p”, o “p es falsa” se 
representará por “— p”. De momento, p deberá ser una proposición elemental. 

6) Disvunción. Si p y q son proposiciones cualesquiera, la proposición “p o q”, 
esto es. “p es verdadera o q es verdadera”, en donde las alternativas no se excluyen 





(53) Cuando decimos que una proposición “pertenece a la lógica” queremos significar que 
puede ser expresada en términos de las ideas primitivas de la lógica. Lo que no damos a 
entender es que la lógica se ocupa de ella porque, desde luego, eso debe ser verdad para toda 
proposición. 
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mútuamente, se representará por 


“p v q” 
Esto se llama la disyunción o la suma lógica de p y q. Así, pues, “— p y q” significa 
“p es falsa o q es verdadera”; ““ (p v q)” significa “es falso que p o q sea 
verdadero”, que es equivalente a “p y q son ambos falsos”; **— (— p y q)” significa 
“es falso que p es falso o q es falso”, lo cual es equivalente a “p y q son ambos 
verdaderos”; y así sucesivamente. De momento, p y q deben ser proposiciones 
elementales. 


Todas las ideas primitivas expuestas arriba se necesitan en la teoría de la 
deducción. Otras ideas primitivas se introducirán en la Sección B. 


Definición de la implicación. Cuando una proposición q se sigue de una proposi- 
ción p, de forma que si p es verdadera, q debe ser también verdadera, decimos que p 
implica q. La idea de implicación, en la forma en que requerimos, puede definirse, 
El significado que se da a la implicación en lo que sigue puede, a primer vista, 
parecer en cierto modo artificial; pero aunque hay otros significados legítimos, el 
que hemos adoptado aquí es mucho más conveniente para nuestros propósitos que 
cualquier otro. La propiedad esencial que requerimos de la implicación es ésta: “Lo 
que está implicado por una proposición verdadera es verdadero”. En virtud de esta 
propiedad es por lo que la implicación logra las pruebas. Pero esta propiedad de 
ninguna manera determina si algo (y si así es, el qué) está implicado por una 
proposición falsa. Lo que ella determina es que, si p implica q, entonces no puede 
darse el caso de que p sea verdadero y q sea falso; esto es, debe darse el caso de que* 
p sea falso o q sea verdadero. La interpretación más conveniente de la implicación 
es decir, por el contrario que si p es falso o q es verdadero, entonces *“p implica q” 
es verdadero. Por lo tanto, *“p implica q” debe definirse con la significación: “o p es 
falso o q es verdadero”. Por consiguiente, ponemos 


*101 p)>g.=.=pvqg DI. 


Aquí, las letras “Df” significan “definición”. Estas letras juntamente con el signo 
de igualdad se consideran que forman un solo símbolo, significando *'se define para 
significar” (54). Lo que venga a la izquierda del signo de igualdad se define de 
forma que signifique lo mismo que lo que venga a su derecha. La definición no se 
encuentra entre las ideas primitivas, porque las definiciones tienen relación exclusi- 
vamente con el simbolismo y no con lo que se simboliza; se introducen por 
conveniencia práctica aunque teóricamente no son necesarias. 


En virtud de la definición dada, cuando se tiene “p D q”, entonces o p es falso o 
q es verdadero; por tanto, si p es verdadero, q debe ser verdadero. De este modo, la 
definición anterior preserva la característica esencial de la implicación; ella da, de 
hecho, el significado general más compatible con el mantenimiento de esta caracte- 
rística. 


(54) El signo de igualdad no seguido por las letras “Df” tiene un significado diferente, que 
se definirá más adelante. 
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LAS PROPOSICIONES PRIMITIVAS 


*1-1. Todo lo implicado por una proposición elemental verdadera es verdadero. 
Pp (55). 

Este principio se extenderá en el *9 a proposiciones que no son elementales. No 
es lo mismo que “si p es verdadero, entonces sí p implica q, q es verdadero”. Esta es 
una proposición verdadera, pero tiene validez igualmente cuando p no es verdadero 
y cuando p no implica q. Ello no nos capacita, al igual que con el principio que nos 
ocupa, para aseverar simplemente q, sin ninguna hipótesis. No podemos expresar 
simbólicamente el principio porque, en cierto modo, cualquier simbolismo en el que 
p es variable sólo ofrece la hipótesis de que p sea verdadero, pero no el hecho de 
que sea verdadero (56). 


El principio anterior se usa dondequiera que tengamos que deducir una proposi- 
ción a partir de una proposición. Pero la inmensa mayoría de las aserciones que 
figuran en este trabajo son aserciones de funciones proposicionales, esto es, que 
contienen una variable indeterminada. Dado que la aserción de una función proposi- 
cional es una idea primitiva distinta de la aserción de una proposición, requerimos 
una proposición primitiva diferente de la *1'1, aunque allegada a ella, para permitir- 
nos deducir de las aserciones de dos funciones proposicionales, la “yx” y la 
“fx D yx”. Esta proposición primitiva es como sigue: 


*1'11, Cuando «x puede aseverarse, siendo x una variable real, y dx > yx puede 
aseverarse, siendo x una variable real, entonces yx puede aseverarse, siendo x una 
variable real. Pp. 


Este principio también es aplicable en las funciones de varias variables. 


Parte de la importancia de esta proposición primitiva radica en el hecho de que 
expresa mediante símbolos un resultado siguiendo la teoría de tipos, que requiere 
un reconocimiento simbólico. Supóngase que tenemos las dos aserciones de funcio- 
nes proposicionales “k .fx” y “E. qx D yx”; entonces la “x” en gx no es absoluta- 
mente nada, sino algo que utilizado como argumento hace que la función “px” sea 
significante; de manera similar, en “px > yx”, la x es algo por el cual “fx > yx” es 
significante. Aparte de algún axioma, no sabemos si las x”s por las que se hace 
significante “fx D yx” son las mismas que éstas por las que “¿x” se hace significan- 
te. La proposición primitiva *1'11, (por la cual podemos asegurar que, como 
resultado de las aserciones de las funciones proposicionales “dx” y “bx px”, 
también puede aseverarse la función proposicional yx), asegura un reconocimiento 
parcial simbólico, de la manera más práctica en deducciones reales, de un importan- 
te principio que proviene de la teoría de tipos; este principio es: si hay un solo 
argumento a por el cual tanto “¿a” como “wa” son significantes, entonces el rango 
de los argumentos por los que “¿x” es significante es el mismo rango de los 





(55) Las letras “Pp”, siguiendo a Peano, significan “proposición primitiva”. 
(56) Para más detalles sobre este principio, cf. Principles of Mathematics $ 38. 
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argumentos por los cuales “yx” es significante. Es obvio que, si la función 
proposicional “fx > yx” puede aseverarse, debe haber argumentos a por lo que 
“da D Ya” es significante, y por los cuales, por lo tanto, “pa” y “wa” deben ser 
significantes. Por ende, en virtud de nuestro principio, los valores de x por los que 
“Ax” es significante son los mismos que aquellos por los que “Y.x” es significante; 
esto es, el tipo de los posibles argumentos para 4% (cf. p. 69) es el mismo que el de 
los posibles argumentos para yx%. Debido a que la proposición primitiva *1'11 
expone una importante consecuencia práctica de este hecho, se le llama “el axioma 
de la identificación del tipo”. 


Otra consecuencia del principio es que, si hay un argumento a por el cual da y 
va son significantes, entonces qx es significante, siempre que yx sea significante, y 
viceversa; esto se dará en el “axioma de la identificación de variables reales”, 
introducido en el x1'72. Estas dos proposiciones, *1'11 y *1'72, proporcionan lo 
que simbólicamente es esencial para conducir las demostraciones de acuerdo con la 
teoría de tipos. 


La proposición *1"11 se usa en cada inferencia desde una función proposicional 
aseverada a otra. Ilustraremos el empleo de esta proposición exponiendo con detalle 
el procedimiento en la prueba en donde se use por primera vez, o sea en la *2'06. 
Esa proposición es . 

“kipDg.2:qO rr. par” 
Ya hemos probado en la *2'05 la proposición 
LigOr.D:p9q-3.pr. 
Es obvio que la *2'06 resulta de la *2"05 por medio de la *2'04, la cual es 
Fip.D.93r:9:9.3.p>Or. 
Pero si, en esta proposición, sustituimos p por pr, q por pq, y r por p Dr, 
obtenemos, como un caso de la *2'04, la proposición 


E::q3r.D:p9q.D pOr 1.9.9.9 :99Or. 2. pr (DM, 
y aquí la hipótesis se asevera por *2"05. Por consiguiente, nuestra proposición 
primitiva *1'11 nos capacita para aseverar la conclusión. 
*12. kF:ipvp.3.p Pp. 


Esta proposición enuncia: “Si p es verdadero o p es verdadero, entonces p es 
verdadero”. Se denomina “principio de tautología”, y se citará por el título 
abreviado de “Taut”. Es conveniente, para propósitos de referencia, dar nombres a 
unas cuantas de las más importantes proposiciones; en general, las referencias a las 
proposiciones se harán mediante números. 


*1:3. F:q.).pvg Pp. 

Este principio establece: “Si q es verdadero, entonces “p o q? es verdadero”. Así, 
por ejemplo, si q es “hoy es miércoles” y p es “hoy es martes”, el principio expresa: 
“si hoy es miércoles, entonces hoy es o martes o miércoles”. Se llama el “principio 
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de adición” porque declara que si una proposición es verdadera puede añadirsele 
cualquier alternativa sin hacerla falsa. La referencia a este principio será '*Add”. 


*14 b:ipvq.D.qvp Pp. 

Este principio dice que “p o q” implica “q op”. Enuncia la ley permutativa para 
la adición lógica de proposiciones, y se llama el “principio de permutación”. La 
referencia a este principio será “Perm”. 


15. F:pv(qvr).D.gví(pvr) Pp. 


Este principio expresa: “Si p es verdadero o 'q o r' es verdadero, entonces o q es 
verdadero o 'p o r' es verdadero”. Es una forma de la ley asociativa para la adición 
lógica, y se llama “principio asociativo”. La referencia a él se hará como “Assoc”. 
La proposición 

pv(qvr)..(pvg)jvr, 
que debía ser la forma natural de la ley asociativa, tiene menos poder deductivo y, 
por lo tanto, no se considera como una proposición primitiva. 


16. +::q3r.D:pvq.D).pvr Pp. 


Este principio dice: **'Si q implica r, entonces p o q” implica 'p o r” ”. En otras 
palabras, en una implicación, una alternativa puede añadirse a la premisa y a la 
conclusión sin deteriorar la verdad de la implicación. El principio se llama el 
“principio de sumación” y quedará referenciado por “Sum”. 


*1'7. Si p es una proposición elemental, — p es una proposición elemental. Pp. 


*1'71. Si p y q son proposiciones elementales, p v q es una proposición elemental. 
Pp. 


*1'72. Si fp y yp son funciones proposicionales elementales que toman proposi- 
ciones elementales como argumentos, ¿p v yp es una función proposicional elemen- 
tal. Pp. 


Este axioma es aplicable también a funciones de dos o más variables. Se llama el 
“axioma de la identificación de las variables reales”. Se observará que si $ y Y son 
funciones que toman argumentos de diferentes tipos, no hay una función tal como 
“dx v yx”, porque $ y y no pueden tener significativamente el mismo argumento. 
Una forma más general del axioma último se dará en el *9. 


El uso de los axiomas *1'7'71'72 generalmente será tácito. Sólo a través de ellos, 
así como de los axiomas del *9, se hace relevante la teoría de tipos explicada en la 
introducción. Cualquier punto de vista de la lógica que justifique estos axiomas 
justifica el subsiguiente razonamiento tal como lo emplea la teoría de tipos. 


Esto completa la lista de las proposiciones primitivas que necesita la teoría de la 
deducción, tal como se aplica a las proposiciones elementales. 


157 


+2, CONSECUENCIAS INMEDIATAS DE LAS 
PROPOSICIONES PRIMITIVAS 


Sumario de *2, 


Las pruebas de las primeras proposiciones de este número consisten simplemente 
en advertir que son casos de las reglas generales dadas en +1. En tales casos, estas 
reglas no son premisas, ya que aseveran cualquier ejemplo de ellas, y nada más que 
sus ejemplos. Por tanto, cuando en las primeras pruebas se aduzca una regla general, 
la alusión se hará entre corchetes (57), con las indicaciones pertinentes cuando sea 
preciso por lo que se refiere a cambio de letras respecto de las dadas en la regla 


aplicable al caso considerado. Así, “Ta ” significa que se opera “Taut” 


ad 
: ; p : 
cuando se escribe — p en lugar de p. Si ““Taut —— ” se encierra entre corchetes antes 
P 


de una proposición aseverada, eso significa que, de acuerdo con “Taut”, aseveramos 
que se realiza “Taut” cuando se escribe — p en lugar de p. El reconocimiento de que 
cierta proposición es un caso de alguna proposición general previamente comproba- 
da o supuesta, es esencial para el proceso de deducción a partir de las reglas 
generales, pero ella no puede en sí misma erigirse en regla general, ya que la 
aplicación requerida es particular, y una regla general no puede incluir explícita- 
mente una aplicación particular. 


Nuevamente, cuando dos conjuntos diferentes de símbolos expresan la misma 
proposición en virtud de una definición —digamos, la +1"D1— y una de ellas, a la 
que llamaremos 1), ha sido aseverada, la aserción de la otra se hace escribiendo 
“[(1). (+1'01)]” antes de ella; con esto se da a entender que, en virtud de la *1'01, 
el nuevo conjunto de simbolos asevera la misma proposición que estaba aseverada 
en 1). Una referencia a una definición se distingue de una referencia a una 
proposición anterior porque se encierra entre paréntesis curvos. 


Las proposiciones que figuran en este número son todas, o casi todas, realmente 
necesarias para las deducciones de matemáticas, basándonos en nuestras proposicio- 
nes primitivas. Aunque gradualmente se introducirán ciertos procesos en forma 
abreviada, las pruebas se ofrecerán de una forma completa, porque la importancia 
de esta cuestión no estriba en las proposiciones en cuanto tales, sino 1) en el hecho 





(57) Más adelante dejaremos de señalar la diferencia entre una premisa y una regla de 
acuerdo con la que se guía una inferencia, Esta distinción es sólo importante en las primeras 
pruebas. 
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de que ellas se derivan de proposiciones primitivas, 2) en el hecho de que, 
generalmente, el propio proceso constituye el ejemplo más fácil, simple y elemental 
del método simbólico de versar sobre los principios de la matemática. Las últimas 
partes —teorías de clases, relaciones, números cardinales, series, números ordinales, 
geometría, etc.— emplean todas el mismo método, pero con una complejidad cada 
vez mayor, en los elementos y funciones considerados. 


Las más importantes proposiciones probadas en este número son las siguientes: 
*202. F:9.>.p>g 


Es decir, q implica que p implica q; esto es, una proposición verdadera es 
implicada por cualquier proposición. A esta proposición se le llama el “principio de 
simplificación” (su referencia es “Simp”), porque, como aparecerá más adelante, 
nos capacita para pasar' de la aserción de la unión de q y p a la aserción de 
simplemente q. Teniendo en cuenta el significado que le hemos dado a la implica- 
ción, se verá que esta proposición es obvia. 


*203. t:ip)eg.D.q) mp 
*215, +: =p2)q.D.q3p 
*216. F:p>q.2.=q3)=p 
*217. +: =q)wp.2.pDg 

Estas cuatro proposiciones análogas constituyen el “principio de la transposi- 
ción”, cuya referencia es “Transp”. Ellas nos llevan a la regla de que en una 
implicación pueden intercambiarse sus dos miembros, convirtiendo lo negativo en 
positivo, y lo positivo en negativo. Por ello, resultan análogas a la regla algebráica de 
que los dos miembros de una ecuación pueden intercambiarse cambiando los signos. 


*204 Es.p.D.9)7:D:q.3.pIT 


Este se llama el “principio conmutativo” (referencia: ''Comm”). Establece que, 
si r se sigue de q, supuesto p verdadero, entonces r se sigue de p, con tal que q sea 
verdadero. 

*205. F::q)r.D:p3q.3.p23r 
14206. F:.p)q.D:93r..p2r 


Estas dos proposiciones son las fuentes del silogismo en Bárbara (tal como 
probaremos más adelante) y, por ello, se denominan los “principios del silogismo” 
(su referencia es “Syll”). La primera dice que si r se sigue de q, entonces si q se 
sigue de p,r se sigue de p. La segunda manifiesta lo mismo pero con las premisas 
intercambiadas. 

208. F.pp 


Es decir, cualquier proposición se implica a sí misma. Este se llama el “principio 
de identidad”, y su referencia será “Id”. No ha de confundirse con la “ley de 
identidad” (x es idéntica a x), aunque la ley de identidad se infiere de ella (cf. 
13:15). 
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»221. +: =p.2.p>q 
Esto es, una proposición falsa implica cualquier proposición. 


Las últimas proposiciones de este número están, en general, subsumidas bajo 
forma de proposiciones en *3 ó +4, que ofrecen los mismos resultados en formas 
más compendiadas, Ahora pasamos a las deducciones formales. 





201. F+:p)ep.D.p 


Esta proposición establece que si p implica su propia falsedad, entonces p es 
falsa. Se llama el “principio de la reductio ad absurdum” y nos referiremos a él 
como “Abs” (58). La prueba es como sigue (en donde “Dem” es la abreviatura de 
“demostración”: 

Dem. 


[aut 2] Ei opr mp. (1) 


[0).($101)] F:p>=p.2. mp 
12002. F:9.2.p>g 
Dem. 
[ Add 2) t:q.D.pvg - (1 


[9.4101] F:9.>.pDg 
203. t:p)q.D.9 =p 
Dem. 
[Perra =p] Es opvoq.d. gr ep (1) 


[(1).(*1:01)] Eipdog. a pmp 
*204 +:.p.D.q)r:3:q.3.p3r 
Dem. 
[ Ans0e 2-4] hi opr(oqvr).D. gr (ep vr) (1) 
((1).(*1:01)] t:ip.D.9)3r:3:q.3.pIr 
1205. +:.q)r.2:p34.3.p3r 
Den, 
[Sum 52] Eiqg)r.d: pig. epvr (1) 


[(D).(*1:01)] F:.93r.2:p33.3.p3r 
12:06. +:.p>q.23:q3r.3.p3r 
Dem. 


[Comm LP A >] E::g3r.D:p23q-I pde: 





(58) Hay un interesante artículo histórico sobre este principio debido a Vailati, “A 
proposito d'un passo del Teeteto e di una dimostrazione di Euclide”, Rivista di Filosofia e 
scienze affíne, 1904, 
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3::p3q.2:93r.3.p>r (1) 
[2:05] F:.qr.3:p9q.3.pr (2) 
((1).(2).111] E:.p9q.3:93r.3.p3r 


En la última línea de esta prueba, *(1).(2). +*1'11” significa que estamos 
infiriendo de acuerdo con *1'11, teniendo ante nosotros una proposición, a saber, 
P23q.2:q>3r.>2.pr, la cual, por (1), está implicada por 
q3r.2:p>9q.>5.p>Fr, la cual, en virtud de (2), es verdadera. En general, en 
tales casos, omitiremos la referencia a *1"11. 


Las dos últimas proposiciones se conocerán como los “principios del silogismo” 
(en abreviatura, “Syll”) porque, tal como aparecerá más adelante, el silogismo en 
Bárbara se deriva de ellos. 


207. F:p.D.pvp [s.a2] 


Aquí no ponemos nada a continuación de “*] * 3 : ” porque la proposición que 


se quiere probar es aquella en la que se convierte la *1"3 cuando se escribe p en 
lugar de q. 


208. F.pp 
Dem. 
[ezosPI2.E] bieprp.D.p: Dip. pvp: Dd pp (1) 
(Taut] P:pvp.23.p (2) 
((1)(2)1:11] F:ip.D.pvp:3.pIp (3) 
(*2:07] P:ip.).pvp (4) 


[(3)(4).81:11] F.pp 
*21. F.opvp [+208 . (*1:01)) 
*211. P.pv=p 

Dem. 





Perm 2-2] tiopvp-I.pYop (1) 
[(().2:1.e1:11] F.pv=p 
Esta es la ley del medio excluso. 
212. F.p)("p) 
Dem. 
[se 2! E, upv=(—p) (1) 
[(0)(*1:0)] F.pD(p) 
*213, F.pvo("(“p)) 
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Esta proposición es un lema para *2"14 que, con +2"12, constituye el principio de la 


doble negación. 


Dem, 
[Sum pi] A 


prop. pro (ep) 


[se12 ce] hip. ap) 
[(1).(2).*1:11] tipyop.D pro [e (p)| 
[(3).2:11.01:11] pro (Ap) 


“214. h.o(=p)Dp 
Dem. 
Perm iia E: pro [(=p) e Y e(a(=p)) vp 
[().42113.e111] Fo [ASDvP 
[(2).(43:01)] F.o(=p)3p 
«215. F:=p)q.3).-q3p 
Dem. 
[ «205 | II eL a AI Y 


[+12] +.qD(g) 
[(0).(2)1:11] biopDy 2 Pp) 
[ «zos 21] biopd( A) 2 gp) 
[sos SLP r] A E 
[(5).«2:14.41:11) boya p) 2 qa? 
[szo5 dad JE Ma Ei a Mad E 2] bo 
P, 9 r 


plage lp): 
pq. png) Dip AIMAR) 
[((MLDALI] EnopDq. Rp): 9! 
epD)gq.D. 9 Ap) 
(98) 4111] FipD)g.2 glp) 


[»zos pg, 92 =p), q) j q IAN) q 3p: 
P» 9, r 


ES PA E 


(6)(10)0k111] Fi. =pDg. 1D. q mp): 9 
[(6).(10) ] pq gq pg: 3.093p 


[(9)(11)1:11] F:=pDq.2.93P 
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Nota sobre la prueba de *2.15. En la prueba que se acaba de exponer 
se observará que (3), (4) y (6) son, respectivamente, de las formas 
P1 DP2, P2 Pa, Pa Pa, siendo p, pa la proposición que se quiere probar. A 
partir de p, Dp», p2 >P3, P3 > Pa resulta la proposición p; > pa mediante aplica- 
ciones repetidas de *205 ó *2"06 (ambas se llaman “Syll”). Resulta molesto e 
innecesario repetir este proceso cada vez que se tenga que emplear; por tanto, se 
abreviará según el esquema: 


«[Syl] F.(a).(b).(c).F.(d)” 

en donde (a) es de la forma p, pz, (b) de la forma pz Dp3, (c) de la forma 
P2 Dpa, (d) de la forma p, pa. El mismo esquema abreviado se aplicará a un 
sorites de cualquier extensión. 

También, donde tengamos “F.p,” y “F.p, 2P2 ” y p, sea la proposición que 
se quiere probar, es conveniente escribir simplemente 

“Ep .) 

[etc.] E.p” 
en donde “etc.” será una referencia a las proposiciones previas en virtud de las 
cuales se sostiene “*p, D pz”. Esta forma incorpora el uso de *1'11 ó +1'1, y realiza 


muchas pruebas siguiendo una manera más corta y al propio tiempo más fácil. Se 
hace uso de esto en las dos primeras líneas de la siguiente prueba 


x216. +:p>9.D.=qg3)=p 


Dem. 
[4212] — F.q)m(=g).) 
[12:05] F:ip)q.D.p)rm(mq) (1) 
[«eos 2] bip) ag). gp (2) 
[Syl1] F,(1).(2).DF:pDq.. 9) w=p 


Nota. La proposición que se quiere probar se llamará “Prop”. Cuando una 
prueba termina (como en el caso de *2"16) en una implicación entre proposiciones 
aseveradas, de las cuales el consecuente es la proposición que se quiere probar, 
escribiremos “E, etc. Df. Prop”. Así, pues, “DH. Prop” da por terminada una 
proposición, y, más o menos, corresponde a las siglas “l.c.q.d.” (*lo cual queda 
demostrado”). 


*217. F:=g)=p.3.pIg 


Dem. 
[+08 522] Eg) mp. pOr) () 
[+214] F:o(uq))q:) 
[2:05] F:pD)ru(mg)..pdg (2) 
[Syi!] F.(2).(2).F. Prop 
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Las proposiciones *2'15, *2'16 y +*2'17 son las formas del principio de la 
transposición, y haremos referencia a ellas mediante la expresión “Transp”. 


*218. FioupDp.D.p 


Dem. 
[2:12] -.p)(ap). 
[2:05] SS AS) (1) 
[Syl1] +.().(2).DF:=p>p.2. (=p) (3) 
[2:14] L.o(mp)Dp (4) 
[Sy!1] F.(3).(4).-. Prop 


Este es el complemento del principio de la reductio ad absurdum. Establece que 
una proposición que se sigue de la hipótesis de su propia falsedad es verdadera. 


122. F:p.D.pvg 
Dem. 
F.Add.DF:p.D.qvp ] (1) 
[Perm] F:gvp.>.pvq (2) 
[Syl] F.(1).(2).>F. Prop 


*221. F:imp.D.pdq [+25] 
Estas dos últimas proposiciones se usan muy frecuentemente. 
«224. F:p.).pIg [2:21 . Comm] 
1225. F:.p:v:pvq.)3.q 
E.421.3F:w(pvg).v.(pvg): 
[Assoc] DE:p.v.[“(pvg).v.q]:>F. Prop 
4226. Eimp:v:p)g.>.9 [e225 =>] 
8227. F:.p.D:p3q.D.q [226] 
*23. P:ipví(qvr)..pv(rvg) 


Dem. 
[Perm 22] F:igvr.D.rvg: 
[Sum 272731] D:pv(gvr).3.pv(rvg) 


231. F:ipv(gvr).2.(pvg)vr 


Esta proposición, juntamente con la *2"32, constituye la ley asociativa de la 
suma lógica de proposiciones. En la prueba se empleará la siguiente forma abreviada 
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(que se usará constantemente en lo sucesivo) (59): Cuando tengamos una serie de 
pruposiciones de la forma ab, bc, c Dd, todas aseveradas, y “a Dd” sea la 
proposición que se quiere probar, la prueba completa es la siguiente: 


[Sy11] F:.a3b.2D:b>c.D.ade (1) 
F:a.3.b (2) 
[().(2).111] F:5>c.).ade (3) 
Pib.D.c (4) 
[((3)(4).4111] F:a..c (5) 
[Sy] F:.ade.D:cDd.D.add (6) 
[(5)(6).111] F:0)d.>.a3d (7) 
bic.D.d (8) 


[(7)(8)-*1:11] F:a.D.d 


Resulta molesto copiar este proceso por extenso; por lo tanto, escribiremos 

simplemente: 

F:a.D.b. 

[etc.] D.c. 

[etc.] 9.d:>+F. Prop, 
en donde “a 3d” es la proposición que que se quiere probar. Indicamos a la 
izquierda, mediante las referencias encerradas entre corchetes, las proposiciones en 
virtud de las cuales se siguen las implicaciones sucesivas. Ponemos un punto (no 
dos) después de la “b” para indicar que es b, y no “a b”, la que implica c. Pero 
ponemos dos puntos después de la d para señalar que, en este caso, nos referimos a 
toda la proposición “a 3d”. Si “a 3d” no fuese la proposición que se quiere 
probar, pero ha de emplearse sucesivamente en la prueba, entonces pondremos: 


E:a.3.bd. 
[etc.J>.c. 
[ete.]>.d (1, 
en cuyo caso, (1) significa “a Dd”, La prueba de +2"31 es así: 
Dem 
[2-3] -:pv(qvr).>.pv(rvg). 
[Assoc"-2] d.rv(pvg). 


[Perm 219] >.(pvg)vr: 3H. Prop 


*232. Fr(pvg)vr.).pv(qvr) 
Dem. 
[PermP 2] F:(pvrg)vr.).rv(pva) 


(59) Esta abreviatura es aplicable a los mismos tipos de casos a los que nos referíamos en la 
era a *2'15, pero su empleo suele ser más conveniente que la forma abreviada explicada en 
icha nota. 
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| Asoo p-b:2] >. pv(rvg) 


[+2:3] 2). .pv(qvr): 3H. Prop 
*233. pvgvr.=.(pvq)vr Df 


Esta definición sólo sirve para evitar el empleo de paréntesis. 


Dem. 
[Perm] Pipvr.d.rvp: 
[Sean e Oe pvg.dperiDipvg-dervp (1) 
[Sum] Fiq)r.D:pvg..pvr (2) 


-.(1).(2).8Sy11.>F. Prop 

2:37. +::q)r.D:qup.D.pvr 
[Syll . Perm . Sum] 

238. F:q)r.Diqup.D.rvp 
(Syll . Perm . Sum] 


Las pruebas de +*3'37"38 son completamente análogas a la de *+2"36. (Escribimos 
22'37'38 como una forma abreviada de “*2"37 y *2'38”. Estas abreviaturas se 
emplearán a lo largo de toda la obra). 


El uso de un principio general de deducción, tal como otra forma de “Syll”, en 
una prueba, es diferente del empleo de las premisas particulares a las que se le aplica 
el principio de deducción. El principio de deducción ofrece la regla general de 
acuerdo con la que-se hace la inferencia, pero en sí mismo no es una premisa de la 
inferencia. Si lo tomásemos como premisa, necesitaríamos dicho principio, o si no 
alguna otra regla general que nos permita inferir la conclusión deseada; de este 
modo, conseguiríamos gradualmente una acumulación creciente de premisas sin 
llegar nunca a hacer alguna inferencia. Así, pues, cuando se cita una regla general, 
señalando gráficamente una inferencia, como, p. ej. cuando escribimos 
“[Sy1] F. (1). (2).>F. Prop”, la mención “Syll” sólo se pone para recordar al 
lector de qué modo se deduce la inferencia. 


La regla de inferencia puede, sin embargo, figurar también como una de las 
premisas ordinarias, es decir que, p. ej., en el caso de “Syll”, la proposición 
“p3q.3:q r.>.p Dr” puede ser una de aquellas a las que se aplican nuestras 
reglas de deducción, y, en este caso, sería una premisa ordinaria. El distinguir entre 
los dos usos de los principios de la deducción es de cierta importancia teórica; en las 
pruebas anteriores lo hemos indicado poniendo la regla de inferencia entre corche- 
tes. Sin embargo, en la práctica, no resulta conveniente seguir diferenciándolo, en 
cierto modo, de la referencia. Por consiguiente, en lo sucesivo pondremos la cita de 
las premisas ordinarias entre corchetes, en donde corresponda, y citaremos las reglas 
de inferencia, junto con otras proposiciones, en las premisas aseveradas; es decir, 
escribiremos, p. ej. 


“+. (1).(2).Syll.+. Prop” 
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en vez de “(Syl]F.(1).(2).F. Prop” 


*24d  F:p.v.pvq:3.pvg 
Dem. 
F.«231.3F:.p.W.pvg:D):pvp.v.q: 
[Taut.*2:38] D:pvq:.F.Prop 
x241. F:.q.v.pvq:D.pvq 


Dem. 
PP jp, 2): : 
| Asoc Y: És 2] Fi.q-V.pvq:D:p.v.qvg: 
[Taut.Sum] >:pvq:.F.Prop 


4242. Fi op.v.pD)q:D.pDy [ses =r] 
*243. F:.p.3.p)q:D.pDg [2:12] 

*245. Fio(pvg).D. op [*2:2 . Transp] 
*246. Fiv(pvqg).2).q [x1:3 . Transp] 


A247. FEiv(pvg).D pvg [ez4s «22 52. sy] 
0248, Him(pvg)-D.pveoq [+2s6.«13 2. sy] 
4249. Eim(pvg).d prog [s245..22 5202. Sy] 
425. bim(pDq).d pda [+24 52] 

A261. Fi(pDq)..pDrg [sas +] 


4282. Eio(pDq).D pOr «210 52] 
*2 521. F:(p3q).3.93p [42:52:17] 
*263. F:pvq.). pq 
Dem, 
F.42:1238.23+:pvq.2.“(=p)vq:3F. Prop 
*254. binpDq.D.pvg [12:14:38] 
4205. Fb:imp.D:pvq.>.q [1253 . Comm] 
256. F:i.q.2:pvq.23.p [szas 2-2. Perm] 
*26. F::=p2)q.3:p3q.3.9 
Dem. 
[2:38] EimpDq. imp rg. .qvy (1 
[Taut . Syll] F::—pvq.>.qvqg:Dd:i>pvq.2.q (2) 
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-.(D.Q).Syll.DE::p)q.D:oprq-D.9:.3F.Prop 
2261. F::p)q.2:=pD)gq.2.q  [*26. Comu] 
*262. F:.pvq.2):p>3q-3-9 [2:53:6 . Syl1] 
12621. F:.p)q.D:pvq-2.q [2:62 . Comm] 
2263. b:i.pvg.Dimpvg.d.q [1262] 


2264. bi.pvrg.D:pvreq.d¿p («zos £. Pera] 


265. F::pD)q.2:pI)q dp [»200 52] 
267. F:.pvq.).q:3.p39 
Dem. 
[a«254.SyI] F:.pvg.D.q:D:=p99.3.9 (1) 
[+2:24.Syll] F:.=p>g.3.9:3.p3g (2 
F,(1).(2).Syll.3F, Prop 
1268. F::pD)q.3.q9:3.pvq 


Dem. y 
[ez01 32] +. p99.3-9:5-=P>9 0" 


F.(1).42:54.>F. Prop 
4269. F:.pDgq.D.q:9:93P-3-p [268 Perm . «262 1.2] 
4273. F:.p)q.D:pvgvr.).qvr [2:621:38] 


A274. F:qDp.D:pvgvr.D.pvr [szta 22. psoe. Sy] 


9275. bipvq.D:.p.1.qIr: Dd pvr [sar 59 .ezsss1 
*276. F:.p.v.q)r:>d:pvq.D>.pvr ["275.Comm] 
0277. E: p.D.qdr:D:pDq.2.pOr [s27652] 

128. Fiqvr.Diorvs.D).qvs 


em. 
F.a2:53.Perm.DE:.qvr.J: org: 


[2:38] D:imrvs.).qvs8:.D+.Prop 
8281. F::q.D.7rDs:D:.pvg.J:pvr.).pve 
Dem. 
F.Sum.D::q.D. rs: :.pvq.D:p.v.r)98 (1) 
F,a2:78.Syll.DE::prg.D:p.v 798: :. 
vq. :pvr.D.pvs 2 
F.(1).(2).3F. Prop de E dl ae 
1282. P:.pvgvr.D:pvorvs.2.pvqva 
[+2 28] UM TTVogY *] 
Tr, 3 
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283. Fi2:p.D.qOr:D:.p.D.rDds:D:p.).q)8 
[202 24 1] 
Pp 9 
«285. Fi.pvq.D.pvr:D:p.v.qdr 
Dem, 

[Add.Syll] F:.pvq..r:>.g3r (1) 
ER.a2055.D 3: 0p. Di pvrr.D.ro. 
[Sy] D:i.pvq.D.pvr:Dd:pvq.D.r:. 
[(1).2:83] D:ipvg.).pvr:>:93r (2) 
F.(2).Comm.DIF:s.  pvg.).prr:idiop.D.gOr: 
[2:54] :p.v.q3r:.-.Prop 


4286, bi.pDq.D.p)r:D:p..93r [«z85 2] 
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+3. ELPRODUCTO LOGICO DE DOS PROPOSICIONES 
Sumario de =3, 


El producto lógico de dos proposiciones, p y q, es, en la práctica, la proposición 
*'p y q son ambas verdaderos”. Pero esto, tal como se ha establecido, tendría que 
ser una nueva idea primitiva. Por tanto, adoptamos como producto lógico la 
proposición — (+ p v — q), esto es, “es falso que o p es falso o q es falso”, lo cual es 
óbviamente verdadero cuando, y sólo cuando, p y q sean ambos verdaderos. Por lo 
tanto, ponemos: 
*301. p.q.=.o(“pvoq) DI 
en donde “p . q” es el producto lógico de p y q. 
1302. p>qr.=.p>3q.93r Df 

Esta definición sirve meramente para abreviar las pruebas. 


Cuando ofrecemos dos funciones proposicionales aseveradas “PF. dx” y “E. yx”, 
tendremos “F.dx. yx” siempre que $ y y adopten argumentos del mismo tipo. 
Esto se probará en *9 para algunas funciones; por el momento, nos limitamos a las 
funciones proposicionales elementales de proposiciones elementales. En este caso, el 
resultado se prueba como sigue: 


Por *1'7, “¿p y — Yp, son funciones proposicionales elementales y, por lo 


tanto, por *1"72, — Hp v — yp es una función proposicional elemental. Por tanto, 
por *2"11, 


E =ppv pp Y (pp Y yp). 
Luego, en virtud de *2"'32 y de +1'01, 
F bp. DY DAS pr Sp), 
es decir, por *3"01, 
Fi. dp. bp. dp. yp. 
Por lo tanto, por x*l'11, cuando tenemos “b.d¿p” y “Fyp” tenemos 


“E. dp. yp”. Esta proposición es la *3"03. Debe entenderse, al igual que en la 
*1"72, que también es aplicable a funciones de dos o más variables. 

Prácticamente, esta es la forma más útil del axioma de la identificación de 
variables reales (cf. *1'72). En la práctica, cuando se ha suprimido la restricción a 
las proposiciones elementales y a las funciones proposicionales, una manera adecua- 
da por la que puede reconocerse que dos funciones adoptan argumentos del mismo 
tipo es el siguiente: 

Si dx contiene, de cualquier modo, un constituyente x (Xx, y, 2, ...) y Yx contic- 
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ne, también de cualquier modo, un constituyente x (x, u, », ...), entonces tanto ¿e 
como yx toman argumentos del tipo del argumento x en x (x, y, z, ...), y por tanto, 
bx y yx toman argumentos del mismo tipo. Por consiguiente, en tal caso, si pueden 
aseverarse bx y yx, también puede aseverarse bx . yx. 


Como ejemplo del empleo de esta proposición, tomemos la prueba de la *3'47. 
Allí probamos 


F:.pDr.q)s.2):p.q.>.q.r (1) 
y Fi.pDr.q)s.):q.r.D.r.s (2) 
y lo que deseamos probar es 

p>r.q)s.2:p.q9-3.r.s, 


que es la *3:47, Ahora, en (1) y en (2), p, q, r, y s son proposiciones ele- 
mentales (como en todas las partes de la Sección A); por tanto, mediante la 
*1:7-71 aplicada repetidamente, “pDr.q>s.D:p.q.>.q.r” y 
“n>r.q)s.>s.3:q.r.D.r.s” son funciones proposicionales elementales. 
Luego, por la +3"03, tenemos 
hripDr.q)s. 2 :p. q. q ri pOr 9d. Digi r.d.r.s, 

por lo que el resultado se sigue de las *3"43 y *3"33, 

Las principales proposiciones del presente número son las siguientes: 
32. F:p.D:q.).p.q 
Esto es, “p implica que q implica p . q”; es decir, si cada una de dos proposiciones 
es verdadera, también lo es su producto lógico”. 
$326. F:p.q..p 
*327. F:p.q.>.9 

Esto es, si el producto lógico de dos proposiciones es verdadero, entonces cada 
una de las dos proposiciones es, separadamente, verdadera. 
133. Fip.q..r:9:p.5.q3r 

Esto es, si p y q, juntamente implican r, entonces p implica que q implica r. A 
este principio (siguiendo a Peano) se de llamará de “exportación”, dado que q se 
“exporta” fuera de la hipótesis. La referencia a este principio se hará mediante las 
letras ““Exp.”. 
*331. F:.p.D.q3r:D:p.q.3.* 

Este es el correlativo del anterior, y (siguiendo a Peano) le llamaremos el 
“principio de importación” (referencia: “Imp”). 


*335. F:ip.p3q-D.9 


Esto es, “si p es verdadero, y q se sigue de él, entonces q es verdadero”. A éste se 
le llamará el “principio de aserción” (referencia: ““Ass””). Este difiere del *1*] en el 
hecho de que no se aplica sólo cuando p sea realmente verdadero, sino que requiere 
sencillamente la hipótesis de que p sea verdadero. 
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343. F::pDq.p)r.D:p.d.q.r 

Esto es, si una proposición implica a otras dos proposiciones, entonces implica a 
su producto lógico. A éste, Peano le llama el “principio de la composición”. Nos 
referiremos a él mediante “Comp”. 
*345. F:.pI)g.D:p.r.D.q.r 


Esto es, ambos lados de una implicación pueden multiplicarse por un factor 
común. Peano le llama el “principio del factor”. Nos referiremos a él como “Fact”. 


*347. F:.pD)r.q)s.D:p.q.d.r.s 


Esto es, si p implica q y r implica s, entonces p y q juntamente implican r y s 
juntamente. La ley de contradicción “f . — (p.. —p)”, se prueba en este número 
(*3:24); no obstante, a pesar de su fama, hemos encontrado pocas ocasiones en 
donde emplearla. 


23:01. P.q-=.“(=pvog) DF 

*302. p)q)r.=.p3q.q3r Df 

*3:03. Dadas dos funciones proposicionales elementales aseveradas, “k .¿p” y 
“k. yp”, cuyos argumentos sean proposiciones elementales, tenemos +. ¿Pp . Yp. 


Dem. 
041772 82:11 DE: pr mp. (me dr e y p) (1) 
F.(1).2:32. (4101) .3F:.9p.D2:Yyp.D (op vr y p) (2) 
F.(2).($301).D-:.4p.D: pp. $p. yy (3) 
F.(3).1:11.2+. Prop 


«31 Fip.9.D. o (epvrg) [1d. (3:01)] 

a311. tin(opvoeg).3.p.q [1d.(*3:01)] 

4312, Pip. v.rg.V.p.Q [en 2271] 

4313. bin(p.9).).opreg [1311 . Transp] 

8314. tiopyog.).v(p.g) (31. Transp] 

«32 Pip.D:9.).p.q (+3:12] 

321. +::q.D:p.).p.-q [143:2 . Corman] 

4322. +:ip.q.d)-q-P 

Esta es una de las formas de la ley conmutativa de la multiplicación lógica. Una 
forma más completa se ofrece en +43, 


Dem. 
[«192:2] Ei (q.p).D) grp. 
Pg 


[Perm] Dd. prrog. 
(3:14) .v(p-9) (1) 
F.(1). Transp. +. Prop 
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Obsérvese que, en la última proposición, “(1)” significa la proposición 
“o(9.p).).(p.q), 
como se explicó en la prueba de la *2"31. 


1324 F.o(p.=p) 
Dem. 


[se 52] h.opvo(=p).D 
[+31 52] bt. a(p.p) 
Esta es la ley de contradicción. 


326. F:p.q.3.p 


Dem. 
[»z023:2] +:p.2.93p (1 
[(1).(41:01)] bio p.V.qvp: 
(2:31) Mivprrog.v.p: 

ms TRc12] in(prrmg)-d e) 
[(2).(+3:01)] F:p.q..p 
327. F:p.q.->.q 
Den. 


[3:22] F:p.q-).q.p> 
[+ 2022] >.q:+.Prop 
Pp 
Cada una de las dos proposiciones *3'26"27 se llamará el “principio de simplifi- 
cación”, al igual que la +2"02, de la que se deducen. La referencia a este principio 
será “Simp”. 
433. Eip.q..r:D:p-2.93r 


Dem. 
[1d.(«3:00)] Fip.q-DeriDdim(epveg). 3.7: 
[Transp] Dinr.D pr: 
(1d.(*1:01)] Ddinr. pr mg: 
[Comm] ip. er dog: 
[Transp.Syll] ip. 2).q3r:.3+.Prop 

34331. Fs.p.D.qr: Dip: 9-3. 7 

Dem. 
[Id.(«101)] Hip. r: Dip. v.vgvr: 
(«2-31] Dimprog.V.r: 
259 0009] Din(eprrg) dr: 
[Id.(+3:01)] >:ip.q-.>.r:.3-.Prop 
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*333. +:p>q.93r.>3.p3r [Syll. Imp] 

1334. +:9>37r.p>39.>3.pr [Syil. Imp] 

En lo que sigue, estas dos proposiciones tendrán la referencia **Syll”; en la práctica 
resultan más convenientes que las *2"05 y *x2'06. 

1335. F:p.p>q.>.q [1x2:27 . Imp] 

337, b:i.p.q.D.r:D:p. or. mg 


Dem. 
F.Transp.D+:gr.D.erdmg: 
(Sy11] E PES A (1) 
F.Exp. Di:ip.q.d).r:9:p.3.9)3r (2) 
F.Imp. DE:ip.dDordrog:D ip. er. (3) 


F.(2).(1).(3). Syll. +. Prop 
Esta es otra forma de transposición. 
*34 F:ip.q.D.pDq [2:51 . Transp . (+1:01 . +3:01)] 
*341. Fip>r.2:p.q.>.7r [*3:26.Syll) 
342. +::q37.>:p.q..r [*327 . Syll) 
343. +::p)g.pIr.D0:p.D.q.r 


Dem, ; 
ELe32,D119.D:1.3.q.7 (1) 
P.(1).Syll.DEr:pOg Ds. p dir. q.r:. 

2:77] :i.p)r.2:p.>.9.r (2) 
+.(2). Imp. +. Prop 


«344 +::q)p.rp.D):qvr.3.p 
Este principio es análogo al +3"43. La analogía entre el *3'43 y el *3"44 es del 


tipo que generalmente se da entre fórmulas relativas a productos y fórmulas 
relativas a sumas. 
Dem. 


F.Syll. DE: gd r.rdp.2:v93p: 


[+26] 2:93p.2.p 

F.(1).Exp.D:: 931.2 ::7Ip.3:93p.23.p:. (1) 
[Comtm.Imp] 3::q3p.73p.23.p 
F.(2).Comm.I+:.g)p.rDdp.D: gr. po. (2) 


[»2:53.Syll] F.Prop 
4345. F:.p)q-3:p.r.3.q.r 
Este principio señala que podemos multiplicar ambos miembros de una implica- 
ción por un factor común; por este motivo, Peano le llama el “principio del factor”. 
Haremos referencia a él mediante “Fact”. Este es el análogo, para la multiplicación, 
de la proposición primitiva *1'6. 
Dem. A 
F-Syll-—.D Ep. :g Or. pOr: 
[Transp] Div(pIDar.D (gm): 
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[1d.(+1:01.e3:01)] > +. Prop 
347. FipIr.q)3.2:p.q.3,r.8 


Esta proposición, o más bien su análoga para las clases, fue comprobada por 
Leibniz; evidentemente le agradó, ya que la denominó “praeclarum theorema” (60). 


Dem. 
E.8326.3F:3.pr.q>3s.>:p>3r: 
[Fact] D:p.q-d).r.q: 
[3:22] >:p.q.).9.7 (1) 
E.8327.2-k:.p37.938.3:938: 
[Fact] ):q.r.d.s.r: 
[13:22] D:q.r.d.ros (2) 
F.(1).(2). 3:03. *2:83.2 
EnpDr.q)s.D:p.q.).r.8:.3+.Prop 
1348. F:.p)r.q)s8.):pvq.DJ.rvs 
Este teorema es análogo al *3'47. 
Dem. 
+.e326.23-::p)r.q38.3:pIr: 
[Sum] D:ipvq-.rvg: 
[Perm] D:pvq.3.qvr (1) 
F.1327.DF:.p9)r.9)8.3:9)8: 
(Sum] D>:iqvr.Dd.svr: 
[Perm] Diqur.d.rves (2) 
E, (1).(2).283.2 


kipDr.q)s.D:pvg..rvs:.3F.Prop 





(60) Philosophical works, Gerhardt's edition, VoL VII. p. 223. 
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+4. LA EQUIVALENCIA Y LAS REGLAS FORMALES 
Sumario del +4 


En este número nos ocuparemos de las reglas que, más o menos, son análogas a 
las del álgebra ordinaria. A partir de estas reglas es de donde arranca el usual 
“cálculo de lógica formal”. Consideradas como un “cálculo”, admiten otras muchas 
interpretaciones. Pero todas esas interpretaciones dependen de una que se considera 
aquí, ya que en todas ellas deducimos consecuencias a partir de nuestras reglas, y, 
por consiguiente, presuponen la teoría de la deducción. Una interpretación muy 
simple del cálculo es la siguiente: las entidades consideradas constituyen números, 
los cuales son nada más que el O o el 1; *““p D q” tiene el valor O si p es 1 y q es 0; en 
cualquier otro caso tiene el valor 1; “p tiene el valor 1 sipes 0, y Osipes1l;p.q 
es 1 si tanto p como q son 1, y es O en cualquier otro caso; p v q es Osi p y q son 
ambos 0, y es 1 en cualquier otro caso; y el signo de aserción significa que lo que le 
sigue tiene valor 1. La lógica simbólica considerada como un cálculo tiene, induda- 
blemente, mucho interés en sí misma; pero, en nuestra opinión, este aspecto ha sido 
hasta aquí excesivamente resaltado, a expensas del aspecto en el que la lógica 
simbólica es meramente la parte más elemental de las matemáticas y el prerrequisito 
lógico de todo lo demás. Por esta razón, trataremos sólo brevemente de lo que se 
precisa para el álgebra de la lógica simbólica. 


Cuando dos proposiciones se implican mútuamente decimos que las dos son 
equivalentes, lo cual se simboliza por ““p =q*“. Ponemos 


*01. p=q.=.p>q.q3p DÍ 


Es obvio que dos proposiciones son equivalentes cuando, y sólo cuando, ambas 
son verdaderas o ambas son falsas. Siguiendo a Frege, al valor de verdad de una 
proposición le llamaremos verdad si la proposición es verdadera, y falsedad si es 
falsa. Así, pues, dos proposiciones son equivalentes cuando tienen el mismo valor de 
verdad. 


Debe observarse que, si p=q, q puede sustituirse por p sin que se altere el valor 
de verdad de cualquier función de p que no entrañe ideas primitivas excepto las 
enumeradas en el *1. Esto puede comprobarse separadamente en cada caso, —pero 
no de una manera general— puesto que no tenemos forma de especificar (con 
nuestro aparato de ideas primitivas) que una función sea una que puede construirse 
por sí sola prescindiendo de estas ideas. Denominaremos función de verdad a una 
función f ( p) cuyo argumento sea una proposición, y cuyo valor de verdad dependa 
sólo del valor de verdad de su argumento. Todas las funciones de proposiciones de 
las que trataremos especialmente serán funciones de verdad; es decir, tendremos 
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p=9.-.f(p=f(). 


La razón de esto es que las funciones de proposiciones con las que tratamos se 
construyen todas por medio de las ideas primitivas del +]. Pero no es una 
característica universal de las funciones de proposiciones el ser funciones de verdad. 
Por ejemplo, “A cree p” puede ser verdad para un valor de p y falso para otro. 


Las principales proposiciones de este número son las siguientes: 
*4L— +:ip>q.5.q3=p 
*411. L:p=q.=.>p=wq 
Estas son dos formas del “principio de transposición”. 
413. +L.p=zeo(=p) 
Este es el principio de la doble negación; esto es, una proposición es equivalente 
a la falsedad de su negación. 
*42. F.p=p 
1421. P:p=q.=.q=p 
422, F:p=q.q=r.D.pzr 
Estas proposiciones aseveran que la equivalencia es reflexiva, simétrica y transiti- 
va. 
424. F:ip.=.p.p 
1426. PL:p.=.pvp 


Esto es, p es equivalente a “p y p* y a “po p”, las cuales son dos formas de la 
ley de tautología, y que constituyen la fuente de las principales diferencias entre el 
álgebra de la lógica simbólica y el álgebra ordinaria. 


*43. +F:p.q.=.q-p 
Esta es la ley conmutativa del producto de proposiciones. 
*431. F:pvqg.=.qvp 
Esta es la ley conmutativa de la suma de proposiciones. 
Las leyes asociativas para la multiplicación y adición de proposiciones son 


1432. F:(p.q).r.=.p.(q.r) 
*433. F:(pvq)vr.=.pv(qyr) 


La ley distributiva en las dos formas: 
Rad b:p.QUr-.=:p.q-V.po.r 
x441. bsp.v.q-T:=.pVq.pvr 
La segunda de estas formas no tiene análoga en el álgebra ordinaria. 
*471. Ek: pDq.=:p.=»p-9 
Esto es, p implica q cuando, y sólo cuando, p es equivalente a p.q. Esta 
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proposición se usa constantemente; ella nos permite sustituir una implicación por 
una equivalencia. 
2473. F:.9.D:p.=.p-q 

Esto es, un factor verdadero puede eliminarse de una proposición o añadirse a 
ella, sin que se altere el valor de verdad de dicha proposición. 


*401. p=q.=.p>9.93p DI 
1402 p=q=r.=.p=q.q=r Df 
Esta definición sirve meramente para ofrecer una abreviatura conveniente. 


xl r:ip>q.=. q) p [2:16:17] 

a4ll. F:p=g.=. dc [2:16:17 . 3:47:22] 

412. t:ip=rwq. =mwvp [2:03:15] 

14:13. a [+2:12:14) 

414. bip.q.d ri= ip or. go [337.413] 

415. biup.g de ri: rd oo [3:22 4:13:14] 

442. F.p=p [Id . +32] 

1M21. +:p=q.5.9=p [3:22] 

422. t:p=q.q=T.D.pzr 

Dem, 

F.x326. :ip=q.q=r.>.p=g+ 
[+3:26] 2.p3g (1) 
F.4327 D:ip=g.q=r.2.q=r. 
(+3:26] 3.93r (2) 
F.(1).(2).283.DF:p=q.9=r.2.pI3r (3) 
F.13:27 . E:ip=q-9=r.3.q= 
[3:27] 3).r3g (4) 
F.93:26 . dr:ip=9.q=sr.2.p=9.-. 
[3:27] 3.93p (5) 
F.(4).(5).4283.F:p=q.q=r.3.r3p (6) 


F,(3).(6).Comp.D+F. Prop 
Nota. Las tres últimas proposiciones muestran que la relación de equivalencia es 
reflexiva (+4'2), simétrica (*4"21), y transitiva (*4"22). La implicación es reflexiva 
y transitiva, pero no simétrica. Las propiedades de ser simétricas, transitivas y (al 
menos en determinados campos) reflexivas son esenciales para cualquier relación 
que posea las características formales de la igualdad. 


424. F:ip.=.p.p 


Dem. 
E.326.3+:p.p.3.p (1) 


E.e32. De:i.p.2:p.d. pop! 
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[«243] DF:p.D.p.p (2) 
F.(1).(2).432.>+. Prop 


1425. b:p.=.pvp [Taut . ada?) 


Nota. Las *4"24'25 son dos formas de la ley de tautología, que es la que 
principalmente hace distinguir el álgebra de la lógica simbólica del álgebra ordinaria. 


*43. F:ip.q.=.q.p [*322] 
Nota. Siempre que, para cualquier valor de p y q, tengamos 


$(P.9)->-b(9,p), 
también tenemos que 
$(p.).=.$(9,p). 


Porque lb(p.9)->-$(9.p) Sr -:$(9,p)->.$(p, 9). 


*431. b:pvq.=.qvp [Perm] 
1432. F:(p.q).r.=.p.(q.r) 
Dem. 
F.1415, Mi.p.q.d ri 2g.r Do mp: 
(1e4:12] =:p.>.w(q.r) (D 
E.(1) 411. v(p.9.D rr) 2 lp. r(g.r)): 
[(+1:01.43:01)] > +. Prop 
Nota, Aquí “(1)” significa “F:.p.q.D.vr:=:p.D.“(q .r)”, que se ob- 
tiene de los pasos anteriores mediante la aplicación de *4'22, El empleo de *4"22 
será frecuentemente tácito, como en el caso de arriba. El principio es el mismo que 
el que se explicó en el *2"31 con respecto a la implicación. 


433. F:(pvg)vr.=.pv(gvr) [*2:31:32] 


Las dos últimas son las leyes asociativas respecto de la multiplicación y adición. 
Para evitar los paréntesis introducimos la siguiente definición: 


*434 p.q.r.=.(p.q).r Df 
*436. F:.p=g.D:p.r.=.q.r [Fact . 3:47] 
437. +:.psq.D:pvr.=.qvr [Sum . 3:47] 
1438. Fipar.queé..D:p.q.e.r.s [3:47 . 432 . 13:22] 
1439, Ei.pzr.q=s.D:pvg.=.rvs [13:48:47 .482 .13:22] 
44 Fip.qur.=:p.q.v.p.r 
Esta es la primera forma de la ley distributiva. 
Dem. 
P.432. Dnp 019.0 pq p Dir Do por 
[Comp] de::p.D 1.9. p q: r.D.p.ri. 
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[3:48] ding vr.D:p.q.v.p.r 
F.(1). Imp. DESP.qur Dip .q.v.p.r 
-.326. E3.p.q.) p:p.r.d. po. 
[13:14] DEs.p.q.v.p.r:D.p 
E327. E:.p.g.D.q:p.r.d.r:. 
[3:48] E:.p.qg.v.p.r:D.qvr 
F.(3).(4).Comp.DFz.p.q.v.p.r:D.p.qvr 
F.(2).(5). F. Prop 


441. Es p.v.qg.r:=-pVq. pur 


(1) 
(2) 


(3) 


(4) 
(5) 


Esta es la segunda forma de la ley distributiva; forma que no tiene análoga en el 
álgebra ordinaria. Por convención en cuanto al empleo los puntos, “p.v.q .r” 


significa “p v (q .r)”. 

Dem. 
F.3:26. Sum. Esp. v.q.r:D.pvq 
E.4327.Sum. —E:.p.v.g.r:D.pvr 
F.(1).(2).Comp.F:.p.v.q.7:5).pvg.pvr 
E.02:53 03:47 dE. prg.prr.diopDq. pOr: 


[Comp] Divp.).q.r: 
[2:54] D:p.v.q.r 
F.(3).(5). +. Prop 
»4:42. Ei.p.=:p.9-W.P."vq 
Dem. 


F.13:21. MEs.quog. Dip. pp quie 
(+2:11] F:p..p.queog 
-.13:26. E:p.queg.d.p 


F.(1).(2).3F:.p.=:p.qvwog: 
[me44] =5:3P.9.W.p.q:D-.Prop 
a4143. bL::p.=:pvgq.pvreg 


Dem. 
F.2:2. Exp. pvq:p.d prog: 
[Comp] 2E:p.D.pvg. prog 
AS ELE 
[Imp] MinnpdGg pd dps 
[+2:33.43:47] E.pvrg.prog.3.p 
F.(1).(2). F.Prop 
»444 Fip.=:p."-p.g 
Dem. ' 
A2ZZ, Ep. ip.v.p. 
.1d.082.EnpOp ip. 0, 
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(+344] DE:.p.v.p.q:).p (2) 
F.(1).(2). F.Prop 


4446. F:p.=.p.pvog [1326.22] 
Las fórmulas que vienen a continuación se deben a De Morgan, o, con más 
propiedad, son las fórmulas proposicionales análogas a las dadas por De Morgan 


para las clases. Se observará que la primera de ellas incorpora nuestra definición de 
producto lógico. 





$6, P: pq. .o(opveg) [e42.(4301)] 
451. P: v(p.q)-=-opveq [w4:5:12] 

14:52. E: p. q. o(=pvg) [94532 ax] 
63 bb: o(p.=q).=.pvg [44:52:12] 

mod +: op.q.3.v(pveg) [+5 32.119] 
4:65, P e(ep.9).=.pv "9 [45412] 

14:56. P ep .mq.=.v(pvg) [e 5472 ..419] 
457. bio(e p.m 9): =-Pv9 [14:56:12] 


Las fórmulas que siguen se obtienen de forma inmediata a partir de las anterio- 
res. Son importantes, dado que enseñan cómo transformar las implicaciones en 
sumas o en negaciones de productos, y viceversa. Se observará que la primera de 
ellas incorpora, sencillamente, la definición *1'01. 


1456. .pvrg — [142.(*1:01)] 


b: pq. 
*461. > (pg). =.p. vq [46:11:52] 
4462. P: pq zo prg [so 1] 
»+4:63, + e(p)9):3.P+q [1e4:62:11:5) 
«464. P pg. =.pvg (12:53:54) 
465. E: =(=pDq):=-P-"9 [1e4:64:11:56] 


4:66. -: TP [es =a] 
M67, Lio (pa) E Pg [+4:66:11:54] 
*T. bip)q.=:p-9+P+9 


Dem. 
F.23:27 .Syll.D+:.p.3.p.9:13.p>9 (1) 
F. Comp» DH: pp pd9 2: pp. .p.q: 
[Exp] D::pDp.D:1pDg ip. p.q:: 
[14] E::pDqg-.d:p..p.q (2) 


F.(1).(2)- 3H. Prop 
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+71 +iopD)q.=:p.=.p-9 


Dem. 
F.a32l. D::p 9. .p:D:0.p-D 1 p.q:D:p.=.p.q: 
[+3:26] M:c.p. dp q:D:p.=.p.q 10) 
+.1326. D:.p.=.p.9:2:p.3.p.q (2) 
F.1.). :.p.D.p.q:=:p.=-p.q (3) 


F.(3).47:22.3+-. Prop 


La última proposición es de empleo constante. Ella nos permite transformar cada 
implicación en una equivalencia, lo que representa una ventaja si deseamos asimilar 
la lógica simbólica, en la medida de lo posible, al álgebra ordinaria. Pero cuando la 
lógica simbólica se considera como un instrumento de prueba, necesitamos las 
implicaciones, y suele ser un inconveniente sustituir las equivalencias. Observaciones 
similares se aplican a la siguiente proposición. 


472. bs p)qg.5:9-=-pvgq 


Dem. 
SEAS PS AE 


q] 9 YP a 
[»s7a p, e] SIE Y 
14:12] s:q.= (q. “p): 
(457] =:q-=.qVPp! 

[4:31] =:q-=.pvq13F.Prop 


473, F:.9.D:p.=.p.q [Simp.*471) 


Esta proposición es muy útil ya que enseña que un factor verdadero puede 
omitirse de un producto sin que varíe su verdad o falsedad, del mismo modo como 
una hipótesis verdadera puede omitirse de una implicación. 


TA biop.D:q.=.p 9 [42:21 . 472] 
476. hipO)g.pr.=:p.).9.17 [«s11 52.100] 
MT7. E::qOp.rDp.=:qvr..p [3:44 . Add . *2:2] 
s4T8. bipDqg.v.pdr:S:p.).qvr 


Dem. 
E.42 (1:01). :.pDg.v pri: pvq-V.Vpvr: 
[4-33] =S.p.V-9V Spvr: 
[14:31:37] =:1Wp.V.Vpvqvr: 
[4:33] EIWPASp.V.qvr: 
(1e4:25:37] Sip. V.qvr: 
(e4:2.(3e1:01)] =:p->.qvr:.DP.Prop 

479. F:.q)p.v.rdp:=:9.7.3.p 
Dem. 
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E.41139.D:3.9p.v.rdpi=: 9 pOr q. v pOr: 
[24-78] =:ivp.d. grrr: 
(+2:15] =:iv(uqver).3.p: 
(14:2.(4:3:01)] =:q.r.>.p:.>F.Prop 


Nota. Las análogas, para clases, de las +4"78"79 son falsas. Consideremos, por 
ejemplo, la +4'78, y pongamos p=el pueblo inglés, q = los hombres, r = las 
mujeres. Entonces, p se contiene en q o r, pero no está contenido en q ni contenido 
en r. 

448. tipD)up.=.vp [+2:01 . Simp] 
M8l biopD)p.=.p (2:18 . Simp] 
1482. +:p)q.p)req.=.p [12:65 . Imp. 221 . Comp] 
M83. +:p>qg.=pDg.=.q  [*261.Imp. Simp. Comp] 

Nota. Las proposiciones *4'82'83 pueden obtenerse también de la x4'43, de la 

que, virtualmente, son otras formas. 

484. F::p=q.D:pDr.=.93r [12:06 . 3:47] 

485. Fip=q.D:irDp.=.r)9g [+2:05.*3:47] 

1486. ki: p=q.Ddip=r.=.qsr [42122] 

407 bip.q.D is: p. 9 ri: pOr i=:39.p.d.r 
[Exp . Comm . Imp] 

La «4'87 incorpora en una única proposición los principios de exportación, 
importación, y el principio conmutativo. 
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Sumario de! +S. 


Este número se compone principalmente de proposiciones de dos clases: 
1) aquellas que se necesitarán como lemas en una o más pruebas posteriores, 
2) aquellas que son ilustrativas por sí mismas o que deben ser importantes en 
desarrollos diferentes de los que deseamos hacer. Sin embargo, unas cuantas 
proposiciones de este número se usarán con frecuencia. Estas son: 


*bl. F:ip.q.dD.pz=g 


Esto es, dos proposiciones son equivalentes si ambas son verdaderas. (La expre- 
sión de que dos proposiciones son equivalentes si ambas son falsas es la *5'21). 


«532. F::p.D.q=ri=:p.q-=».p.r 
Esto es, decir que, sobre la hipótesis p, q y r son equivalentes, es equivalente a 


decir que la conjunción de p y q equivale a la conjunción de p y r. Esta es una regla 
muy útil en inferencia. 


58. bip. q. .r:=:p.9.qvr 
Esto es, “p y no-q implica r” es equivalente a *“p implica q o r”. 


Entre las proposiciones a las que nunca nos referiremos en lo sucesivo, pero 
introducidas por su interés intrínseco, están las *5*11*12*13"14, las cuales manifies- 
tan que dadas dos proposiciones cualesquiera, p, q, p O p debe implicar q; p debe 
implicar q o no-q; p implica q o q implica p; y que, dada una tercera proposición ?, 
p implica q o q implica r (61). 


Otras proposiciones a las que no se hará referencia en lo sucesivo son las 
+5"22"23"24; en éstas se muestra que dos proposiciones no son equivalentes cuando, 
y sólo cuando, una es verdadera y la otra falsa; y que dos proposiciones son 
equivalentes cuando, y sólo cuando, ambas son verdaderas o ambas falsas. Se sigue 
(*5"24) que la negación de “p.q .v.“p.“q” es equivalente a 
“p.*q.vw.q.“p”. Las *5"54'55 manifiestan que el producto y la suma de p y q 
son, respectivamente, equivalentesa po aq. 


Todas las pruebas de las proposiciones siguientes son fáciles y, por tanto, 
haremos sólo una mera indicación de las proposiciones que se usan en esas pruebas. 


(61) Cf. Schróder, Vorlesungen úber Algebra der Logik, Zweiter Band (Leipzig, 1891), pp. 
270-271, en donde se explica la aparente rareza de la proposición de arriba. 
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*$1 b:ip.q.).p=g (+3:4:22] 
*511 +:pDdq.v.pDdq  [*2:554] 
512. F:p)q.v.p)reg [12:51:54] 
*513. F:p>q.v.q3)p (+2:521] 
514 L:p>q.v.q3r (Simp . Transp . 2:21] 
*515. F:p=g.v.p=oqg 
Dem, 
F.461 DE: (pg). p. q. 
(5:1] dip=erwg: 
[42:54] DE:pD>q.v.p=zwq (1) 
Es4e4:61 DE: (gp). q. p. 
(*5:1] >.q=mwp. 
[44:12] d.p=wq: 
[s254] DE:Gp.v.p="qy (2) 
F.(1).(2).4:41 .>+. Prop 
516. F.e(p=q.p="wq) 
Dem. 
F.4326.3F:p=9.p)rw"q.D.pDq. pg. 
[1482] dp (1) 
-.327 .D:p=q.p)eq.).q3p. pg. 
[Sy] 2.939. 
[Abs] q (2) 
F.(1).(2).Comp.D+:p=q.p)qg. Pp. q. 
[sos 2.2] >. ( 93p) (3) 
F.(3).Exp.DE:.p=q.20:p) q. m( gp): 
[Id.(+1:01)] Dip Idg) vr mg p): 
[+451.(+401)] ):i(p="q)12+. Prop 
517. F:pvg.(p.q).=.perwq 
Dem. 
Fordr64:21. E:pvrq.=.“q)I3p (01m) 
F.4:63 Transp. DF:v(p.q).=.pI)Wg (2) 
F.(1).(2) .14:38:21.>3F. Prop 
«518. b:p=q.=.vo(pz=wg) [+51516.u517 252224] 
4519. F.o(p==p) [»5182 az | 
521. binp. q. .p=g (1e5"1 . 4:11] 
522, biin(p=q).=:p.q.v.q.op [u4'61:51:39] 
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14523. biip=q.E:p.q.V. pg [us18 059272 .041330] 
524 bio(p.q. ve vp q) 5 :p. q. v.g. op [5:22:28] 
«5:26. F::pvg.=:p99.3.9 [2:62:68] 

De la *5'25 parece que pudimos haber tomado la implicación, en vez de la 
disyunción, como una idea primitiva, y haber definido “p vw q” con la significación 
“p q .>.q”. Esta vía, sin embargo, requiere más proposiciones primitivas que las 
que son necesarias en el método que hemos adoptado. 

«53. brp.q.D.r:=:p.q»3.p.?  [Simp. Comp .Syll] 
531. bir.pq:D:p.).q.7 (Simp . Comp] 


1532, bip. qer:s:p.q.=.por (x476.3:3:31 153] 


Esta proposición se necesitará constantemente para las pruebas siguientes. 


1033. F:.p.qdr.=:p:p.q-3.7 [4:73:84 . 15:32] 
535. +::p>q.pr.:p.>.q=r [Comp . 51] 
536. +:p.p=q.=.q.p=g [Ass . 14:38] 
*54  b:p.D.p)q:=.pDg [Simp . 2:43] 
*54l. F::p9q.D0.pOr:i=:p.).q3r [*2:77:86] 

542. Ei:p.D.gO ri: pq op. r [53.487] 
54d tipDdq.D2 pOr 3 pd. gor [1476 . 15332] 
*55. F:p.D:p>q.=.q [Ass . Exp - Simp] 
«5501. -:.p.D:q.=.p=q (1511. Exp. Ass] 


10663. bi.pvqvr.D.s:=:p38.q3s.rde [1477] 
4554. F:.p.q.=.p:v:p.q-=-9 [1e4:73 . 1et"44 . Transp . 4511] 
555. Fipvqg.=.p:v:pvq.=.9 (21:33 . 571 04:74] 


456. Eispirg.d.ri=:3p.D).qur [est 32 aros] 


mM 


*061L. F:ipvg.q.=.p. q [1474 . 15:32] 

1562. Fip.q.1.q:=.pvrog [ss 22] 
Pq 

1563. bi.pvg.=:p.v.vp.4 [»sez 2.1] 


257, bopvr.=.qvri3=:r.v.p=q [474.213.051 4437] 
8571. E::qO)or.D:pvq.r.=.p.r 


En la prueba que viene a continuación, así como siempre en lo sucesivo, *“Hp” 
significa la hipótesis de la proposición que se prueba. 
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Fost, Dep rg Tr =3p.r.v.q.r 
.1:62:51.D-:: Hp.D:. (9.7): 
[474] Dinp.r.v.q.r: 
F.(1).(2)..422.>F. Prop 


Ú 
nl 
3 


xO074 bip.) .q=zr:i=:pDq.=.pDr 


Dem. 
F.4541.3F::p999.D.pIr: 


E. (1) .438.3+::p>3q.= 
[476] 


ay 


UU + 
5.4 
ms 
U 


20 >. 
pr 


m ' 
3 a 


ROTO. torDgip.=.qrridip.vq.=.1 


Dem. 


E.56. DE: Hp.D:p.q.D.r 
E.3:27.D-:.Hp.>:qgvr.>.p: 

[04:77] :r>dp 
F.326.3-F:.Hp.2:r3=q 

F.(2).(3). Comp.2F:.Hp.D2:rp.r23mwq: 

[Comp] Dir. op. q 
E.(D).(4).Comp.F:.Hp.D:p.=q.=.7:.3F. Prop 


(1) 


(2) 


(1) 


(1) 


(2) 
(3) 


(4) 
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+9, AMPLIACION DE LA TEORIA DE LA DEDUCCION 
DESDE LOS TIPOS MAS BAJOS DE PROPOSICIONES 
HASTA LOS MAS ALTOS 


Sumario del +9, 


En este número introducimos dos nuevas ideas primitivas que pueden expresarse 
así: “fx es siempre (62) verdadera” y “qx es alguna vez (62) verdadera”, o, más 
correctamente, como “siempre dx” y “alguna vez fx”. Cuando aseveramos “siem- 
pre qx” estamos aseverando todos los valores de ¿*, significando “¿x” la función 
misma, como opuesta a un valor ambiguo de la función (cf. pp. 69,96). No 
afirmamos que qx sea verdadera para todo valor de x porque, de acuerdo con la 
teoría de tipos, hay valores de x para los cuales “¿x” carece de sentido; por 
ejemplo, la función (% en sí misma debe tener un valor de ese tipo. Representare- 
mos “siempre fx” mediante la notación 


(x). qx, 
en donde a “(x)” le seguirá el suficiente número de puntos para cubrir la función a 
la que se refiere la expresión “todo valor”. La forma más frecuente en la que se 
presentan proposiciones de este tipo es la de “implicación formal”, es decir, una 
proposición tal como 
(2): 92.3. yx, 
esto es, “bx siempre implica yx”. Esta es la forma en la que expresamos la universal 
afirmativa “todos los objetos que tienen la propiedad q tienen la propiedad y”. 
Representaremos “alguna vez £x” mediante la notación 
(42) . pu. 

Aquí “3” significa “existe algún”, y el símbolo completo puede leerse “existe un x 
tal que qx”. 

En una proposición de cualquiera de las dos formas (x). fx, (4x). qx, la x se 
llama variable aparente. Una proposición que no contenga variables aparentes se 
llama “elemental”; y una función, cuyos valores son todos proposiciones elementa- 


les, se llama una función elemental. Por razones explicadas en el Capítulo 11 de la 
Introducción, parecería que la negación, la disyunción, y sus derivados, deben tener 


(62) Empleamos “siempre” con la significación de “en todos los casos”, y no “en todo 
tiempo”. Una observación semejante se aplica a “alguna vez”. 
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un significado diferente cuando se explican a proposiciones elementales que cuando 
se aplican a proposiciones tales como (x).¿x o (4x). dx. Si (% es una función 
elemental, en este número llamaremos a (x).¿x y (4x).¿x “proposiciones de 
primer orden”, Entonces, en virtud del hecho de que la disyunción y la negación no 
tienen el mismo significado cuando se aplican a proposiciones elementales o a 
proposiciones de primer orden, resulta que, al aseverar las proposiciones primitivas 
del *1, debemos limitarlas en su aplicación a proposiciones de un tipo singular, o 
bien considerarlas como la aserción simultánea de un número de proposiciones 
primitivas diferentes, de manera que correspondan a los diferentes significados de 
“disyunción” y “negación”. Asimismo, en cuanto a las ideas primitivas de disyun- 
ción y negación debemos, en las proposiciones primitivas del +1, reducirlas a 
disyunciones y negaciones de proposiciones elementales, o bien considerar cada una 
como realmente múltiple, de manera que, con respecto a cada tipo de proposicio- 
nes, necesitaremos una nueva idea primitiva de la negación y otra de la disyunción. 
En este número mostraremos como, cuando las ideas primitivas de la negación y 
disyunción se restringen a proposiciones elementales, y las p, q, r, de los *1—+*S5 son, 
por tanto, necesariamente proposiciones elementales, es posible obtener definicio- 
nes de la negación y de la disyunción de proposiciones de primer orden, así como 
las pruebas de las análogas —para proposiciones de primer orden— de las proposicio- 
nes primitivas *1*2—"6. (Las *1'1 y *1'11 se toman de nuevo como proposiciones 
de primer orden, y las análogas de las *1"7:71'72 requieren un tratamiento nuevo). 
Resulta que las análogas de las proposiciones *2—+*5 se obtienen por mera repeti- 
ción de pruebas ofrecidas anteriormente. Se sigue también que la teoría de la 
deducción puede extenderse desde las proposiciones de primer orden hasta las que 
contienen dos variables aparentes, por mera repetición del proceso que extiende la 
teoría de la deducción desde las proposiciones elementales a las de primer orden. 
Así, pues, sólo por la mera repetición del proceso que se expone en este número, 
puede llegarse a proposiciones de un orden cualquiera, Por lo tanto, la negación y la 
disyunción pueden tratarse en la práctica como si no hubiese diferencia en estas 
ideas en cuanto aplicadas a diferentes tipos; es decir, cuando tienen lugar ““- p” o 
“p yq”, no es preciso en la práctica conocer cuál es el tipo de p o q, ya que las 
propiedades de la negación y disyunción asumidas en el *1 (las cuales sólo se usan 
para probar otras propiedades) pueden aseverarse, sin cambio formal, de proposicio- 
nes de cualquier orden o, en el caso de p v q, de dos órdenes cualesquiera. En la 
práctica, la limitación para el tratamiento de la negación o disyunción como ideas 
únicas —las mismas en todos los tipos— vendría sólo si en algún momento deseáse- 
mos suponer que existe una función de p cuyo valor es siempre — p, cualquiera que 
sea el orden de p, o bien que hay alguna función de p y q cuyo valor es siempre 
p vq, cualesquiera que sean los Órdenes de p y q. Una suposición así no merece la 
pera, en tanto que p (y q) permanezcan como variables reales ya que, en este caso, 
no hay necesidad de dar el mismo significado a la negación y a la disyunción para 
los distintos valores de p (y de q), cuando estos distintos valores son de tipos 
diferentes. Pero si p (o q) se convierte en una variable aparente, entonces, dado que 
nuestras dos ideas primitivas, (x) . dx y (4x) . fx, exigen alguna función $ determi- 
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nada, y restringe la variable aparente a los posibles argumentos para f, resulta que la 
negación y la disyunción, dondequiera que tengan lugar en la expresión en la cual p 
(o q) sea una variable aparente, deben restringirse a la clase de negación o 
disyunción apropiada para un tipo (o un par de tipos) dado. Así, por tomar un 
ejemplo, si aseveramos la ley del medio excluso en la forma 


“hb «Pp Ves Pp lá 
no hay necesidad de imponer ninguna restricción sobre p: podemos dar a p un valor 


de cualquier orden, y entonces dar a la negación y a la disyunción que intervengan 
los significados que sean apropiados a dicho orden. Pero si aseveramos 


“E.(p.pv=p” 

es necesario que, si nuestro símbolo tiene significación, “p w — p” deba ser el valor, 
para el argumento p, de una función ¿p; y esto es sólo posible si la negación y la 
disyunción que intervienen, tienen de antemano significados fijos y si, por tanto, p 
se limita a un tipo. De este modo, la aserción de la ley del medio excluso en la 
forma en que incorpora una variable real es más general que en la forma en que 
incorpora una variable aparente. Observaciones similares se aplican generalmente 
donde la variable es el argumento para una función típicamente ambigua. 


En adelante, las letras aisladas p y q representarán proposiciones elementales, 
así como “qx”, “yx”, etc. Mostraremos como —supuesto cómo las ideas primitivas 
y las proposiciones del *1 se aplican a las proposiciones elementales— podemos 
definir y probar ideas y proposiciones análogas tal como se aplican a proposiciones 
de las formas (x).4x y (3x).4x. Por mera repetición del proceso análogo, 
resultará entonces que las ideas y proposiciones análogas pueden definirse y probar- 
se para proposiciones de cualquier orden; por consiguiente, se sigue además, que en 
todo lo que intervenga la disyunción y la negación, —con tal que las proposiciones 
no aparezcan como variables aparentes— podemos ignorar por completo la distin- 
ción entre los diferentes tipos de proposiciones y entre los diferentes significados de 
la negación y de la disyunción. Ya que, en la práctica, nunca tenemos ocasión para 
considerar las proposiciones como variables aparentes, resulta que la jerarquía de 
proposiciones (como opuesta a la jerarquía de funciones) nunca será pertinente en 
la práctica después de este número. 


El objeto e interés de este número es puramente filosófico, a saber, mostrar 
cómo, por medio de ciertas proposiciones primitivas, podemos deducir la teoría de 
la deducción para proposiciones que contengan variables aparentes a partir de la 
teoría de la deducción para proposiciones elementales. Desde el punto de vista 
puramente técnico, puede ignorarse la distinción entre proposiciones elementales y 
otras, con tal que las proposiciones no aparezcan como variables aparentes; pode- 
mos entonces considerar las proposiciones primitivas del *1 como aplicables a 
proposiciones de cualquier tipo, y proceder como en el *10, donde se resume el 
desarrollo puramente técnico. 


Debe observarse que aun cuando, en este número, probamos que las análogas de 
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las proposiciones primitivas del +1, si tienen validez para proposiciones que contie- 
nen » variables aparentes también lo tienen para las que contengan 1 + 1, no por 
ello debemos suponer que la inducción matemática pueda usarse para inferir que las 
análogas de las proposiciones primitivas del *1 sean válidas para proposiciones que 
contienen un número cualquiera de variables aparentes. La inducción matemática es 
un método de prueba que todavía no es aplicable, y es (como se verá) incapaz. de ser 
usada libremente en tanto no se establezca la teoría de las proposiciones que 
contengan variables aparentes. Lo que sí podemos hacer, por medio de las proposi- 
ciones de este número, es probar nuestro resultado deseado para algún número 
asignado de variables aparentes —digamos diez— mediante diez aplicaciones de la 
misma prueba. Así, pues, podemos probar, respecto a alguna proposición asignada, 
que ellas obedecen a las análogas de las proposiciones primitivas del *1, pero 
solamente podemos realizar esto procediendo paso a paso, y no por un método 
compendiado tal como ofrecería la inducción matemática. Es esencial el hecho de 
que sólo paso a paso puedan alcanzarse tipos superiores, puesto que para proceder 
de otra manera necesitaríamos una variable aparente que vagase de un tipo a otro, 
lo cual contradiría el principio bajo el que se han construido los tipos. 


Definición de la negación. Primero hemos de definir las negaciones de (x). bx y 
de (4x). fx. Definimos la negación de (x). fx como (3x). — dx; esto es, “no es el 
caso de que (x sea siempre verdadero”, lo que quiere decir *es el caso de que no-px 
es algunas veces verdadero”. Similarmente, la negación de (3 x) . dx se define como 
(x). “fx. Así, pues, proponemos 


*901.. > ((2).p0) .=.(q2). =$r Df 
*902 e ((qe). ¿aj .=.(1). ape Df 

Para evitar corchetes, escribiremos —(x).¿4x en lugar de —(f(x).4x), y 
= (9x). fx en lugar de «((4 x). fx). De este modo: 


9011 (1). f7.=. v [(2). $2] Dr 
29021. o(qu). pr. =. (92). $xj DI 
Definición de la disvunción. Para definir la disyunción cuando una, o ambas, de 
las proposiciones que intervienen sea de primer orden, hemos de distinguir los seis 
casos siguientes: 
*903. (a).pr.v.p: =.(2).pevp Df 
+904. p.v.(2).d7: =.(2).pvóx Df 
«905. (q2).d2.v.p:=-(qe).pavp DI 
*906. p.v.(q2).d2:=.(q2).pvoz Df 
«907. (2). dx. v (ay) -yy:=:(0): (qy) pr v yy Df 
4908. (4y)-vy.v-(0).$r:=:(7): (ay) yyvóz DI 
(Las definiciones *9"07"08 también son aplicables cuando $ y y no sean 
funciones ele mentales). 
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En virtud de estas definiciones, el verdadero alcance de una variable aparente es 
siempre la totalidad de la proposición aseverada en la que tiene lugar, aun cuando, 
tipográficamente, su alcance parezca ser sólo parte de la proposición aseverada. Así, 
cuando (3 x).4x Ó (x).óx aparezca como parte de una proposición aseverada, 
realmente no ocurre así, puesto que el alcance de la variable aparente se extiende 
realmente a toda la proposición aseverada. No obstante, se verá que, mientras no 
entremos en la teoría de la deducción, (4 x).¿x y (x). ¿gx se comportan como 
proposiciones que no contengan variables aparentes. 


Las definiciones de la implicación, el producto lógico, y la equivalencia pueden 
transferirse sin alteraciones a (Xx). fx y a(4x).óQx. 


Las definiciones anteriores pueden repetirse para tipos sucesivos y, de este modo, 
alcanzar a proposiciones de cualquier tipo. 


Proposiciones primitivas Las proposiciones primitivas que se requieren son seis, 
las cuales se pueden dividir en tres conjuntos de dos. En primer lugar tenemos dos 
proposiciones que efectúan el paso desde una proposición elemental a una de 
primer orden, a saber 


»*91. +:92.3.(92).$2 Pp 
*911. F:iguvey. (42). 2 Pp 


De estas, la primera enuncia que, si fx es verdadera, entonces hay un valor de p2 
que es verdadero; esto es, si podemos encontrar un caso en que una función sea 
verdadera, entonces la función es “alguna vez verdadera”. (Cuando decimos de 
alguna función “alguna vez verdadera”, no damos a entender que afirmamos que 
hay más de un argumento para el cual es verdadero, sino sólo que por lo menos 
existe uno). Prácticamente, la proposición primitiva de arriba proporciona el único 
método de probar “teoremas de existencia”: a fin de probar tales teoremas es 
necesario (y suficiente) encontrar algún caso en el que un objeto posea la propiedad 
en cuestión. Si hubiésemos supuesto lo que pueden llamarse “axiomas de existen- 
cia”, es decir, axiomas que declaran (3 2).¿z para alguna ¿$ en particular, estos 
axiomas proporcionarían otros métodos de probar la existencia. Ejemplos de tales 
axiomas son el axioma multiplicativo (*88) y el axioma del infinito (que se define 
en el *120'03). Pero no hemos supuesto ninguno de tales axiomas en este trabajo. 


La segunda de las proposiciones primitivas de arriba se usa sólo una vez, al 
probar (32).4z.v.(32).64z: >.(42).óz, que es la proposición análoga de la 
x1'2 (a saber pvp.>.p) cuando p se sustituye por (37). pz. El efecto de esta 
proposición primitiva es poner de manifiesto la ambigijedad de la z requerida a fin 
de asegurar (3 z). pz Desde luego, en virtud de *9"1, tenemos: 


$1.2.(93).42 y dy -3.(32). pz. 


Pero si, a partir de éstas intentamos inferir que dx v¿dy . >. (42). bz, debemos 
emplear la proposición q Dp.r3p.>.q wr >p, en donde p es (42). 6z. Ahora 
se fundamentará, con referencia a la *4"77 y a las proposiciones empleadas en esta 
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prueba, que esta proposición depende de la +12, es decir de p vp. >. p. Por tanto, 


no podemos usarla para probar (4x). Gx. v. (3x).4x: >. (9x). qx, y por tanto 
nos vemos obligados a dar por supuesto la proposición primitiva +9"11. 


A continuación tenemos dos proposiciones que tienen relación con la inferencia 
a, o desde, proposiciones que contienen variables aparentes, como opuestos a la 
implicación. Primeramente tenemos, para el nuevo significado de la implicación que 
resulta de las definiciones de la negación y disyunción que damos arriba, la análoga 
de la +1'1, a saber 


*9"12. Lo que está implicado por una premisa verdadera es verdadero, Pp. 


Es decir, dadas **F. p” y “+. p q”, podemos proceder a “*F.q” aun cuando las 
proposiciones p y q no sean elementales. También, como en *1'11, a partir de 
“E. ¿x” y de “E. ¿xD yx”, podemos llegar a “ . yx”, en donde x es una variable 
real, y tanto $ como y no son necesariamente funciones elementales. Precisamente 
en esta última forma es como usualmente se necesita el axioma. Esto es aplicable a 
funciones de varias variables como a funciones de una variable. 


A continuación tenemos la proposición primitiva que permite pasar de una 
variable real a una aparente, a saber, “cuando $y puede aseverarse, en donde y 
puede ser cualquier argumento posible, entonces puede aseverarse (x).¿x”. En 
otras palabras, cuando py es verdadero, cualquiera que sea la y elegida entre los 
posibles argumentos, entonces (x). fx es verdadera, esto es, todos los valores de $ 
son verdaderos. Quiere esto decir que si podemos aseverar un valor dy completamen- 
te ambiguo, eso se debe a que todos los valores son verdaderos. Podemos expresar 
esta proposición primitiva mediante estas palabras: “lo que es verdadero en cual- 
quier caso, cualquiera que sea el caso elegido, es verdadero en todos los casos”. No 
podemos simbolizar esta proposición, porque si ponemos 

“E:dy.D. (2). pr” 

eso significa: “Cualquiera que sea la y que se elija, dy implica (x) . gx”, lo cual, en 
general, es falso. Lo que queremos decir es: “Si by es verdadero, cualquiera que sea 
la y que se elija, entonces (x) .fx es verdadero”. Sin embargo, no hemos facilitado 
ningún símbolo para la mera hipótesis de lo que se asevera en “+ . gy”, en donde y 
es una variable real, y no merece la pena asignarle un símbolo porque raramente se 
necesitaría. Si por el momento usamos el símbolo [y] para expresar esta hipótesis, 
entonces nuestra primitiva proposición es 


HE:[dy].D.(2). de Pp. 


En la práctica, esta proposición primitiva se usa solamente para la inferencia, y 
no para la implicación; es decir, cuando en la realidad tenemos una aserción que 
contenga una variable real, ello nos permite convertir esta variable real en una 
variable aparente poniéndola entre corchetes inmediatamente después del signo de 
aserción, seguido del suficiente número de puntos para que alcance hasta el final de 
la aserción. A este proceso se le denominará “cambio de una variable real en una 
variable aparente”. Así, pues, podemos aseverar nuestra proposición primitiva, para 
uso técnico, en la forma: 
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*9"13. En una aserción que contenga una variable real, esta variable real puede 
cambiarse en una variable aparente de la que todos los valores posibles se aseveran 
para satisfacer la función en cuestión. Pp. 


Seguidamente tenemos dos proposiciones primitivas que tienen relación con los 
tipos. Estas precisan algunas explicaciones previas. 


Idea primitiva: Individual. Decimos que x es un “individual” si x no es una 
proposición ni una función (cf. p. 108). 
*9"131. Definición del “ser del mismo tipo”. La siguiente definición es una de paso 
a paso; la definición para tipos superiores presupone ésta para tipos inferiores. 
Decimos que u y v “son del mismo tipo” si: 1) ambos son individuales; 2) si ambos 
son funciones elementales que toman argumentos del mismo tipo; 3) si u es una 
función y v es una negación; 4) si u es dí o YX, y ves dí v yx, en donde p% y yX 
son funciones elementales; 5) si u es (y). 9 (X, y) y v es (z). y (x, z), en donde 
0 (%, Y) y y (*, $) son del mismo tipo; 6) si ambas son proposiciones elementales; 
7) si u es una proposición elemental y ves —u;o 8) siu es (x). px y ves (y). yy, 
en donde 4% y YX son del mismo tipo. 


Nuestras proposiciones primitivas son: 


*914. Si “fx” es significante, entonces si x es del mismo tipo que a, “fa” es 
significante; y viceversa. Pp (Cf. nota en el x*10"121, p. 202). 


*9"15. Si, para alguna a, hay una proposición (a, entonces hay una función pX, y 
viceversa. Pp, 

Se verá que, en virtud de estas definiciones, 

(2) .ór .D significa (0). px.v.p, Le (42) .v$z. v.p, 
es decir, (47) gx vp, Le. (q). ¿23 p 
(42) . pa. D significa (qx). px.v.p, de. (2) .vópr.v.p, 
es decir, (1) .=$xv p. Le. (2). $u0 p 

A fin de probar que (x).fx y (4x).¿x obedecen a las mismas reglas de 
deducción que qx, tenemos que probar que estas proposiciones de las formas 
(0). dx y (4x). fx pueden reemplazar a una o más de las proposiciones p, q, r en 
las *1:2-"6. Cuando se haya probado esto, resultan aplicables las pruebas previas de 
las proposiciones que vienen a continuación en los *2-—*5. Estas pruebas se ofrecen 
más adelante. También se prueban otras proposiciones que se necesitan en las 
de mostraciones. 
x92. +:(2).d0.).0y 

Esta proposición establece el principio de deducción desde lo general a lo 
particular, es decir que “lo que se cumple en todos los casos se cumple en algún 
caso”. 

Dem. 

E.«21.DF.=dy voy (1) 
E.491 Ez yv dy 0 (qu) pz v dy (2) 
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E-(D.(2).*111.3-.(q20) «qa v dy (3) 
[(3).(:9:05)] Er (qa). pz. v. dy (4) 
[(4).(9:01.*1:01)] —F:(2).p7..$y 

En la segunda línea de este prueba, “— Hy v fy” se toma como el valor, para el 


argumento y, de la función “* ¿x v fy” en donde x es el argumento. Un método 
similar de uso de la *9"1 se emplea en la mayoría de las pruebas que siguen. 


La proposición *1'11 se usa, (como ocurre en la tercera línea de la prueba 
anterior) en casi todos los pasos, excepto en aquellos que son nuevas aplicaciones de 
las definiciones. Por lo tanto, no volveremos a referirnos a ello, salvo en los casos en 
donde su empleo sea oscuro o especialmente importante. 

*921. +:.(2).dO y. :(2). 1. .(2). yz 


Esto es, si fx implica siempre yx, entonces “siempre dx” implica “siempre yx”. 
El empleo de esta proposición es constante a lo largo de lo que resta de este trabajo. 
Den. 


E.42:08. +: pr y 2.0. 2D yz (1) 
F.(1).9T. DE:(qy): be 2. yO iz (2) 
ELO). DE: (q): (4): $2 yr. yO yz (3) 
E.(3) 9:13, Mile) i: (qe) (qy) : pr yr.) dy) yz (4) 
[(4).(29:06)] bo2(e) 3: (qu) 1. pr) y. (4) Py 9 pe (5) 
[(5).(+1:01.49:08)] —E:.(q2) (pr) yz): v: (2): (ay). > $y v yz (6) 
[(6).(9:08)] Es. (qe). ($00 ya): v (gy). dy v (2). yz (7) 
[(7).(1:01)] Es.(0).p1) yx. : (y). dy -3.(2). pz 


Esta es la proposición a probar, ya que “(y). py” es la misma proposición que 
“(x) . que”, y “(z). yz” es la misma proposición que “(x). yx”. 
922, E:.(2).p0)0 ye. : (qu) du. > (qe). ye 

Es decir, si dx siempre implica yYx, entonces si fx es verdadero alguna vez, 


también lo es yz. Esta proposición, al igual que la *9"21, se usa constantemente en 
lo que sigue. 


Dem. 
F. 42:08. Did O y dy y (1) 
E.(1).91. DE: (42): dy O py. dy yz (2) 
F.(2).x91. DE: (qa): (2): $2 Y... yO yz (3) 
+. (3) 9:13. De (y) 22 (que) 2. (q): pr. dy 0 yz (4) 
[(41.(19:06)] Ex: (y) 3: (qu) 3. pr) ya. >: (392). dy Diez (5) 
[(5).(*1:01.9-08)] — F::(512). ($9 ya): v 3 (y): (42). by > yz (6) 
[(69.(1:01.907)] — Exz (o) ol ya): (y) y V (512). yz (1) 


[C7).(e1:01.901:02)] 2. (2). ya: (9y)- dy - 2 (92). yz 
Esta es la proposición a probar, porque (4 y). dy es la misma proposición que 
(3x). éx, y (42). yz es la misma proposición que (4. x). yx. 
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*923. F:(2).p2.3.(2).óx [Id . 9:13:21] 
*924. H:(qu) pr. (qa). po [Id.*0:13:22) 
4925. F:.(0).pvoór.D:p.v.(2). pr [0:23 . (9:04)] 


Ahora nos encontramos en condiciones de probar las análogas de las *1'2--6, 
sustituyendo algunas de las letras p,q,r que figuran en esas proposiciones por 


(x) . gx o por (qx). px. Las pruebas se ofrecen más adelante. 


93. E:.(u).p2.v.(a).p2:3.(2). $2 
Dem. 
F.e102. M.dovor. TD. e 
F.(1).991. — DE:(gy):drvóy.D.$x 
F.(2).913. DE: (2): (HN): dav dy De 
[(3).(49:0501:04)] F:.(2):.px.v.(y).dy:D. px 
+.(4).9:21. Dt:.(0): px. v. (y). dy: (7). a 
[(5).(9:03)] E:.(2). px .v .(y)-dy:3.(2). px: +. Prop 
2931. b:i(qx).óx.v (2). $2: .(92). px 
Esta es la única proposición que emplea la *9"11. 
Dem. 
F.*9111:13. DE:(y): dav dy 0 (392). be 
[(1).(49:03:02)] P:(3qy) bz voy.>.(qs). pz 
E.(2).9113.D+:(2)3 (Uy). dav dy >. (q2). $e 
[(3).(89:03:02)] F:.(312):(4y)- dz v by: 9 (31). ba 
[(4).(9:05:06)] F:.(qu). pz. v.(qy).$y:> (32). pz 
1932. F:.q.D:(0).p3.v.q 
Dem, 
Pose l8 DE:.q.3: pr.v.-9 
P.(1).913.3+:3.(2):.q.3:$x.v.9 
(w9:25] D+:.q.): (0): px. v.4 
[(2).(49:03)] — F:9.3:(2).hx.v.q 
29:33. +:.q.D:(qm).px.v.q [La prueba es como la anterior] 
1934. P:(0).p2. Dip. vo (2). pa 


F.418. Mido. pr pz 
F.(1).9:13. DE:(2): $20.) pvoz 
F.(2).921. Ies(2). $1. .(2).pveoz 
F. (3). (29:04). +. Prop 
1935. HF: (qe). po.D:p.v. (q). px [La prueba es como la anterior] 
4936. F:iip.v.(1).p0:D:(2).p7.v.p 
Dem. 
Feli. D:pvrór 2 ¿av p 
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(1) 
(2) 
(3) 
(4) 
(5) 


(1) 
(2) 
(3) 
(4) 


(1) 
(2) 


(1) 
(2) 
(8) 


(1) 


SECCION B. TEORIA DE LAS VARIABLES APARENTES 


E.(1) 91321. D+:(2).pvór.D.(2).¿ovp (2) 
F.(2) (49:03:04). +. Prop 

*9361. +:.(2).px3.v.p:D:p.v.(2).qz [Prueba similar] 

*937. E:.p.v.(q2).63:5:(q2).42.v.p [Prueba similar] 

*9371. F:.(qu).p2.v.p:D:p.v.(32).p2 [Prueba similar] 

*94 - bupiviq.v.(2).$1:.D:.q:V:p.v.(2).$2 


Dem. 
Rox15.921.3+:.(2):p.v.quor:D: (2): .v.pvóz (1) 
F.(1).(9:04).> +. Prop 
*9401. b:iop:v:q.v.(qz).p1:.D:.q:v:p.v.(qe). pz [Como anteriormente] 
*94l. biupivo(m). pr. v.r:.D:.(2). px: v:pvr [Como anteriormente] 
«9411 bup:v:(qx).$x.v.7:.D:.(q2).p2:v:pvr [Como anteriormente] 
*x942. bio). priviquriD:.q:v:(a).pr.v.r [Como anteriormente] 
9421. E::(gqu) der viqvr:.D:.quv:(qe). $3. v.r [Como anteriormente] 
95. EspDg.O:.p.v.(2).p10:D :q.v.(2).px 
Den. 
TA D::pDg.D:pvóy yv by (1) 
F.(1).9:1..(4906). DE:.p)g.D:(q2):pvór.D.qvéy (2) 
E.(2) 9:13. (£9:04) DF::pDg.D:.(y):.(92):pvox.D.qvóy (3) 
[(3).(9:08)] E::pq-3:.(392) .v(p v 2). v (y) q v by (4) 
[(4).(9:01)] Ex p9q.D:.(2).pvór.D.(y).qvóy (5) 
[(5).(9:04)] F::pDq-D:.p.v.(2).p2:D:q.v.(y). dy 


*9501. E::pg.D:.p.v. (qe). $2: 2. v (912). $e [Como anteriormente] 
*951. F::p.D.(2). br: :.pvr.D:(2).d0.v.r 


Dem. 
E.xl06. D+E::pDór O ip or. er (1) 
F.(1) 0:13:21. DE::(2).p)ó2.D: (2): pvr.D.qdevr (2) 


E.(2). (9:03:04). 3F. Prop 
«9511. L::p-D.(q2).p2:3:.pvr.D:(92).4x.v.»r [Como anteriormente] 
952. F:i:(2).d0.D.q:3:.(2).pr.v.r:D.qvr 


Den. 
E.oxl6. Dig Di avr. gr (1) 
F.(1).9:1322. Dh::(32).624.D:.(92):pavr.D.qvr (2) 
F.(2).(90501).DP::(2).42.D.4:D:.(0).pavr.D.qvr (3) 


+.(3).(9:03).  3F.Prop 
49521. E::(92).P2.3.q:3:.(30). pr. v.r:>.qwr [Como anteriormente] 
96. (2). px, (2). bx, (91) pz y (42). pz son del mismo tipo 
[*9131, (7) y (8)) 


*9'61. Si fí y yX son funciones elementales del mismo tipo, existe una función 


Al v yx. 
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Dem. 


Por las *9-14:15, hay una a para la cual “Ya”, y por lo tanto “da” tiene 
significación y, por lo tanto, también la tiene “ga v Ya”, en virtud de la idea 
primitiva de la disyunción. En consecuencia, llegamos al resultado, en virtud de la 
*9"15. 


La misma prueba es válida para las funciones de cualquier número de variables. 


*9'62. Si p (X, P) y vé son funciones elementales, y el argumento-x para $ es del 
mismo tipo que el argumento para y, hay funciones 
DAN ye (ay) ¿(A y. v. y 
Dem 


En virtud de la *9'15, existen proposiciones $ (x, b) y Ya en donde, por 
hipótesis, x y a son del mismo tipo. Por lo tanto, de acuerdo con la +9"14, existe 
una proposición ¿ (2, b) y, por consiguiente, por la idea primitiva de la disyunción, 
existe una proposición ¿$ (a, b) v Ya; en consecuencia (teniendo en cuenta *9"15 y 
*9"03), hay una proposición (y). ¿ (a, y). v. ya. De manera similar, existe una 
proposición (3 y). $ (a, 1). v . ya. Finalmente, se llega al resultado, en virtud de la 
*9"15, 


*9'63. Si 6 (%, $), y (%, P) son funciones elementales del mismo tipo, existen 
funciones (y). $ (%, y). v . (2). y (X, 2), ete. [Las pruebas son como arriba]. 


Ahora hemos completado la prueba de que, en las proposiciones primitivas del 
*], una cualquiera de las proposiciones que intervengan en ellas puede sustituirse 
por (x). dx o por(4x). «x. Resulta que, por mera repetición de pruebas, podemos 
demostrar que cualquier otra proposición que intervenga en estas proposiciones 
puede sustituirse simultáneamente por (x). Yx o por (9x). yx. De este modo, 
todas las proposiciones primitivas del *1 y, por tanto, todas las proposiciones de 
*2—*5, son válidas igualmente cuando alguna, o todas, de las proposiciones en 
cuestión sean de una de las formas (x). dx, (Iv) . fx, que es lo que se iba a probar. 


Por mera repetición de pruebas, se sigue que las proposiciones *1—+*5 son válidas 
cuando p, q, r se sustituyen por proposiciones que contengan un número cualquiera 
de variables aparentes. 
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*10. TEORIA DE LAS PROPOSICIONES QUE CONTIENEN 
UNA VARIABLE APARENTE 


Sumario del *10. 


El principal objeto de las proposiciones de este número es extender a implicacio- 
nes formales (es decir, a proposiciones de la forma (x). dx > yx) el mayor número 
posible de proposiciones probadas previamente para las implicaciones materiales, es 
decir, para proposiciones de la forma p q. Así por ejemplo, hemos probado en 
*3'33 que 

p9q-qIr.2.pIr. 
Suponga mos 
p = Sócrates es un griego, 
q = Sócrates es un hombre, 
r = Sócrates es un mortal. 


Entonces tenemos que “si "Sócrates es un griego” implica que 'Sócrates es un 
hombre”, y si 'Sócrates es un hombre” implica que *Sócrates es mortal”, se sigue que 
“Sócrates es un griego” implica que *Sócrates es un mortal' ”. Pero por sí mismo esto 
no prueba que si todos los griegos son hombres y todos los hombres son mortales, 
entonces todos los griegos son mortales. 


Suponiendo 
$x .=.xes un griego 


yx .=.xesun hombre 


xx.=.x.esun mortal 
hemos de probar 


(0) pr ya (u). pa) xD 30). 00 o 
Esta es una de las proposiciones que hemos de probar en este número. Se verá que 
la implicación formal ((x). dx D yx) es una relación de dos funciones, dx y yx. 
Muchas de las propiedades formales de esta relación son análogas a las propiedades 
de la relación “p 3 q” que expresa la implicación material; esta es de las proposicio- 
nes análogas que se prueban en este número. 


Supondremos en este número lo que ha sido probado en el *9— que las 
proposiciones de los *1—+*5 pueden aplicarse a proposiciones tales como (Xx). fx y 
(4x). ¿x. En vez del método adoptado en el *9, es posible tomar a la negación y la 
disyunción como nuevas ideas primitivas, aplicadas a las proposiciones que contie- 
nen variables aparentes y suponer que, con los nuevos significados de la negación y 
de la disyunción. las proposiciones primitivas del *] todavía mantienen su validez. 
Si se adopta este método, no necesitamos considerar a (4.x).¿x como una idea 
primitiva, pero podemos poner 
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*1001. (92) .$2.=. (2). ogz Df 

A fin de aclarar como puede desarrollarse este método alternativo, en este 
número no asumiremos nada de lo que ha sido probado en el +9, excepto ciertas 
proposiciones que, en el método alternativo, serán proposiciones primitivas, y (lo 
que en parte caracteriza el método alternativo) la aplicabilidad a las proposiciones 
que contienen variables aparentes, de las análogas de las ideas y proposiciones 
primitivas del *1 y, por tanto, de sus consecuencias tal como se expone en los 
*2-4«5, 

Las definiciones siguientes sirven solamente para introducir una notación que, 
con frecuencia, es más conveniente que la notación (2).$x> yx o (1). px = yu. 
10002. ¿22¿y3.=.(2).p23) yz DI 
1003. bus, px. .=.(2).p= yz DE 

La primera de estas notaciones se debe a Peano quien, sin embargo, no tiene 
notación para (1) éx salvo en el caso especial de una implicación formal. 

Las proposiciones siguientes (*10'1*11:12:121*122) ya han sido dadas en el +9. 
La *10"1 es la +92, *10:]1 es *9:13, *10:12 es *+9:25, *10:121 es *9"14 y *10:122 
es *9"15. Estas cinco proposiciones deben tomarse como proposiciones primitivas 
en el método alternativo; por otra parte, las *9"1 y *9:11 no se precisan como 
proposiciones primitivas en el método alternativo. 

Las proposiciones de este número son muy empleadas a lo largo del resto del 
trabajo. Las proposiciones más usadas son las siguientes: 

*101. F:(2).40.D.dy 

Esto es, lo que es verdadero en todos los casos es verdadero en un caso 
cualquiera, 

*10:11. Si fx es verdadero, cualquiera que pueda ser el posible argumento y, 
entonces (x). áx es verdadero. En otras palabras, siempre que pueda aseverarse la 
función proposicional fy, también se puede aseverar la proposición (x). fx. 

1021. F:i.(a).pDde ==: pp... (2). px 

*1022. Fi.(2).de. yr. =:(x). di: (1). yz 

Las condiciones de significación en esta proposición exigen que $ y y deban 
tener argumentos del mismo tipo. 

*10:23. +:.(2).ó13p.=:(32).p.>.p 

Esto es, si dx siempre implica p, entonces si fx es siempre verdadero, p es 
verdadero. 


x*1024. +:9y.3.(92). Hr 


Esto es, si y es verdadero, entonces hay una x para la cual dx es verdadero. Este 
es el único método de probar teoremas de existencia. 


+1027. +:.(2).f23y2.D:(2). ps.) (2). yz 
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Esto es, si (z siempre implica yz, entonces “siempre pz” implica *“siempre Y 2”. 
Las tres proposiciones siguientes, que son igualmente útiles, son análogas a la 
10:27. 
x10271.):.(2). 2 y2.D:(2).d2.=.(2).y2 
£1028. F:.(2). $e) y. O: (qa). pr. DO. (qu). ye 
10281. +3. (2). br = Ye. O (40). .= (ya). yu 
1036. +3.(390).p. dro =:2p2(90) de 
«1042. F:.(92)-da.v.(qu). ya: = (92). da v ye 
106. F:.(qo) do. ya. (90). da (qe). ye 

Debe observarse que mientras el *10:42 expresa una equivalencia, el *10:5 
expresa una implicación. Este es el origen de muchas diferencias que en lo sucesivo 
habrá entre fórmulas relativas a la adición y fórmulas relativas a la multiplicación. 


x1061. Fs. l(qr) pr a] 3: pr O o y 
Esta proposición es análoga a 
Ep.) =p) eg 
que se obtiene de la *4'63 mediante transposición. 
De las restantes proposiciones de este número, algunas se emplean con bastante 


frecuencia, en tanto que otras son lemas que se usan sólo una o dos veces, mucho 
más adelante. 


*1001. (32) .dr.=. (2). oo DI 


Esta definición se ofrece sólo para que se emplee cuando descartemos el método 

del *9 en favor del método alternativo ya explicado. En otro caso tenemos 
F:(g0) ¿pr (a). ope 

a1002. de Dd y. =. (4). dad DE 
x1003. des, Ye. =.(0). pe ye DI 
*101. F:(0).42.3.by [02] 
*10"11. Si fy es verdadero, cualquiera que pueda ser el posible argumento », 
entonces (e) .hx es verdadero [+9:13). 


Esta proposición es, en cierto sentido, la conversa de la *10*1. La proposición 
*10*| puede expresarse así: “lo que es verdad de todo es verdad de algo”, mientras 
que la *10"11 puede expresarse así: “lo que es verdad de algo, elija como se elija, es 
verdad de todo”. 


*1012. H:.(2).pvor.D:p.v.(2). 47 [9:25] 


De acuerdo con las definiciones expuestas en el +9, esta proposición es un mero 
ejemplo de “q 3 p”, dado que por definición ambos miembros de la implicación 
tienen diferentes símbolos para la misma proposición. Por el contrario, de acuerdo 
con el método alternativo, la +10-12 es una proposición substancial. 
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*10:121. Si “áx” es significante, entonces si a es del mismo tipo que x, “ga” es 
significante, y viceversa. [*9"14]. 

De esta proposición resulta que dos argumentos de la misma proposición deben 
ser del mismo tipo; ya que si x y a son argumentos de (x%, “gx” y “ga” son 
significantes y, por lo tanto, x y a son del mismo tipo. Así, la proposición primitiva 
de arriba incorpora el resultado de nuestra discusión de las paradojas del circulo 
vicioso en el capítulo Il de la Introducción. 


*10:122. Si, para alguna a, hay una proposición fa, entonces hay una función dx; y 
viceversa. [+9"15). 

*10:13. Si p% y yX tienen argumentos del mismo tipo, y tenemos “+ .¿x” y 
“E yx”, tendremos “E. qx. yx”. 


Dem 


Por el empleo repetido de las x9"61:'62:63"131 (3) llegamos a una función 
A v — Y£ Por tanto, mediante las +2:11 y *3'01, 
tinsgparr or. rc (1) 
E-(1) 2:32 (4101). F3. pr. : 0D er er (2) 
F.(2).8012.3+. Prop 
1014. F:.(2).dr:(0). Ye :D.dy yy 
Esta proposición es verdadera siempre que sea significante, pero no siempre es 
significante cuando su hipótesis sea significante. La tesis exige que $ y y tomen 
argumentos del mismo tipo, mientras que la hipótesis no exige esto. Por tanto, si se 
aplica cuando se dan $ y y, o cuando y se da como una función de $, o viceversa, no 
debemos argiir de la hipótesis a la tesis, a no ser que, en el vaso supuesto, $ y Y 
tomen argumentos del mismo tipo. 


Dem, 
Foxl0d. +:(2). pr. dy (1) 
AA D+:(0). 0.0. y (2) 
E.(1).(2).10:13.DF:(2).9.D dy: (2). ya. yy: 
[43:47] Di (0). bar (0). y: dy yy 1D. Prop 
*102. F:.(2).pvoór.=:p.vo.(2). pa 
Dem. 
Fox 101.16. Es po vo (0). iD pr ys 
[10:11] DH: (y): p.V-(2) $: prody:. 
[*10:12] Dec. p.v. (1). $0: (y). pvoy (1) 
E.e1012. Di (y) pvdy ip v (2). $e (2) 


F.().(2). 3H. Prop 
*1021. Fi.(2).pI)d.=:p.D. (2). qu [+102 a 
Esta proposición se usa mucho más que la *10-2. 


1022. F:.(0). Hr. = 3 (5). 1: (2). yz 
Dem. 
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Fo*101. DEr(x). br. yr. dy y > (1) 
[n3:26] >.dy: 

(+10:11] Des (y): (0). pu e ¿y 

[*10'21) DH: (0). br. ya.) (y). dy (2) 
EL) .10327. DE: (0). dr. y. 2. 

[10:11] Dec (2) 1 (0). pr. y. ¿yz 

(x10:21] Der (2). de pr. 0. (2). yz (3) 
+.(2).(3).Comp.DH:.(%).d7.y7.D:(y). dy :(2).y2 (4) 
Po*10 1411. DE: (y): (0). da: (20). yo: dy yy: 

(10:21) Di. (2). da: (2). $3: D.(y)-dy yy (5) 
EL. (5). +. Prop 


Esta última proposición es verdadera si es significante, pero tal como se indicó en 
relación con la *10:14, no siempre es significante cuando “(x). ¿x: (x). yx” sea 
significante. 


*10:221. Si fx contiene un constituyente x (x, y, z, ...) y Y contiene un constitu- 
yente x (x, u, v,...), en donde x es una función elemental, e y, z,... uu, V,... son 
constantes o variables aparentes, entonces dx y YX toman argumentos del mismo 
tipo. Esto puede probarse en cada caso particular, aunque no generalmente, dado 
que, al obtener $ y yY a partir de x, x sólo está sometida a negaciones, disyunciones 
y generalizaciones. Este proceso puede ilustrarse mediante un ejemplo. Supongamos 
que qx es (y). x (%, y).3.0x, y que yx es fx .D.(y). x(x, y). En virtud de las 
definiciones del +9, fx es (3 y). x(x, 1) 0x, y yx es (1). fx v x (x, y). Por 
tanto, dado que las ideas primitivas (x). Fx y (4 x). Fx sólo se aplican a funciones, 
existen las funciones — x (X, Y) v 0%, — f% v x (x, $). Por lo tanto, existe una proposi- 
ción — x (a, b) v 0a. Por consiguiente, ya que “p v q” y “— p” son significantes sólo 
cuando p y q son proposiciones, existe una proposición x (a, b). De manera 
semejante, para alguna u y v, existen proposiciones — fu v x (u, v) y x (u, v). Por 
tanto, en virtud de la *9'14, « y a, v y b son respectivamente del mismo tipo y 
(nuevamente en virtud de *+9"14) existe una proposición — fa v x (a, b). Por tanto 
(+9"15), hay las funciones — x (a, $) v Ga, — fa v x (a, 9), y, en consecuencia, hay 
las proposiciones 
(AN «xa, y) va, (y) Ju vx te, y), 

es decir, existen las proposiciones fa, Ya, que es lo que se quería probar. Este 
proceso puede aplicarse, de manera similar, a cualquier otro ejemplo. 


*x1023. Fi r) dp (a) pu... p 


Dem. 
EZ OB) (a) oe Zi (2) Wer vo. p: 
[()03)) =.(q50).$0.3.p 0) 


E.(1). (RUI). DE. Prop 
En esta prueba hemos empleado las definiciones del *9. En el método alternati- 
vo, en el cual (3x). fx se define de acuerdo con la *10'01, la prueba se realiza de la 
manera siguiente: 
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*1023. E+:.(2).40)p.=:(512).b7.>.p 


Dem. 
E. Transp. (1001). -:.(94).1.).pi3:0p.D (2). px: 
(x10:21] = (4): =p.D. gr: (1) 
(se101] Dinp die: 
[Pransp] Di pr. Op 
[10:11] E: (2) 2. (qe) dr. p:Di pr. pi 
[10:21] H:.(92). $3.) .p:D:(2): 430.3. p (2) 
F.sel0 1. Dc. (0): 9.) p: Dir pp: 
[Transp] Dip Dn 
[e 10:11:21] DH: (2): $7.) p:D:(2):>p.D eee: 
(m] >:(392).$7.D.p ES) 
E.(2).(3). +. Prop 


Siempre que tengamos una proposición aseverada de la forma p > dx, podemos 
pasar en virtud de los *10"11:21 a una proposición aseverada p . D.(x). Gx. Este 
paso se requiere constantemente, como en la última línea de la prueba de arriba. 
Ello se indicará simplemente mediante la referencia ***10-11-21”, y los dos pasos 
que necesita no se pondrán separadamente debajo. 


*1024 F:9y.D.(qu). dx 


Esta es la *9"1. En el método alternativo, la prucba es la siguiente 
Dem. 
ELO. E: (2). pr ¿A 
[Transp] +: y. re(e) oe: 
[(*10:01)] +. Prop 
*£1025. F:(2).90..(492). br [10124] 
*10251. +:(2).=¿.D.vf(2).ba] [10:25 . Transp] 
*10252, +: ((q2).d2).5.(2). ¿3 [14:2. (49:02)] 
*10253. Him ((a).d3).=.(q2).opx [14:2.(+9:01)) 
En el método alternativo, en el que (3 x). fx se define como la +*10'01, las 
pruebas de las *10-252:253 son como siguen: 
10252. Fi (q) ba = (2). o o [4:13 . (10:01)] 
*£10253. HF: (a). a]. z (42) «qu 
Dem. 
E.4101. DF:(2). dr. dy> 
(2127 Dino): 
[+1071:21]3+ :(2) 47.9 .(y). o (ey): 
[Transp] De:>(y) (4). (2). pr] : 
[(*1000)] DEN dy - >. [(2). pu] mn 
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PLOT. DE ley)? Dile). 


[2:14] Di e: 

[x10:11:21]3F:(y)-o(v4y)>  D- (2). bx: 

[Transp] DE:((2)- pa) - Dn (y) (ey) > a 
[(*10:01)] > (44) - by a) 


F.(1).(2).5 +. Prop 


*1026. P:.(2).p2D yo: po: y [+101. Imp] 

Esta es una forma del silogismo en Bárbara. Por ejemplo, supongamos 
dz . =.z esun hombre, pz . =. z es mortal, x = Sócrates. Entonces la proposición 
se convierte en: 

“Si todos los hombres son mortales y Sócrates es un hombre, entonces Sócrates 
es mortal”, 


Otra forma del silogismo en Bárbara se da en *10-3. Las dos formas, antiguamen- 
te identificadas erróneamente, fueron diferenciadas primero por Peano y Frege. 


21027. Pi.(2). 2D y2.D:(2).p2.D.(2). yz 
Esta es la *9"21. En el método alternativo, la prueba es como sigue: 


Dem. 
Fol0014, DE:.(2).p2y3: (2). p2:D. dy yy dy. 
[Ass] D.yy:. 
[e10:1] Dec (y): (2). ye: (2). po: yy. 
[+10'21] Ez. (2). p2 yz: (0). $2: 5 .(y). yy (1) 
F.(1).Exp.>F. Prop 
10271. F:.(2).p2= y2.>:(2). p2.=.(2). yo 
Dem, 
F.410:22. +: Hp.D:(2).d23 pz: 
[*10-27] D:(2).$7.D. (2). pe Y) 
F.10:22. +: Hp.:(2).Y423p2: 
[+10:27] >: (2). p2.D.(2). pe (2) 
F.(1).(2). Comp.+F. Prop 
1028. E:.(2).f Yo. (92). a 0 (92). ya 


Esta es la *9-22. En el método alternativo, la prueba es como sigue: 


Dem. 
P.a1001. Es. (2). de. dy yy 


[Transp] Deny 

(+101121]3F 3.(2) $3 yr. :(y). “yy y: 

(»1027] DY) y 2 (y) by: 

[Transp] (AN -dy (9) -Yy 3.3. Prop 


10281. F:.(2).f3= y. :(qu).¿2.=. (92). yz (10:22:25. Comp] 
*1029. E:.(2).dad ya: (r). ¿oO pc (0): Dz. yz. 
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Den. 

F.10022. Des. (o) pe e cl) bed q: 
Su): pr pr 0 q (1) 

AA ES AE PERA TEE 
[10:11] DEz (1): by de o iD rs 
[510271] DE:.(2): depa ¿e ia)i D . (2) 
E.(1).(2).3F. Prop 

Esta es una extensión del principio de la composición. 

103, — Fi.(2).pO yc). yr 2D (0). $0 yr 
Esta es la segunda forma del silogismo en Bárbara. 


Dem. 
1022221 .2-:Hp.3.(2).b123 yr. xx. 
[Sy!l1..10:27] .(7).d73 xr : DE. Prop 
*10301. +:.(2).d0= yz: (2). pzz x0:D.(2).b2= xx 
Den, 


E.2e1022221 0-3. Hp.D:(2).b2= px. pa xx: 
[e4:22.10:27] Di (2). pez xr: +. Prop 
En la segunda línea de las pruebas *10-3 y *10:301, abreviamos el proceso de la 
prueba de una manera que con frecuencia resulta conveniente. En la +10"3, el 
proceso completo sería así: 
F.Syl. DE: pOr O ¿ed 
[10:11 :(2):p0 O) yr yO ¿0 
[10:27] 3+:(7).b2 Y. yx. (20). $10 xx 
Las dos últimas proposiciones muestran que la implicación formal y la equivalen- 
cia formal son relaciones transitivas entre funciones 
1031. F:.(2).p2D Y 3. : (2): P7.x0.D Yi. yz 
Dem. 
E. Fact.x10:11.DE3.(2)1: $290. : dr... y. (1) 
F.(1) 10:27. DE. Prop 
*10:311. F:.(2).p2 y. :(7): 2.0 .=.Y 2. xx 
Dem. 
Pande36 010711. bo. (2)3. pr Y Di o o q (1) 
F.(1).*1027., DF.Prop 
Las dos últimas proposiciones son extensiones del principio del factor. 


*1032. +F:dr=y0.=.yz=,0x 
Dem. 
F.1022,D)F: px, 5 $0 de 
(4:3] NEP AAA 
(10:22) e«prz=¿pr: DE. Prop 
Esta proposición muestra que la equivalencia formal es simétrica. 
*10321. HF:pr=¿ yz pu Td EZ 
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+.*10:32.Fact.DF:Hp.D. pass. $ =p x0 + 


[:e10-301] 
110322. FL: yz=¿$x. xx 
Dem. 


>. yo=,xe: DF. Prop 
IR o PE 


F.1032.3-F:Hp.D. vaso. po. xi. 


[*10:301] 


D.yr=,x20: +. Prop 


*1033, +:.(2):$3.p:=:(0).d2:p 


Dem. 

F.£101. 
[3:27] 
F.(1).3:2 
(+*10:11:21] 
E.(2).(3). 
F.ael091. 
[Fact] 
[10:11:21] 
F.(4).(5). 

*1034. +:.(q2).4223p 


MH: (2): 7.p:D.dy.p. (1) 
>.p 2) 

6.3-:.(2):f10.p:>.dy: 

3H: (2): 90.p:>9.(y).dy (3) 

DH: (2):93.p:D:(y).$y:p (4) 

De: (y). dy. De q es. 

DE: (y) dy: p: Dd. po. 

DE: (y). dy :p:D: (2): px.p (5) 

+. Prop 


.=:3(2).$2.3.p 


Esto se obtiene inmediatamente a partir de las *9:05'01 y de la *1:01. En el 
método alternativo, la prueba es la siguiente: 


Dem. 
E .14:2 (10:01). 2 
E:.(q2).pOp. =:ivl(a). (px) p)) : 
(4:61 .e10:271] =:iv((2): $2. op]: 
[10:33] =:3i0 ((0). $0: p)] : 
(4:53] =:0((a). $0) .v.p: 
(e4:6] =:(4).p2.2.p 

*1035. F:.(q2).p.f2.=:p: (9%) -pz 

Dem. 
F.326. DE:p.dz.).p: 
[x10:11] DE:(2):p.f7.>.p: 
(x1023]  DF:(49%).p.$2.3.p (1) 
E.327. DE:p.dr.d. 2: 
(*1011] F:(a):p.q2.3. Hr: 
[*«10:28]  DE:(q2).p.$2..(q2). qx (2) 
E.32. Db:p.D: 2. .p. qu. 
(10:11:21) F:.p.>:(2):93.3.p.q$u: 
(*10:28] D:(950). 2.) .(qa).p. pz (3) 
F.(D).(2).(3). Imp.>F. Prop 


10:36. +:.(q2).¿ovp.=:(q1).p1.v.p 
Esto resulta inmediatamente de la *9*05. En el método alternativo, la prueba es 


la siguiente: 
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Dem. 
Fab. Mido vp.2. pr p: 
(»e10:11] M:(2): dor p.=. o pr pp: 
(»10:281] DE: (40) dav p.=:(q2).o$r 3 p: 
(10:34) =:(2).$.D.p: 
[ued6.(e10:01)] =:2(qu).px.v.p:.DE. Prop 


La última proposición sólo se necesita para llegar a lo siguiente: 


«1037, +:.(qu).pdóz.=:p.D.(q2).p2 [ «1038 5») 
1039. F::f2D,x 3: 413,07: : $13. y7.D,. xx. Óz 


Dem. 
F.41022.3-:. Hp.D:(2):923 x.y 0x: 
(13:47 1:10:27) >:(a): $2.42.) .xx0.6x:.3 +. Prop 


Esta proposición es verdadera sólo cuando la conclusión sea significante; el 
hecho de que la hipótesis sea significante no garantiza que lo sea la conclusión. 


Acerca de las condiciones de la significación, véanse más abajo las observaciones al 
*10'4, 


*x104  Figr=,xc.yr=s0c.D: pr. =p. x0. Ox 


Dem. 
F.s10:22, +: Hp.2: 903, x2.y23,0x: 
[10:39] Didrex. Ox (1) 
Similarmente Fi. Hp.D:x0. 0x0. pa. y (2) 
F.(1).(2).Comp.3F:.Hp.D):$2. 42.) .x0.03:x0.00.D,. pu. po: 
[10:22] 2: $2.12. 32. x2+ 07:23. Prop 


En la *10'4 y en muchas proposiciones posteriores, tal como en la +10:39, la 
conclusión no puede ser significante cuando la hipótesis es verdadera. Por lo tanto, 
a fin de que pueda legitimarse el uso del x10'4 en la inferencia, es decir, pasar de la 
aserción de la hipótesis a la aserción de la conclusión, las funciones $, y, X, 9 deben 
ser tales que se solapen los rangos de significación. En virtud del *10:221, ésto se 
asegura si son de las formas Fílx,x(%9,2,...)), Mx, x(%,)9,2,...)), 
Gx, x (0,9, £, ...)), 81%, x 0% ), £, ...)). También se asegura si $ y Y,0Py0,0x 
y y, o x y 0 son de tales formas, por la razón de que $ y X deben tener solapados 
los rangos de significación si la hipótesis es significante, y también debe serlo y y 0. 


*1041. F:.(2).p2.v.(2).17:3.(2). dev yz 


Dem.., 
P.el01. DE:(2). $7.23 .by. 
[2-2] >. dy v yy (1) 
F.s101. Dh:(0). ye. yy. 
(+1:3] >. by v yy (2) 


F.(1).(2) 1013. F:.(2).40.D.¿yvyy:(2).yz.D.byvyy:. 
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[»3:44] DH: (0). $3. V-(2).y7:D.dyv yy 
[«10:11:21] DH: (2)- $7. v.(2).yr:D. (y). by v yy :.DE. Prop 

Obsérvese que en la prueba última los usos de las *22 y *1:3 son sólo 
legitimados si fy y yy tienen los rangos de significación solapados, pues en otro 
caso si y es tal que hay una proposición $y, es tal que no hay proposición yy, y 


10411, bi. posa yr. y az 02. : prov yz. =,. xx v Óx 


Dem. 
F.«1014.DF::Hp.D:r=x0.yr=0x: 
[»4:39] Di pur yr. =.xzvÓz (1) 
F. (1) ..10:1121.3F. Prop 


10412 F:po= pa s poza ya [4 11. e10:11:271] 
10413, F:.pu5,y0.yao=0x.D: bo yr. 3.10 Ox 


Dem. 
+ .110411412,3F:.Hp-D:vfrov y .=,. o xz v Óz 
[(*1:01)] ):$23px.=,.x23 6x7 :.3 +. Prop 
10414. ki dr=yxc.yaz0x Di: pr pr... 123 02 
Dem. 
F10:413 092 ¿Do Hp.D:y2 0.3, . 02) xo 0) 
F10:413. (1) 104. +. Prop 


Las proposiciones *10:413:414 se usan principalmente en los casos en donde x 
se sustituye por 6, o donde Ó se sustituye por y, en cuyo caso la mitad de la 
hipótesis se hace supérflua, siendo verdadera en virtud de la *4:2 


1042 F:.(q). pa. v.(92).y2:=.(q0). div yz 


Dem. 
F,*10:22. CSS AAC PL A 
(4:11] Deiv l(a morra) eya. (1). dr ma). 
(+4:51:56.10:271] DE: ((0) pa]. vo (1) yz: 
=.o (2). (gov ya) s. 
(w10:258] DH: (40). d2.v (qx). y3:=.(q2).p3v yo: 
>+F.Prop 


Esta proposición se usa muy frecuentemente. Debe contrastarse con la *10*5, en 
la cual tenemos sólo una implicación y no una equivalencia. 


10:43. P:ipz=, 12. do. = de = 2. yr 


Dem. 
Fxl01. Digas pe. es y (1) 
F.(1).*532.3+. Prop 
2105. F:.(qa). ¿2 yo. : (qx). 3: (0). yo 
Dem. 


F,4326 .*1011.DF:(2):$2.y73.3.$2: 
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[*10'28] DE: (90). $7. y. .(q2). $2 (1) 
+.43:27 .1011.D+:.(2):90.Y42.2. yx: 
[+10:28] +: (qu). $2. 2.0 (92). ya (2) 


+.(1).(2). Comp. + :. Prop 


La conversa de esta última proposición es falsa. El hecho de que esta proposición 
exponga una implicación, mientras que la *10:42 exponga una equivalencia, es la 
causa de muchas diferencias posteriores entre las fórmulas que se refieren a la 
adición lógica y las fórmulas que se refieren a la multiplicación lógica. 

*10561. Eiiv((qa). $2. yx] 301.0. ya 
Dem. 
+.410252.D-:: ((qu). $2. y23).=:(2). (px. ya): 
(+4:51:62.10:271] 2(2): $2.) yx: +. Prop 
»1052. +:.(q2).42.3:(2).p23)p.=.p 


mo" 


Dem, 
Ra55 DE: Hp. :.p.=:(q2). $0. p: 
[*10:23] =:(0).d23p:: +. Prop 
*1053. Eiio(52).p2.D: 42.0. yz 
Dem. 


F 2:21 .+10:11.> 

Er(2):: m2. : 1. yu. 

[10:27] DF:.(2). 42.2 :(2): $7. .yo:. 
[+10:252) + :.0(392).93.D:(2): 92.3. y2:.3 +. Prop 


10641. F:. dy. .pvyy:=:p.v dy), yy 


Dem. 

E. 42. (4101). 3. y Oy «pr yo = 2 (y). dy vr pr y: 
[Assoc.+10:271] =:(y).pvedyv yy: 

[+10:2] S:3p.V+(y). by v yy: 
[(+*1:01)) =S:p.V-$Y yyy 1. +. Prop 


La última proposición sólo es necesaria a fin de llevar a lo siguiente: 
10542. F:. by. .p)yYy:=:p.D.$yD, Yy [+10581 | 
Esta proposición es un lema para la +84:43 
1055. E:.(qu). $3. yo: pr0, y 3: = 2 (qu). pe: pr O, y 
Dem. 
Pad 71 DE: O ip pu mz (1) 
F.(1) «10:11:27 .) 
E. $2), Yy 73. :(2): $0. p3.=. 9: 
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[10:281] >:(92).$7.y2.=.(92). px (2) 
F.(2).1532.3F. Prop 
Esta proposición es un lema para +117:12:121 


1056. F:.d2.),.y23:(92).b2.x2:D (97). yx .xxz 


Dem. 

E AN A AGE 

[10:28] D:(32).dr.x1.2 (qa. yz.xz (1) 
F.(1).Imp.F. Prop 


Esta proposición y la *10:57 se usan en la teoría de series (parte V). 


1057. bio.) ev: 2D, 0 (q). $2. xx 
Dem. 
F.*1051. Fact. > 


A TR AA O E 


(*10:29] Dip O IV ¿A 
[5:61] Dir. a (1) 
F.(1).56.>+. Prop 
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*] 1. TEORIA DE LAS DOS VARIABLES APARENTES 


Sumario del +11. 


Las proposiciones que en el *10 se probaron para una variable se extienden en 
este número para dos variables, añadiendo unas cuantas proposiciones que no tienen 
análogas para una variable, tales como las *11:2*21:23"24 y las *11'53"55'6'7. La 
expresión “f(x, y)” representa una proposición que contiene x y que contiene y; 
cuando la x y la y no están asignadas, $ (x, y) es una función proposicional de x e y. 
La definición *11'01 manifiesta que “la verdad de todos los valores de $ (x, y)” no 
necesita ser considerada como una nueva idea primitiva, sino que puede definirse en 
términos de “la verdad de todos los valores de yx”. La razón es que, cuando está 
asignada la x, $ (x, y) se convierte en una función de una variable, a saber y, de 
donde resulta que, para todos los posibles valores de x, “(y). $ (x, y)” incorpora 
solamente la idea primitiva introducida en el *9. Pero “(y). $ (x, y)” es, de nuevo, 
sólo una función de una variable, a saber la x, ya que la y viene a ser aquí una 
variable aparente. Por tanto, la definición *11:'01 que viene a continuación es 
legítima. Proponemos: 


sl1101. (2,y).p(7, y) -=:(2):(y)-$ (7, y) Df 
rl1102. (2,y,2).b(2,y, 2). =:(x2): (y, £) . $(z, y. 2) Df 
*1103. (qu, y).p(z, y). =:(47) :(9y) - $ (x y). Df 


*1104. (qu,y, 2) .$(2,y.2).=:(q2): (ay, 2) . $(x. y. 2) Df 
*1105. (2,94) Day v (2 y): =:(2:y): blu, y) > - y (x, y) Df 
*1106. d(2,y)-=2y-V (7 y):=:(0,y):p(x, y)-=- y (0, y) DI 


Todas estas definiciones se suponen extendidas a cualquier número de variables que 
puedan tener. 


Todas las proposiciones de esta sección pueden ampliarse para un número finito 
de variables; como la analogía es exacta, no es necesario en nuestras pruebas llevar 
el proceso más allá de dos variables. 


Como añadidura a la definición *11'01, necesitamos la proposición primitiva 
siguiente: “cualquiera que pueda ser el posible argumento x, $ (x, y) es verdadero 
cualquiera que sea el posible valor de y”, implica una expresión correspondiente en 
la que la x y la y están intercambiadas, excepto en 6 (x, y). Cualquier otro 
significado que se tome para *p (x, y) es verdadero cualquiera que puedan ser los 
posibles argumentos x e y”. 


Las proposiciones de este número son, en cierto modo, menos usadas que las del 
*10, aunque algunas se utilicen con más frecuencia. Tales son las siguientes: 


*111. F:(a,y).b(,y)..$(2,w) 
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*11"11. Si 6 (z, w) es verdadera, cualquiera que puedan ser los posibles argumentos 
z y w, entonces (x, y). $ (x, y) es verdadera. 


Estas dos proposiciones son las análogas de las *10"1:11. 
*11:2, F:(2, y). p(z, y)-=»(y, 2). $ (z, y) 
Esto es, decir que “para todos los posibles valores de x, f(x, y) es verdadera para 


todos los posibles valores de y” es equivalente a decir que “para todos los posibles 
valores de y, $ (x, y) es verdadera para todos los posibles valores de x”. 


*113. F:.p.D.(2,y).p(2y):=:(2,y):p.>. (zx, y) 

Esta es la análoga de la »10-21. 
s11:32. F:.(a,y):p (2, y). y (2, y):D:(x, y). $ (xy). 2 (2, y)» (z, y) 

Esto es, si $ (x, y) siempre implica y (x, y), entonces 'siempre $ (x, yY implica 
“siempre y (x, y). Esta proposición es la análoga de la *10:27. Las *11:33:34:341 
son, respectivamente, las análogas de las *10:271'28:281, y son igualmente muy 
utilizadas. 

*11:35. F:.(2,y):9(2,y).D.p:=:(3x,y).p(x,y).3.p 

Esto es, si $ (x, y) implica siempre p, entonces si $ (x, y) es siempre verdadera, p 
es verdadera, y viceversa. Esta es la análoga de la *10:23. 

*11:45, +:3.(qey):p.d(2,y):=:p: (qe, y). p (a, y) 

Esta es la análoga de la *10:35. 
e1154. +:.(95, y) $2. yy. =:(92). $7: (94) - vy 

Esta proposición es útil porque analiza una proposición que contiene dos 
variables aparentes en dos proposiciones, cada una de las cuales contiene sólo una. 
“dx . yy” es una función de dos variables, pero está compuesta por dos funciones 
de una variable cada una. Una función tal es como una cónica que tiene dos líneas 
en la misma dirección; puede llamarse una función “analizable”. 

11:55. P:.(3qx, y) pr. y (a y).=:(q2) : bx: (gy) - y (x, y) 

Esto es, decir “hay valores de x y de y para los que bx . y (x, y) es verdadero” es 
equivalente a decir “hay un valor de x para el que fx es verdadero, y para el cual 
hay un valor de y tal que y (x, y) es verdadero”. 

*11:6, Fuí) (ay). p(2, y). yy: x=: (qy) 3. (qe) .d(2,y). xx: yy 

Esto presenta un tipo de transformación que es útil en muchas pruebas. 


11:62. bid. y (2, y). De y x(0,y)3= 1. $0. Ie: (zx, y). Dx (z, y) 
Esta transformación también se utiliza frecuentemente. 


*1101. (2, y).b(z, y) -=:(7) : (y) . p(z, y) Df 
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*1102. (x,y,2).d(2, y 2) .=:(2):(y, 2). $ (z, y, 2) Df 

*1103. (3%, y).p (2, y).=:(32) : (ay) - e (2. y) Df 

*1104 (qx, y,-2).$ (2, y, 2).=:(92) :(qy, 2). p(z, y, 2) DE 

*l105. d(2,y).x,y y (2,y):=:(0,y):9(2, y)... y (z, y) Df 

*Í106. H(x,y).=e y Y (z,y):=:(x%, y): p(2,y).=- y (z, y) DI 

con definiciones similares para cualquier número de variables. 

*11:07. “Cualquiera que pueda ser el argumento posible x, ( (x, y) es verdadero, 
para cualquiera que pueda ser el argumento posible y” implica el correspondiente 
enunciado con la x y la y intercambiadas, excepto en “¿ (x, y)”. Pp. 


«lll. P:(2,y).p(2,y).>.p(z, w) 


Dem. 
F.s«101 .>F:Bp.>.(y).$(z y). 


(10:1] .¿(z2,w): +. Prop 


*11-11. Sig (z, w)es verdadera, cualesquiera que puedan ser sus posibles argumentos 
z y w, entonces (x, y). $ (x, y) es verdadera. 
Dem 
Por *10"11, la hipótesis implica que (y). $ (z, y) es verdadera cualquiera que 
pueda ser el posible argumento 2; y ésta, por *10*11, implica (x, y). $ (x, y). 
*1112. F:.(2,y).pveo(z,y)-2:p.v.(2,y).p(x, y) 
Dem. 
F.k10112.3F:.(y).pvo (my). D:ip.v.(y).p(2,y):. 
(*10:11:27]3F:.(2,y).pvó la, y).D:(2):p.v (y). p(z, y): 
[ne10:12] D:ip.v.(2,y).$(x, y):.DF. Prop 
Esta proposición se usa solamente para probar la *11:2. 
*11:13. Si 6 (%, P), y (%, P) tienen el primero y segundo argumentos respectiva- 


mente del mismo tipo, y tenemos “F.¿(x, y)” y “E. Y ( y)”, entonces tendre- 
mos “+. $ (x, y). Y (><, y)”. [La prueba, como en +*10:13]. 


*11:14. F:.(2,y).¿(2,y):(2,y). y (2,y):5: 9 (2, w). y (z, w) 


Den. 
F.x1014.3+:. Hp. :(y).p(z, y): (y). y (2, y) 
[10:14] ):¿(2,w). y (2,w):.3F. Prop 
Esta proposición, como la *10:14, no siempre es significante cuando su hipótesis 
es verdadera. Por esta razón, la *11:13 siempre puede usarse con seguridad en una 
inferencia, mientras que la *11-14 puede usarse en inferencia (es decir, para la 
aserción real de la conclusión cuando se asevere la hipótesis) si se sabe que la 
conclusión es significante. 


*112 F:(,y).d(z, y).=-(y, 7). p(z, y) 
Dem. 
Posldid. D+e:(x, y). p(x, y)... H(z, ww) (1) 
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F,(1) 11:07:11. +F:.(00,2):3(x, y). d(2,y).3 $ (£, w) (2) 
+. 1112 EN ¿ 9) > 
Pp 
E:.(2,y).p(u, y). .(w, 2). b (z, w) (3) 
Similarmente E:.(w,8) .b(e,0).D2.(2,y)-p(x,y) (4) 


F.(3).(4). DF.Prop 
Obsérvese que “(w, z). $ (z, w)” es la misma proposición que (y, x). $ (x, y)”; 
una proposición no es una función de ninguna variable aparente que intervenga en 
ella. 


*1121. F:(2,y2).d(2,y,£).=.(y,2,2).p(z, y, 2) 


Dem. 
[(*11:01:02)] E <: (<, y, 2) .P(x, y, 2).=:.(2)1.(y): (2). $ (o, y, 2) :. 
[1 1-2] 2. (y) 3. (10) :(2). P(z, y, £) 32 


(1 1-2.10:271) 2. (y) 3. (2) :(2) . p (z, y, 2) 5. 
((+11:01:02)] :.(y, 2,2). (x, y, 2)::3+. Prop 
+1122. F:(q2,y)-p(2,y).=. (2,9). (2, y) 
Dem. 
F.*10:252. Transp . (11:03), 3 


CT] 


F:(q=.y).b(.y). — =.“l(0):w(ay). (2. y) - 

[+10:252-271] =.o ((a): (y). $ (a, y) - 

((*11:01)] =.v((a, y). $(x y) : DE. Prop 
«1123. +:(qu,y).p(e, y).=-(ay, 2). $ (z, y) 


Dem. 
F.*11:22.3+-:(9x,y).$(z, y). 
(+11:2. Transp] 


.[(a, y). b(z, y) - 
iy 2). p(z y) - 


(*11:22] «(y 2). $ (zx, y): +. Prop 
*1124. F:(qe, y, 2) .$(u y, 2) .=- (y, 2, 0). p(zx, y, 2) 
Dem. 
[611:03-04)] + :: (qx, y, 2) (2, y, 2) -=:-(q2) :.(3y): (92). $ (7, y, 2) 3. 
[«11:23] =:.(qy):.(q0): (92) p(8, Y, 2):. 
(11:23.10'281] => (y) :. (12) :(q0). $ (z, y, 2) 1. 
[(+1 1:03:04)) = 3. (qy, 2,2) .4 (2, y, 2) 1: 5F. Prop 


1125. E:iv((qe y) .¿(2, y) .=.(2,y).$(z y) [*11:22. Transp] 
*11:26. F:.(qu):(y).p (a, y):D:(y): (qu) -$(z, y) 


F .e101:28.D 1. (52): (y) $ (5, y):D:(q5).p(z, y) (1) 
E, (1) 101121 .>F. Prop 


Obsérvese que la conversa de esta proposición es falsa. Por ejemplo, sea $ (x, y) 
la función proposicional “si y es una fracción propia, entonces x es una fracción 
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” 


propia mayor que y”. Entonces, para todos los valores de y tenemos 
“(qx).(x, y), de forma que se satisface (y): (4x).0(x, y). De hecho, 
“(y): (4x). $ (x, y)” expresa la proposición: “Si y es una fracción propia, enton- 
ces hay siempre una fracción propia mayor que y”. Pero “(4x): (»). 9 (x, y)” 
expresa la proposición: “Hay una fracción propia que es mayor que cualquier 
fracción propia” lo cual es falso. 


*1127. E:s.(qe, y): (92) p(2,y,2):=:(32): (34, 2). p (2, y, 2): 
=: (qx, y, 2) > $ (z, Y, z) 


Dem. 
E 402. (11:03) . 3 ñ 
F:: (qu, y) :(qs) .p(2,y,2):=:. (3.2) :. (qy) : (92) . $ (a, y, £) (1) 
E.aet2. (11:03). > 
Es. (qy) : (92) -$(z, y 2) :=: (y, £) . p(z, y, 2) (2) 
F.(2).+1011281.> 
E: (95m) :. (4y) :(3qz) - p(x, y 2) :.=:.(qu) :(3y, 2) - $ (a, y, 2) (3) 


E. (1). (3). (+1 104). +. Prop 


Todas las proposiciones del +10 tienen sus análogas con validez para dos o más 
variables. Las más importantes de éstas son las que se prueban a continuación. 


113, b:ip.D.(2,y).p(2,y):=:(8, y):p.D-d(<, y) 


Dem. 
F.x1021.DE:.p.D.(7,y).p(7,y):=:(2):p.D-(y). $ (2, y): 
(10:21:271] =:(a,y):p.D.p(u, y):. +. Prop 


LI3L. Fi.(2y).b(2,9):(0,y).Y(2,9)3= :(0,y):6(2.9) -v (2,9) 


Aquí las condiciones de significación del miembro que está al lado derecho exige 
que $ y y tomen argumentos del mismo tipo. 


Dem. 
F.10:22.3+::(2,y).d(2,y):(2, y). y (3, y): 
2(0):.(y)-$ (0 y): (y). y (2, y):. 
(*10:22:271] (ay): p(z, y). y (e, y):: DH. Prop 

Las pruebas de la mayor parte de las proposiciones que vienen a continuación se 
desarrollan exactamente como en los casos *11:3"31; la proposición análoga en el 
+10 se usa dos veces junto con la *10:27, o la *10:271, o la *1028, o la *10-281, 
dependiendo del caso del que se trate. Cuando las pruebas se acomodan a este 
modelo, daremos solamente la referencia de la proposición empleada. 


*11:311. Si 9 (2, 9), y (%, $) toman argumentos del mismo tipo, y tenemos 
“+. yy y “F.yY (Qs y)”, tendremos “E. ¿(x, y). Y (x, y)”. [La prueba es 
como en *10:-13]. 
*1132. Fi(e.y):p(,y).D y (y): :(0,y).p(3, y). 9 (3, y). yw (x y) 

[«10-27] 


11:33. Exa (a,y) $ (2, y) .=+ y (2, y): 2 (2, y). p(z, y). = (2, y)» y (x, y) 
[+*10:271] 


(il 
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1134 +:.(3,y):p(2,y)..y(2,y): 5: 

(qz, y) -p(x,y).>-(qe,y) y (ay) [*1027:28] 
*11341. +:.(3,y):H(0,y)-=-v(8,y):3: 

(q5,y)-$ (5, y). =.(qu, y) vz, y) (*10:271:281] 
«1135. b:.(2,y):P(0,y).).p:=: (ea) .b(2,y)..p  [w1023:271] 
*1136. F:d(2w).D.(51%, y) d(z, y) 

Dem. 

E $111 .DE:(,9). o p(, y). Pp (2,w) (1) 
F.(1). Aa +, Prop 
*1137. F:(o,y):p(2,y).3.y (a y): (ey): y(2, y) ..x(2,y) 3. 
> :(a, y): p(2,y).9.x (2, y) 

Dem. 

En la siguiente demostración, “Hp” significa la hipótesis de la proposición que se 
va a probar. Emplearemos esta abreviatura, siempre que convenga, en todos los 
casos en donde la proposición sea hipotética, esto es, que sea de la forma ““p q”. 
De manera similar “Hp (1)” significa “la hipótesis de (1)”, y así sucesivamente. 


F.x1131.DF::Hp.D:2.(2,y):.9(0,y).D.Y(2,y): Y (0, y). x (0, y) a) 
F.Syll 1111. Ec (010 (0,y) y (ay: v(2,y).Dox (ey): 
Di p(2,y)- Dx (a, y) s. 
[+1 1:32] Dc. (2,y):p(m,y) DD y (a y): (a y). .x (my): 

D (uy): LY) -D. L, 2 

F.(1).(2).Syll. DE. Prop (2,y):p(2,y)->.x (0, y) (2) 


Esta última es un tipo de prueba a la que se recurrirá frecuentemente en lo que 
sigue. Las pruebas que se ajustan a este modelo se indicarán sólo mediante los 
números de la proposición empleada. 
a1371. +::(2,y):9(0.y).=. y (5,y):.(0,y): Y (0, y).=-x (2, y): 

Di. (0,4): 9 (3,y).=.x(x, y) [*11:31:11:33) 
*1138. P::(0, y): b(x, y). ye y) 1.) :. 
(y) :$(2,9) (2,4). (2.y)-x(x, y) [Fact.*11:11:32) 
1139. Fox, y): p(2, y). yz y): (3,y): x (0, y).D.O(2,y):.)D 1. 
(y) :9(2,y).x(x,y)-D- Y (2, y)-0(x, y) [43:47 11:11:32] 
r11391. +::(2,y):9(8,y).D-v (29): (5, y): p(0,0).-D.x(0,y):. 
Dem. =3(2,y) 3 p(7,y).).y(2,y). x (u, y) 


F.1476. id. y (a): dp(x, y). x(oa y): 
=:p(0, y). y (a, y) .x (my): 
(X111033] De:.(a,y)3$(0,).0.v (2 9):$(0,y).>.x(2, y): 
:(0,y):P(3, y). y (2, y).x (2, y)< 
(11 1:31] DE:o:(2,y):9(2,y).D y (0,9y)3.(0, y): b(2,y) Dx (e, y): 
=1(0y):p(8,4).D.Y (0,3) .x(0y):: 


EF. Prop 
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x*114. Es:(u,y):ió(x%,y).=. y (2,y) 3. (y): x(%,y).=.0(x,y)2.):. 


(y) :p(o.y)-x(=,y).=. y (2, y). 0 (x, y) 
Dem. 


R.41131.3-::Hp.D:.(2,y):.9(x2,y).=.y(2,y):x (2%, y).=.0(x, y)2. 
[4:38.1 1:11:32] Dia y): plo, y). xlo, y) .=. Y (2, y).O(x, y):: 
+F.Prop 
*11401. F::(,y):9(2,y).=. Y (2,y):5:. 
(2, y): plz, y). x (o, y).=. Y (2, y). x (2 y) [e114 2-18] 
x1141. F:.(qx,y).$(2, y): v 3 (qx, y). y (z, y): 
=:(q2, y): p(x, y). v y (z y) (»e10:42:281] 
41142. F:.(q0 y) p(0 y) Y (2 y). >: (97,4) + $ (o, y): (ae y). y (a, y) 
*10:5 
*11:421. +:.(2,y).P(2,y)-v-(2,y)-V(8,y):>D:(0,y):p(3, y) .v. y (2, y) 
El :42 JE. Transp . 4: 56] 


*1143. F:.(qe,y):$(2,y).D.p:=:(2,y).p(2,y)-.p [1034281] 
x11:44. F:.(2,y):p(7,y).v.p:=:(2,y)-p(2,y).V.p [*10:2:271] 
1145. bi.(quy)ip (a y):=:p:(33 y) - $ (0, y) [»1035281] 
*1146. +:.(92,y):p->-$(x, E :p.D.(q2, y). $ (2, y) [*10:37:281] 
*11:47. F:.(2,y):ip.p(2,y):=:p:(0,y).$(x, y) (*10:33:271] 
*115. (qa): (().$(z, DM ¿=:3v (2, y). p(2,y):= (qe, y) «$ (z y) 

Dem, 

F.10:253.DF:.(q2):((y) $ (2 y) :=:= (0): (9 -$(2, y): 
[(*11:01)] se ((z, y)- $ (2, y)] 


F.10:253 . DF: (y). $ (z, y) - 
(+1011:281]>+ :. (qu): ((y)-$(2,4): 
((11:03)] 
F.(1).(2). 3F. Prop 
*1151. F:.(qu): (9) -p(2, 1 :=:((2) :(4y) «$ (2, y) 
Dem. 
Fa410:252. Transp. DH: (397): (y). $ (7, y): 
F.410:253 DE: (y). (zx, y). 
(*10:11:271] + 3. (2) : (y). $ (7, y): 
dei Deol) (y) - $ (a 1)- 
F.(1).(2).3+. Prop 
x1152. E: (qu, y). (o. y) y (a, y) -=.o((2, y): $ (2, y) > oy (a, y) 
Dem. 
F.1451:62.2 
Ei [$ (z, y) y (a y) > =:p(7,y).).—y(z, y) 
E.(1)-1111:33.5 


(ay) e (z, y): 
2(42) : (ly) 9 (x, y): 
2 (9o, y) «q (2, y) 


A A | 


:o[(2) :(y) (3, 10] 
(a) (y) 5 
(2): (y) «$ (zx, y) 3. 
205 ((2) : (ay). $(z, y) 


A 
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Es. (2, y). ($ (z, y). y (2, y) :=:(0, y): p(2, y). y (2, y) (2) 
+:(2). Transp .*e11:22.>+F. Prop 
x11:621. +: (gr, y) .p(2,y).oy(z, y).=:(2,y):p (2, y)... y (z, y) 
ey (z, | 
Y (z, y) 





[. 1:52. Transp . 


*1153. F:.(2,y).ó23)yy.=:(q2).px.>.(y). yy 


Dem. 
F.*1021271.3+:.(2,y).p2 yy .=:(2): 92.3 .(y). yy: 
(10:23) =:(49x).dx3.>.(y). yy :. +. Prop 
*1154. F:.(q<,y).dx.yy.=:(q2).4$2: (44) - yy 

Dem. 


E.1035. DE:.(qy).bx. yy. 
(*1011:281]+ :.(q2,y). 42. Yy.=:(8912):02:(qy). yy: 
[10:35] :(3q2) . dx: (41). yy :.D+F. Prop 


Esta proposición se usa muy frecuentemente 


*1155. F:.(q2,y).pr.y (2, y).=:(32) : 63: (y). y (z, y) 
Dem. 

F.+*1035.DF (54). px. y (o, y) 

[*10:11] DH:.(0):.(4N-d7.p(2,y).=:px0:(9y)-y (2, y) 1. 

[10281] DE: (92): (49) - px. y (e, y).=:(92):92: (34) + y (0, y):.D+. Prop 
Esta proposición es de uso muy frecuente. 

x*1156. P:(2).da:(y).yy:=:(x, y). bx. yy 
Dem. 


:$o: (qu) - YY 3. 


mona 


2 px: (qy) y (z, y) :. 


Mn ya 


PL1033.D E: (0). bx: (y). yy: =:.(2):.d3: (y). yy (1) 
F.10:33.3F:. desp) yy: =:(y).br yy 1. 

[«1011] DE:.(2):.d0:(4)-vy: =:(y).p2 yy :. 

[10271] DeE::(2):.6x:(y).Yy:.=:(2):(y).$3 yy: 

[(*11:01)] =:(%, y). dt. yy (2) 


F.(D).(2).>3F. Prop 
*11:57. F:(2).dr.=.(2,y).$x. dy [11:56 1424) 
El empleo del *4:24 aquí depende del hecho de que (x). dx y (y). dy son la 
misma proposición. 
£l1168. F:(q0).$0.=.(92, 1) dx .y [*11:54.*4:24] 
*1159. Fi qpr.D,.yor=: dr. dy .D y yr. yy 
Dem. 
Fal1057. Dip O ix, y): O iD y: 
(3:47 11:32] Di): 90. by. y. yy (1) 
F. se11:1 ¿DEr (a y): pr by O o y iD ia y Dz y (2) 
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E. (2) 5424. DE. Hp (2). Dio). ya (3) 
F.(3) 10:11:21.) 

Ei(2, y): px. dy De y O iO (4) 
F.(1).(4).3F. Prop 


«116. higo): (ay) -$(0,y) -vy:x0 0 =: (99) :-(92). p(2.9) «12: Yy 
Esta proposición se empleará frecuentemente en las pruebas que siguen. 
Dem. 

F.1035. De:.(qy).¿(,y) yyixoi=:(qy) :d(m, y) Yy- xo: 
[+10:11:2817 + :: (92) :.(3y) .P(2,Y)-Yy:xu: 
(qu) (y). $(z, y). dvy.xos. 


(»e1 1:23] 23. (y): (90). 6 (e, Y) NY xx ze. 

(1 1:341.Pern1] = 0 (4y) :(q0) Pp (a, y) .xo yy: 

[10:35:281] = 10 (4y)3+(q2) (2, y) xs py:: 9 +. Prop 
sl1161. F:(qy): 9. Y (2,y):D: dx. De (94) y (2, y) 

Dem. 
-.411:28,. +5: Hp.) :.(2):.(39y): d4.>. y (z, y) (1) 
Fe10:37 + :.(qy): pr. y (a, y) :D: 2.2 .(39y) Y (x, y): 
[10:11:27] + ::(2):.(9y): 3. y (xy) :D:.(2): 47.3. (4y). y (2, y) (2) 
E.(1).(2).3F. Prop 


e hipo. y (2, y) De y (8 Y): = 3. pr DO: (7 y) Oy > x (z, y) 
lem. 


E .14:87 .111:11:33.2 

bid. y (ay) Oy xl y): = 0 (0,y)310 bip (o y).D.x(o, y) 

[+*10:21:11:271] =:3 (0): p0.D:(y): y (2,y).D.x(2, y): 

2H. Prop 

HL1OS haa) $59) d bla) day va) 

m, 

E,342:21 11:11. :3.(2,y):. “q (2,y).D:d(2,y).).Y (2, y): 

(»*11:32] Meca, y) ed ley). D:(0,y):p(2, y)... Y (zx, y):. 

(1 1:25] Dein(qz, y) .$(2,y)-D:(2,y): p(0, y). y (zx, y): 

+. Prop 

*117.  F3.(qy):p(,y).v.d(y 2): =.(qz, y). $ (x, y) 
Dem. 

E.411:41.3+:.(q2,y):9(x0,y).v.d(y, 2): 

(qu, y). $ (2, y). v-(3s, y) (y, 2): 

2(392, y) - P(z, y) .v-(4y,2)-p(y, 2): 

: (qu, y) p(z, y):.D +. Prop 

En la última línea de la prueba anterior se emplea el hecho de que 


11:23] 
[14:25] 


most 


(Ue, y).b(an y (Uy -)-p(y,2) 


son la misma proposición. 
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El primer empleo de la proposición que sigue tiene lugar en la prueba de la 
*234-12. Su utilidad estriba en que nos permite pasar desde una hipótesis 


dz. 00D 19. Y 2. O, 


que contiene dos variedades aparentes, al producto de dos hipótesis cada una de las 
cuales sólo contiene una. 


*11 71 Fo:(52).de:(qw).xw:D:. 


$3. 12:00. .Ów0:=3: 2. 00 > Deo pz O 
Dem. 
F.101 43:47 DE. po. po: 00 DO 00: 
D:p2.xw.D. yz. Ów (1) 
F.Q) 11113. 3.3.0, 12: 0. O. 00: 
Did 60D yz Ow (2) 
ASIA TEN ETA ES 
[11 0:28] Di. (q). de. q.) (q). yz. Ów:. 
(10:35) Di. po: (qu). xqw:D: yz: (qu). Ow 
3 
F.(3). Comm 3:26. DF :: (qu). xw:D:.p2. 0. wo yz. Ów: di 
>: 2... yz (4) 
E, (4) 101121 DF 33 (0). 00. 2. po. 00 Deo Y z . Ów : 
Dip .D, yz (5) 
Similarmente bes(qe) pe. Di. pe. 0D 9 yz. 00: 
) : xD, . Ów (6) 
E.(5).(6) 3:47 . Comp. > 
be Bp.Di. 2. WD e ws O (7) 


E.(2).(7).3F. Prop 
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*12, LA JERARQUIA DE TIPOS Y EL AXIOMA 
DE LA REDUCIBILIDAD 


Se ha explicado que la idea primitiva “(x). du” significa “bx es siempre verdade- 
ra”, es decir, “todos los valores de fx son verdaderos”. Pero cualquiera que pueda 
ser la función $, habrá argumentos x con los cuales fx no tenga sentido; es decir, 
con los cuales como argumentos, $ no tiene ningún valor. Los argumentos con los 
que áx adquiere valores forman lo que denominamos “el campo de significación” 
de qx. Un “tipo” se define como el campo de significación de una función. En 
virtud de la *x9"14, si fx, dy, y yx son significantes —esto es, son verdaderas o 
falsas—, también lo es yy. De esto resulta que dos tipos que tienen un miembro 
común coinciden y que dos tipos diferentes se excluyen entre sí. Cualquier 
proposición de la forma (x). fx, es decir, cualquier proposición que contenga una 
variable aparente determina algún tipo según el campo de la variable aparente, 
quedando fijado dicho tipo por la función ¿. 


La división de objetos en tipos viene exigida por las falacias de circulo vicioso 
que, de no adoptarla, surgirían (63). Estas falacias muestran que no debe haber 
totalidades que, si son legítimas, contengan miembros definidos en términos de 
ellos mismos. Por tanto, cualquier expresión que contenga una variable aparente no 
debe estar en el campo de esa variable, es decir, debe pertenecer a un tipo diferente. 
Así, pues, las variables aparentes contenidas o presupuestas en una expresión son las 
que determinan su tipo. Este es el principio que orientará en lo que viene a 
continuación. 


Como se explicó en el *9, las proposiciones que contienen variables se generan a 
partir de funciones proposicionales que no contienen estas variables aparentes, por 
el proceso de aseverar todos o algunos de los valores de tales funciones. Suponga- 
mos que da es una proposición que contiene a a; denominamos generalización al 
proceso que convierte da en (x).px o en (4x).4x, y llamamos proposiciones 
generalizadas a todas las que contienen variables aparentes. Está claro que las 
proposiciones que contienen variables aparentes presuponen otras que no contienen 
variables aparentes, de las cuales pueden derivarse por generalización. A las proposi- 
ciones que no contienen variables aparentes las llamamos proposiciones elementales 
(64), y a los términos de tales proposiciones, que no sean funciones, los llamamos 
individuales. Por consiguiente, los individuales forman el primer tipo. 


No es necesario, en la práctica, saber qué objetos pertenecen al tipo más bajo, ni 
tampoco si el tipo más bajo de variable que interviene en un contexto dado es el de 


(63) C.f. Introducción, cap. II. 
(64) C.f. pp. 151, 152. 
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los individuales o algún otro. En la práctica, sólo son relevantes los tipos relativos de 
variables. Por tanto, el tipo más bajo que haya en un contexto dado puede 
llamársele de individuales, hasta donde ese contexto le concierna. De acuerdo con lo 
dicho, no es esencial tener en cuenta a los individuales para la verdad de lo que 
sigue; lo que sí es esencial es la manera en que se generan otros tipos a partir de los 
individuales, cualquiera que sea el tipo de individuales que pueda constituirse. 

Aplicando el proceso de generalización a los individuales que intervienen en 
proposiciones elementales, obtenemos nuevas proposiciones. La legitimidad de este 
proceso sólo exige que los individuales no sean proposiciones. Que esto sea así viene 
impuesto por el significado que damos a la palabra individual. Podemos explicar un 
individual como algo que existe pro su propia cuenta; por tanto, esto, obviamente, 
no es una proposición, ya que las proposiciones, como se explicó en el capítulo Il 
de la Introducción (p. 99), son símbolos incompletos que carecen de significado 
excepto “en uso”, Por lo tanto, al aplicar el proceso de generalización a los 
individuales no corremos el riesgo de incurrir en falacias reflexivas. Damos el 
nombre de proposiciones de primer orden a aquellas que contienen una o más 
variables aparentes, cuyos valores posibles son individuales, pero que no contienen 
otras variables aparentes. Las proposiciones de primer orden no son todas del 
mismo tipo, ya que, como se explicó en el *9, dos proposiciones que no contienen 
el mismo número de variables aparentes no pueden ser del mismo tipo. Sin embargo, 
debido a la ambigúedad sistemática de la negación y de la disyunción, sus diferen- 
cias de tipo pueden usualmente ignorarse en la práctica. No resultarán falacias 
reflexivas, dado que la proposición de primer orden no abarca una totalidad 
excepto la de individuales. 

Simbolicemos mediante “$ 1%” 6 “6! (X, P)”, etc, una función elemental cuyo 
argumento o argumentos son individuales. A una función de éstas la denominamos 
“función predicativa de un individual”. Tales funciones, juntamente con las que se 
deriven de ellas por generalización, se llaman fiznciones de primer orden, En la 
práctica podemos, sin riesgo de caer en falacias reflexivas, considerar a las funciones 
de primer orden como un tipo, puesto que la única totalidad que abarcan es la de 
los individuales y, por medio de la ambigiledad sistemática de la negación y de la 
disyunción, cualquier función de una función de primer orden que consideremos 
será significante, cualquiera que sea la función de primer orden que se tome como 
argumento, con tal que se den significaciones correctas a las negaciones y disyuncio- 
nes que intervengan. 

Por motivos de clarificación, repetimos en términos algo diferentes lo que damos 
a entender por una función de primer orden. Demos el nombre de +natriz a 
cualquier función, de cualquier número de variables, pero que no sean aparentes. 
Luego, cualquier función posible, que no sea una matriz, se deriva de una matriz 
por medio de la generalización; es decir, considerando la proposición que asevere 
que la función en cuestión es verdadera para todos los valores o para algún valor de 
uno de los argumentos, permaneciendo indeterminado el otro u otros argumentos. 
Así, por ejemplo, de la función $ (x, y) seremos capaces de derivar las cuatro 
funciones: 
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00-00 13),(94x) 9 (6 y), 0) -0 (0 0,4) -6 (0, y) 

de las cuales las dos primeras son funciones de y, mientras que las dos últimas son 
funciones de x. (Todas las proposiciones, con la excepción de las que sean valores 
de matrices, también se derivan de las matrices por el proceso de generalización 
anteriormente indicado. A fin de obtener una proposición a partir de una matriz 
que contiene » variables, sin asignar valores a ninguna de las variables, es necesario 
convertir todas las variables en variables aparentes. Así pues, si $ (x, v) es una 
matriz, (x, y). 6 (x, y) es una proposición ). Damos el nombre de matrices de primer 
orden a aquellas que sólo tienen individuales como argumentos, y damos el nombre 
de funciones de primer orden (de cualquier número de variables) a aquellas que o 
bien son matrices de primer orden o se derivan de las matrices de primer orden por 
la generalización aplicada a algunos (no a todos) de los argumentos de tales 
matrices. El resultado de aplicar la generalización a todos los argumentos de una 
matriz de primer orden serán las proposiciones de primer orden. 


Como ya hemos expuesto, la notación “¿ ! Z” se emplea en lugar de una función 
elemental de una variable. De este modo, “$! x” representa a algún valor de 
cualquier función elemental de una variable. Se observará que “fp !x” es una 
función de dos variables, a saber, $ 1 z y x. Ya que no contiene variable aparente es 
una matriz, pero dado que contiene una variable (a saber, fH! 2) que no es un 
individual, no se trata de una matriz de primer orden. Podemos construir un 
número de nuevas matrices, tales como 


vola, pla, plavoly, plavy la, plavy ly, 


$lx.D.y la, plz. y la, plevylyvx!z, 
y así sucesivamente. 


Todas éstas son matrices que contienen funciones de primer orden entre sus 
argumentos. A tales matrices las llamamos matrices de segundo orden, A partir de 
ellas, y aplicando la generalización a sus argumentos, tanto en el caso de que sean 
funciones como (si hay algunos) que sean individuales, obtenemos nuevas funciones 
y proposiciones. Tales funciones (junto con las matrices de segundo orden) se 
llaman funciones de segundo orden, y a tales proposiciones se les llaman proposicio- 
nes de segundo orden. De este modo llegamos a las siguientes definiciones: 

Una matriz de segundo orden es aquella que, por lo menos, tiene una matriz de 
primer orden entre sus argumentos, pero no tiene más argumentos que matrices de 
primer orden e individuales. 


Una función de segundo orden es aquella que o bien es una matriz de segundo 
orden o bien resulta de otra por aplicación de la generalización a algunos (no todos) 
de los argumentos de una matriz de segundo orden. 


Una proposición de segundo orden es aquella que resulta de una matriz de 
segundo orden mediante la aplicación de la generalización a todos sus argumentos. 


Además de los ejemplos anteriores de matrices de segundo orden, podemos 
ofrecer los siguientes ejemplos de funciones de segundo orden: 
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1) Las funciones en las que el argumento es $! 2:(x).64!x, (4x).0!x, 
$!a.>3.641!b, en donde a y b son constantes, $1x.Dx .g! x en donde g ! í es 
una función constante, y así sucesivamente. 


2) Las funciones en las que los argumentos son $! y y !: 
lx. . 1 lx, 0l1x.=:.Y1x,(Hx).4x .Yyx,9!1a.D.Y ! b,en donde a y b 
son constantes, y así sucesivamente. 


3) Las funciones en las que el argumento es un individual x: (f$).9!x, 
(49).H!1x, 01 xD .6! a en donde a es una constante, y así sucesivamente. 


4) Las funciones en las que los argumentossonód!lZyx:$!x,9!1x.D.9!a, 
en donde a es constante, (3 Y): d! x.=.y ! x, y así sucesivamente. 

Desde luego, los ejemplos de funciones de segundo orden podrían multiplicarse 
indefinidamente pero, a efectos de ilustración, parecen suficientes los que se han 
ofrecido. 

Una matriz de segundo orden de una variable se llama función predicativa de 
segundo orden de una variable, o bien función predicativa de una matriz de primer 
orden. Así pues, pla, “$! a y $! a>4! b son funciones predicativas de $ ! ¿. 
De manera semajante, una función de varias variables, de las cuales una por lo 
menos es una matriz de primer orden, mientras que el resto son individuales, o 
matrices de primer orden, se llamará predicativa si es una matriz. 

Se verá, sin embargo, que una función de segundo orden sólo puede tener 
individuales como argumentos; los ejemplos se dieron justamente debajo del título 
3). Tales funciones no se llamarán predicativas, ya que las funciones predicativas de 
individuales ya han sido definidas como aquellas que son de primer orden. De este 
modo, el orden de una función no está determinado por el orden de su argumento o 
argumentos; en efecto, la función puede ser de un orden superior al orden u órdenes 
de sus argumentos. 


Una matriz variable cuyo argumento es $ | Z se representa mediante el símbolo 
f 1 0! y, en general, una matriz cuyos argumentos sean! Z, y ! Z,...x, y,... (en 
donde haya por lo menos una función entre los argumentos, se representará por 


fI1(012 y12..x,»,...) 


Una matriz tal no es de primer orden ni de segundo orden, ya que contiene la nueva 
variable f, cuyos valores son matrices de segundo orden. Procedemos a construir 
nuevas matrices como hicimos con la matriz $ ! X; éstas constituyen las matrices de 
tercer orden. Estas, juntamente con las funciones derivadas de ellas por generaliza- 
ción, se llaman funciones de tercer orden, y las proposiciones derivadas de las 
matrices de tercer orden por generalización se llaman proposiciones de tercer orden. 


De esta forma podemos continuar indefinidamente hasta matrices, funciones y 
proposiciones de más y más altos órdenes. Introducimos la siguiente definición: 


Se dice que una función es predicativa cuando es una matriz. Se observará que, 
en una jerarquía en la que todas las variables son individuales o matrices, una matriz 
es lo mismo que una función elemental. (Cf. pp. 188, 189). 
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“Matriz” o “función predicativa” es una idea primitiva. 


El hecho de que una función sea predicativa se indica, como se ha hecho 
anteriormente, por un signo de exclamación colocado después de la letra funcional. 


De ahora en adelante, las variables que se presentan en este trabajo serán todas 
individuales o matrices de algún orden en la jerarquía anterior. Las proposiciones 
que hasta ahora se han presentado como variables, ya no lo serán excepto en casos 
aislados, de los que no se hace uso posterior. En la práctica, por las razones 
expuestas en la p. 223, una función de una matriz puede considerarse como capaz 
de cualquier argumento que sea una función del mismo orden y tome argumentos 
del mismo tipo. 


En la práctica, nunca necesitamos conocer los tipos absolutos de nuestras 
variables, sino sólo sus tipos relativos. Es decir, si probamos una proposición bajo el 
supuesto de que una de nuestras variables sea un individual y que otra sea una 
función de orden », la prueba aún valdría si, en lugar de un individual tomásemos 
una función de orden m, y si en vez de nuestra función de orden n tomásemos una 
función de orden n +m, con los correspondientes cambios en otras variables que 
puedan estar afectadas. Esto resulta del supuesto de que nuestras proposiciones 
primitivas son aplicables a variables de cualquier orden. 


Usaremos las letras latinas minúsculas (excepto p, q, r y s) para representar las 
variables del tipo más bajo que aparezcan en un contexto cualquiera. Para las 
funciones emplearemos $, y, x, O, f, g, F (con la salvedad de que, más adelante, F 
se definirá como una relación constante, y O se definirá como el orden-tipo del 
continuo). 


Más adelante explicaremos una jerarquía diferente de clases y relaciones, que se 
deriva de la jerarquía funcional explicada anteriormente, y que resulta más conve- 
niente en la práctica. 


Cuando una función predicativa, pongamos por caso $ ! Z, tenga lugar como 
variable aparente, sería más correcto, en rigor, indicar este hecho poniendo 
“(6 1 Z)” antes de lo que sigue, como en esta forma: “($ 1 2).f ($! 2)”. Pero, en 
atención a la brevedad, escribiremos simplemente “($)” en vez de “($ ! 2)”. Dado 
que lo que sigue a $ entre los paréntesis siempre debe contener a $ con argumentos 
suministrados, esta práctica no puede dar lugar a confusión alguna. 


Debe observarse que, en virtud de la manera en que fue generada nuestra 
jerarquía de funciones, siempre resultan funciones no-predicativas de aquellas que 
son predicativas por medio de la generalización. Por lo tanto, es innecesario 
introducir una notación especial para las funciones no-predicativas de un orden 
dado y que tomen argumentos de un orden dado. Por ejemplo, las funciones de 
segundo orden de un individual x, se derivan siempre, por generalización, a partir de 
una matriz 


Fuel y 12... 2y2-...) 
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en donde las funciones f, $, y, ... son predicativas. Es posible, por lo tanto, sin 
pérdida de generalización, no usar variables aparentes salvo cuando sean predica- 
tivas. 

Precisamos, no obstante, de un medio para simbolizar una función cuyo orden 
no se señale. Emplearemos “px” o “f(x! £)”, etc. para expresar una función 
($6 f) cuyo orden, con respecto a su argumento, no se dé. Una función así no 
puede entenderse como una variable aparente, a no ser que supongamos que su 
orden está fijado previamente. Como el único objeto de la notación es evitar la 
necesidad de fijar el orden, una función así no debe usarse como variable aparente; 
las únicas funciones que también pueden emplearse serán las funciones predicativas 
porque, como acabamos de comprobar, esta restricción no entraña pérdida en la 
generalización. 

Hemos de plantear ahora el axioma de la reductibilidad. 


Es importante observar que, dado que hay varios tipos de proposiciones y 
funciones, y ya que la generalización sólo puede aplicarse dentro de un tipo (o por 
medio de ambigiledad sistemática, dentro de algún conjunto de tipos bien definido 
y completo), todas las frases que hacen referencia a “todas las proposiciones”, a 
“todas las funciones”, a “alguna (indeterminada) proposición”, o a “alguna (inde- 
terminada) función”, son prima facie sin-sentidos, aunque en ciertos casos permitan 
una interpretación intachable. Surgen contradicciones en el uso de tales frases, en 
aquellos casos donde no pueda encontrarse un significado sin doblez. 


Si la matemática debe ser posible, es absolutamente necesario (como se explicó 
en la Introducción, capítulo II) que dispongamos de algún método de conseguir 
enunciados que, normalmente, sean equivalentes a los que tenemos en el pensamien- 
to cuando (incorrectamente) hablamos de “todas las propiedades de x”. (Una 
“propiedad de x” puede definirse como una función proposicional satisfecha por 
x). Por tanto, debe mos encontrar, si es posible, algún método de reducir el orden de 
una función proposicional sin que quede afectada la verdad o falsedad de sus 
valores. Esto parece ser lo que el sentido común realiza mediante la incorporación 
de las “clases”. Dada una función proposicional yx, de cualquier orden, se supone 
equivalente, para todos los valores de x, a una expresión de la forma “xx pertenece a 
la clase a”. Suponiendo ahora que hay una entidad tal que la clase a, esta expresión 
es de primer orden, ya que no entraña alusión a una función variable. En efecto, su 
Única ventaja práctica respecto de la expresión original yx, es que es de primer 
orden. No ofrece ventaja suponer que en realidad hay cosas tales como clases; y la 
contradicción acerca de las clases que no son miembros de sí mismos muestra que, 
si hay clases, deben ser cosas radicalmente diferentes de los individuales. Podría 
parecer que la única finalidad para la que sirven las clases —y una razón principal 
que las hace lingiísticamente convenientes—, es que proporcionan un método para 
reducir el orden de una función proposicional. Por consiguiente, no supondremos 
nada de lo que puede parecer que entraña la admisión de las clases por el sentido 
común, excepto esto: que cada función proposicional es equivalente, para todos sus 
valores, a alguna función predicativa del mismo argumento o argumentos. 
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Esta suposición con respecto a las funciones puede hacerse cualquiera que sea el . 
tipo de sus argumentos. Sea fu una función, de cualquier orden, de un argumento n, 
que pueda por sí mismo ser un individual o una función de cualquier orden. Si f es 
una matriz, escribimos la función en la forma f'! u; en tal caso, decimos que f es 
una función predicativa Así pues, una función predicativa de un individual es una 
función de primer orden; y para tipos superiores de argumentos, las funciones 
predicativas ocupan el mismo lugar que las funciones de primer orden toman con 
respecto a los individuales, Suponemos entonces, que cada función de una variable 
es equivalente, para todos sus valores, a alguna función predicativa del mismo 
argumento. Esta suposición parece ser la esencia de la suposición usual de las 
clases; en todo caso, conserva de las clases cuanto teníamos para cualquier uso, y lo 
suficiente para evitar las contradicciones que una pequeña concesión maliciosa de 
clases está pronta a producir. A esta suposición la llamaremos el “axioma de las 
clases o el axioma de la reducibilidad ”. 


De manera semejante supondremos que cada función de dos variables es equiva- 
lente, para todos sus valores, a una función predicativa de esas variables, es decir, a 
una matriz. Esta suposición es lo que se quiere dar a entender cuando decimos que 
una expresión acerca de dos variables define una relación entre ellas. A este 
supuesto lo denominamos el axioma de las relaciones o (como en el axioma previo) 
el axioma de la reducibilidad. 


En cuanto a las relaciones entre más de dos términos, se necesitarían suposicio- 
nes similares para tres, cuatro... variables. Pero estas suposiciones no son indispensa- 
bles para nuestro propósito y, por lo tanto, no se llevan a cabo en este trabajo. 


Expresado en símbolos, las dos formas del axioma de la reducibilidad son las 
siguientes: 


*121. Eaf)ióc. mm. fte Pp 
*1211. F:(9f):9(z, y).=2y.f! (3, y) Pp 


Decimos que dos funciones, 4% y YX, son formalmente equivalentes cuando 
dx .=x . Yx; y, de manera similar, decimos que $ (%, 9) y y (%, Y) son formalmente 
equivalentes cuando 


$ (z, y) - Ez,y - Y (x, y) 

Así, pues, los axiomas anteriores expresan que cualquier función de una o dos 
variables es formalmente equivalente a alguna función predicativa de una o dos 
variables, según sea el caso. 

De los axiomas de arriba, el primero es ante todo necesario en la teoría de clases 
(+20), y el segundo en la teoría de relaciones (*21). Pero el primero es también 
esencial para la teoría de la identidad, si la indentidad debe definirse (como hemos 
hecho en el *13.01); su empleo en la teoría de la identidad se incorpora, más 
adelante, en la prueba de la *13:101. 


Podemos resumir lo que se ha expuesto en este número de la siguiente forma: 
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1) Una función de primer orden es la que no entraña variables excepto 
individuales, tanto si son variables aparentes como si son argumentos. 


2) Una función de orden (n + 1) es el que por lo menos tiene un argumento o 
variable aparente de orden n, y nocontiene argumento o variable aparente que no 
sea una función de primer orden, o una función de segundo orden, o... o una 
función de orden n, 


3) Una función predicativa es la que no tiene variables aparentes; es decir, es una 
matriz. Es posible, sin detrimento de generalización, no usar variables excepto 
matrices e individuales, con tal que no requieran proposiciones variables. 


4) Cualquier función de un argumento (o de dos) es formalmente equivalente a 
una función predicativa del mismo argumento (o argumentos). 
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Sumario del +13. 


La función proposicional “x es idéntica a y” se escribirá “x = y”. Veremos que 
el uso del signo de igualdad abarca todos los empleos comunes de la igualdad que se 
dan en matemáticas. La definición es la siguiente: 


*1301. 2=y.=:(p): 912.0. ply Df 


Esta definición expresa que x e y se llaman idénticas cuando cada función 
predicativa que la satisface x también la satisface y. No podemos sentar que cada 
función satisfecha por x está también satisfecha por y, porque x satisface funciones 
de varios órdenes, y no todas éstas se pueden cubrir por una variable aparente. Pero, 
en virtud del axioma de la reducibilidad, resulta que, si x= y y x satisface a yx, 
siendo y una función cualquiera, predicativa o no predicativa, entonces y también 
satisface a yy (cf. *13"101, más abajo). Por eso, en la práctica, la definición es tan 
fuerte como lo sería si pudiese extenderse hasta cubrir todas las funciones de x. 


Obsérvese que el segundo signo de igualdad en la definición anterior está 
combinado con “Df” y, por lo tanto, no es realmente el mismo símbolo que el 
signo de igualdad que se definió. Así, pues, la definición no es circular, aunque a 
primera vista lo parezca. 


Las proposiciones de este número se citan de manera continuada. Muchas de 
ellas son autoevidentes y las pruebas no ofrecen dificultad. Las proposiciones más 
importantes de este número son las siguientes: 


*13101. L:x=y.>.Yx > yy 
Esto es, si x e y son idénticas, cualquier propiedad de x es propiedad de y. 
1312. biz=y.).y=yy 


Esta incluye la *13"101 juntamente con el hecho de que si x e y son idénticas, 
cualquier propiedad de y es propiedad de x. 


+ 13:15-16:17, que establecen que la identidad es reflexiva, simétrica y transitiva. 
«13191. +::y=2.3,-dy:=-pu 


Esto es, expresar que todo lo que es idéntico a x posee una cierta propiedad es 
equivalente a manifestar que x tiene esa propiedad. 


13195. H:(qy).y=".dy-=-qx 


Esto es, expresar que algo idéntico a x tiene una determinada propiedad es 
equivalente a decir que x tiene esa propiedad. 


*1322. P:(qs,w).2=x.w=y.p(s w).=.p(z, y) 
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Esta es la análoga de la *13:195 para dos variables. 





*1301. 2=y.=:(p):910.3.$!y DI 

Las siguientes definiciones incorporan abreviaturas que a menudo son convenien- 
tes 
x*1302. 24y.=."v(s5=y) Df 
1303, 2=y=c.=.0=y.y=2 DI 
*i3L— bizc=y.=: pl... ply (42. (13:01). (10:02)] 
x13101.+:=y.3.p2) yy 

Dem. 
F.121.D-:3.(qH) 1. y2.=. ple: yy.=.0!y (1) 
-,4131.3+::Hp.D:.4!0.d0.d!y:. 
[94:84:85.1027] Di.yr.=.dlaiyy =$ ly: da: o. ys. 
(10:23) Diab) ir play ZE ply Di. y (2) 
F.(1).(2).F. Prop 


En virtud de esta proposición, si x=y, y satisface a cualquier función, sea 
predicativa o no predicativa, que es satisfecha por x. Se observará que la prueba usa 
el axioma de la reducibilidad (*12'1). Pero, por este axioma, dos términos x e y 
pueden concordar por lo que respecta a todas las funciones predicativas pero no por 
lo que respecta a todas las funciones no-predicativas. De este modo, nos conducirá a 
identidades de grados diferentes, de acuerdo con el grado de las funciones con 
respecto a las que x e y concuerdan. En este caso, la identidad estricta tendría que 
considerarse como una idea primitiva, y la *13'101 debe tomarse como una 
proposición primitiva, así como también las *13"15:16:17. 


x*1311. biue=y.=:plx0.=0.$ly 


Dem. 
F.410:22. Dio. plr.=4. ly: : lx ds. ly: 
[+13'1] Dix=y (1) 
F.*13:101. Dino y.D ¿ld ly (2 
13701. 417. Dei=y.D. eo ld !y. 
[Transp] D.¿ly3dla (3) 
F.(2).(3) Comp.Dr:i2=y. DD. plz ly: 
(30-11:21] Miia=y. 2: dla. =4.$!y (4) 
F.(1).(4). 3H. Prop 
1312. Fix=y.D).yuz yy 
Dem. 
F.x13101.Comp.De:ia=y. DD. pad yy pi dy. 
[Transp] D.ya=yy: DH. Prop 
x1313. F:yx.==y.>.Yvy (*13:101 . Comm . Imp) 


£1314, +: o yy. ay (13:13 , aed"14) 
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s*1315. F.c=x (1d .*10:11 .+13:1] 
x13:16. tiz=y.=.y=x [+13-11.. 10:32] 
*1317. btie=y.y=2.D.2=2 
Dem. 
F.x131.3F::.Hp.D:.9!l2.0 4. $lyidly de blo. 
(+*10:3] >: ol. pl2:: DH. Prop 


En el empleo anterior de la *10"3, $1 x, $ ! y, 6 ! z son consideradas como tres 


funciones diferentes de £, y $ sustituye a la x de la *10-3. 


Las tres últimas proposiciones muestran que la identidad es reflexiva (+13"15), 
simétrica (*13"16), y transitiva (*13:17). Estas son las tres características típicas 
que tienen las propiedades formales que comúnmente asociamos con el signo de 


igualdad. 
«13171. H:io=y.2=2.D.y=2 [13:16:17] 
13172. +:y=x.2=0.D.y=2 (*13:16:17] 
*1318. bio=y.cps.D.y+z (12317 . 414] 
13181. +:ix=y.y+$2.D.24s (+13:171 4:14) 
13182. +::2=y.D:i2=0.=.2=y [*1317:172. Exp .Comp] 
13183. bic=y.=:2=0.=,.2=Yy 
Dem. 
+.13:182.+10:1121.DF:.0=y.D:i2=4.=,.2=y 
FjlO0Ll,. Deszar. =p zm y iD ir=2.D. ay: 
[+13:15] Dix=y 
E.(1).(2).3F. Prop 
+1319. F.(qy).y=e [61315.*1024] 
*13191. -:.y=x.>,.py:=.$x 
Dem. 
E.101. Desy=x.Dy dy Ddia= 0.  e: 
(e13:15] ide 
+.41312, DEsy=r.2: dr. TD. dy. 
[Comm] De:.d0.D:iy=x. Do dyo. 
[*10:1121) DEF:.dr.D:y=x%. Dy . py 
F.(1).(2).3F. Prop 
Esta proposición se usa constantemente en las pruebas que siguen 
«13192. +:.(qc):2=b.2=..2=c:yYc:=. yb 
Dem. 
F.142,432.D) 3: pb. O 0 rmb.=..2=b:3 yb: 
(«10:24] Din(qe):r=b.=,.e=c: ye 
FLa101.Dr:oc=b.=q.2=c: criba b.=.b=c:r yc: 
[*5:501.+13:15] Dib=c.ye: 
(x13:13)] 2: yb 
F.(2).*101123.3F:.(q0):0=b.=,.e=c: yc: 0. yb 
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+.(1).(3).3F. Prop 
Esta proporción es útil con la teoría de descripciones (+14). 
+13193. F:9r.0=y.=.dy.=y 


Den. 

F. Simp. ii emy. r=y (1) 
Ho 13:13. :$r.e=y.D.dy (2) 
F.(1).(2).Comp.Dh:pr.z=y.D).dy.2=y (3) 
+.+1316.Fact. Dr:dy.e=y.).dy.y=%. 

[o2;] Dir .y=x. 

(+13:16.Fact]) Dido. r=y (4) 
F,(3).(4).3F. Prop 


Esta proposición se usa muy frecuentemente 
x13194.+:90.2=y.=.¿2. dy. 2=y [13:13 471] 
Esta proposición se usa en la *37:65 y en la *101:14 


113195. +:(qy).y=%.fy.=.q2 


Dem, 
PL32 1315. De: pa. em. q. 
[1024] > (ay) -y="-$y (1) 
-.41313 41011 .3F:.(y):y=x%.dy+. dx: 
[10:23] ME: (qy) y= 0. dy. qe (2) 
F.(D.(2). >+. Prop 


Es muy frecuente el uso de esta proposición en las pruebas que siguen 
x13196.+::=4x0.=14y.3,.y+a [s13195. Uransp .**1051 | 
11321. +iiz=e.w=y.D.y. p(2,10):=.p (7, y) 


Dem. 
F.*11:62.> 
briz=c.0=Y dy. P(2t0):21.14=20,D),:30=Y.Ddy Plz w):. 
(*13191] =1W=Y.Ddo.P(2, 0) 2. 
[*13:191] s:ip(a y) 1:54. Prop 


Esta proposición es la análoga, para dos variables, de la *13"191, 
*x1322. F:(q2,w).12=x%.w=y.4(3,0).= (2, y) 
Dem. 
PaL155. O: (qe,w).2:m0.=y. (5,0). 
(qa) :2=x:(qu).w=y.p (zw): 
(*13:195] :(qu).to=y+.$ (e, w): 
(+13:195] =:+0(%, y)3.3+-. Prop 
Esta proposición es la análoga, para dos variables, de la *13"195. Se usa con 
frecuencia, especialmente en la teoría de los pares (+54, *55, *56). 


La proposición siguiente es útil en la teoría de tipos. Su objeto es mostrar que, si 
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a es un argumento cualquiera para el que “a” es significante, esto es, para el que 


tenemos qa y — fa, entonces “bx” es significante cuando, y sólo cuando, x o es 
idéntico a a o no es idéntico a a. 


Resulta (como se probará en la +20'81) que, si “ga” y “ya” son significantes, la 
clase de los valores de x para los que “gx” es significante es la misma que la clase de 
aquellos para los que “yx” es significante; es decir, dos tipos que tienen un 
miembro común son idénticos. 

En la prueba siguiente, el punto principal a observar es el uso de la +10:221. Hay 
dos variables, a y x, a identificar. En el primer uso, dependemos del hecho de que 
tanto da como x=a ocurran en (4) y en (5): el que (a tenga lugar en ambos 
justifica la identificación de las dos x's (Salvo que las a's hubieran sido ya 
identificadas, esto no debería ser legítimo, porque “x =a” es típicamente ambigua 
si ocurre que ni la x ni la a son de un tipo dado). El segundo empleo de la *10-221 
está justificado por el hecho de que tanto da como ¿x tienen lugar en (2) y en (6). 


x133. biigavega. Oi. driver ==... q a 


Dem. 

E «211. ¿evo (1) 
+.(1)- Simp. e: barro ga. rv (2) 
F.211. ima. v. ca (3) 
F.(3). Simp. Di duvro a dica. vc a (+) 
+.*13:101.Comm.Ie: dave da O ia. ar mr (5) 
E.(4).(5). e10:13:221.5 

Eidaveoga Diom=a. vrai dara dira. irme (6) 


F,(2).(6).10:13221..3 
bigavrega Do permi dar roda O ima. VI O 


avda Di: 2=40 ¿pa o (7) 
F.(7).Simp.> , bl pá 
bi gpav og a. error iia roo O im. 4.240 (8) 
E.(8) 05:35. E A EAS OS 
+. Prop 
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*14. LAS DESCRIPCIONES 


Sumario del *14. 


Una descripción es una frase de la forma “el término que, etc.”, o, más 
explícitamente, “el término x que satisface a 4£”, en donde «f% es una función a la 
que satisface un y sólo un argumento. Por las razones explicadas en la Introducción 
(Cap. II), no definimos “la x que satisface a 4%”, sino que definimos cualquier 
proposición en la que tiene lugar esta frase. Así, cuando decimos: “El término x 
que satisface a h£, satisface a yx” entenderemos: ““Hay un término b tal que (x es 
verdadero cuando, y sólo cuando, x sea b, y Yb sea verdadero”. Esto es, escribiendo 
“(x) ($x y” por “el término x que satisface a dx”, Y (1x) (6x) significa 


(30) : $2 .=2.2=b: y. 


Esto, sin embargo, no es todavía una definición completamente adecuada, pues 
cuando (x) (q) tenga lugar en una proposición que es parte de una proposición 
mayor, existe la duda de si es la proposición más pequeña o la mayor la que debe 
ser considerada como “Y (1x) (fx)”. Tomemos, por ejemplo, Y (x)(4x).>.p. 
Esto puede ser o bien 


(Hb): dr.=¿.2=b:3yb:3.p 
o bien (30) :.px.=¿.2=b:yb.>.p. 

Si “(4b): dx ..=,.x=b"” es falso, la primera de éstas debe ser verdadera, 
mientras que la segunda debe ser falsa. Así, esto es muy necesario para diferenciar- 
los. 

La proposición que se constituye como “y (1x) (fx) se denomina el alcance de 
(1x) (4x0). Así, en la primera de las dos proposiciones anteriores, el alcance de 
Qx) (4x) es y Ox) (hx), mientras que en la segunda es y (1x) (6x).D.p. A fin de 
evitar ambigiedades en cuanto al alcance, indicaremos el alcance escribiendo 
“[6x) (dx)]” al principio del alcance, seguido del suficiente número de puntos para 


establecer el final del alcance. De este modo, con referencia a las dos proposiciones 
últimas, la primera es 


[(2)($x)]. y (12) ($2) .>.p, 


mientras que la segunda es 
(02) ($2)] : y (12) (62) . > .p. 


Así, llegamos a la siguiente definición: 


*1401. [(07)(92)]. y (02) ($2) .=:(qb):$x3.=,.2=b: yb DI 
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En la práctica, nos encontraremos que lo que el alcance generalmente requiere es 
la menor proposición encerrada entre puntos o entre corchetes en la cual intervenga 
“(x) (6x)”. Por tanto, cuando este alcance se dé a (1x) (fx), usualmente omitiremos 
la mención explícita del alcance. Así, por ejemplo, tenemos 


af(rm) (px) .=: (qb): pr. =,.2=b:a +0, 
ela =(12)(93)) .=.=((qb): $3 .=..2=b:a=0). 


De éstas, la primera necesariamente implica (a?): 4x.=,.x=b, mientras la 
segunda, no. Ponemos 


A] 


*1402. E! (12) (p2).=:(q)):px.=,.2=b Df 


Esto define: “La x que satisface a h% existe”, lo que es válido cuando, y sólo 
cuando, X se satisface por un sólo valor de x y no por otro valor. 


Cuando dos o más descripciones intervienen en la misma proposición, hay 
necesidad de evitar ambigiiedad en cuanto a cual tiene el alcance mayor. Con esta 
finalidad escribimos 


1403. [(12) ($2), (12) (y2)]-f (02) (62). (12) (yx) . =: 
[(02)($2)] : [02) (y2)]..f ((12) ($3), (12) (y2)] DF 


Se verá (+*14:113) que el valor de verdad de una proposición que contenga dos 
descripciones no está afectada por la cuestión de cuál tenga el alcance mayor. Por lo 
tanto, en general, adoptaremos el convenio de que la descripción que tipográfica- 
mente aparezca en primer lugar es la que tiene el alcance mayor, salvo que 
expresamente se indique lo contrario. Así, por ejemplo 


(12) (pa) = (92) (Yu) 
significa (90): p2.=,.2=b:b=(12) (yo), 
es decir, (30):.p7.=,.2=b:.(qc):y2.=,.2=c:ib=0c, 


Mediante este convenio seremos capaces casi siempre de evitar la indicación 
explícita del orden de eliminación de dos o más descripciones. Sin embargo, si 
necesitamos un alcance mayor para la descripción posterior, escribimos 
1404. [(12) (y 2)].£((12) ($2), (10) (12) .=- 

[(2) (pz), (12) (62)) .f ((12) (62), (12) (yx) DI 
Siempre que tengamos E! (1x) (dx) interviene (1x) (fx), formalmente, como un 


argumento ordinario para cualquier función en la cual pueda intervenir. Este hecho 
se incorpora en la siguiente proposición: 


x14:18. +:.El(02) (42) .D:(2).y2.>. y (12) ($2) 


Es decir, cuando existe (1x) ($x), ello tiene alguna propiedad que pertenece a 
todo. Esto no se cumple cuando (x) ($x) no existe; por ejemplo, el actual rey de 
Francia no goza de la propiedad de ser calvo o no calvo. 
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Si (1x) (dx) tiene alguna propiedad, cualquiera que sea, debe existir. Este hecho 
se consigna en la proposición: 


41421. +: (12)(92).>.E!(12) (62) 


Esta proposición es obvia, ya que “E! (1x)(4x)” es, en virtud de las definicio- 
nes, parte de “Y (1x) (óx)”. Cuando, en el lenguaje ordinario o en filosofía, alguna 
cosa se dice que “existe”, siempre es algo descrito, es decir, no es algo que se 
presente de manera inmediata, como un punto o una mancha de color, sino algo 
como, “materia” o “pensamiento” u “Homero” (significando “el autor de los 
poemas homéricos”), lo cual se conoce por la descripción como “el tal y tal cosa”, 
y, por tanto, es de la forma (1x) (fx). De este modo, en todos los casos así, la 
existencia del sujeto (gramatical) (1x) (dx) puede inferirse analíticamente de cual- 
quier proposición que tenga este sujeto gramatical. Parecería que la palabra “exis- 
tencia” no puede aplicarse significativamente a sujetos dados de forma inmediata; 
esto es, no sólo nuestra definición no da significado a “E! x”, sino que no hay 
razón, en filosofía, para suponer que un significado de existencia podría encontrar- 
se que fuese aplicable a sujetos dados inmediatamente. 


Además de las anteriores, las que vienen a continuación están entre las proposi- 
ciones más útiles de este número. 
114202. +:.$30.=..2=b:=:(00)(b2)=b:=:90.=..b=a:=:b=(12) (px) 

De la primera equivalencia que figura en esta proposición se sigue que 


»14204. +: E! (12) ($2). =. (3D). (12) ($1) =b 
Esto es, (1x) (dx) existe cuando hay algo que sea (1x) (fx). Tenemos 


x114:205. F: Y (12) (px). =.(4b).b=(12) (px) . yb 

Es decir, (1x) (qx) tiene la propiedad y cuando hay algo que sea (2x) (bx) y que 
tenga la propiedad y. 

Hemos de probar que símbolos tales como “(1*) (dx )” obedecen a las mismas 
reglas relativas a la identidad como los símbolos que directamente representan 
objetos. A esto, sin embargo, hay una excepción parcial, pues en lugar de tener 


(7) (px) = (12) ($0), 


solamente tenemos 


£1428. -:El(w)9pm).=. (12) ($2) = (10) ($x) 


Esto es, “(x)((x)” sólo satisface la propiedad reflexiva de la identidad si 
4x) (px) existe. 


La propiedad simétrica de la identidad se cumple para símbolos tales como 
(x) (dx), sin necesidad de suponer su existencia; es decir, tenemos 


+1413. +:a=(12)($0).=.(12)($2)=a 
x14131. E: (12) ($2) =(22) (yz). =. (12) (yzx)=(12) ($2) 
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Similarmente, la propiedad transitiva de la identidad se cumple sin necesidad de 
suponer la existencia. Esto se prueba en las +14"14"142:144, 





*1401. [00)(62)]. Y (12)(d2).=:(q0):$x0.=..2=b: yb Df 
*1402. El(12)(92).=:(3b):$x.=,.2=b Df 
«1403. [(2)($2), (12) (p2)]./[00)(60), (2) (42)) -=: 

[02) ($2) : [(12) (y2)] . f ((12) ($2), (12) (y2)) Df 
1404. [(02)(Y2)].f((10) ($0), (12) (y2)] .=. 

[02) (yo), (12) (62)].£ ((012)(pa), (12) (y 2) Df 
sd4t1  +:[(02)($2)1.Y (0) (90).=:(qb):$0.5..2=b: yd 
[»e42 . (11 401)] 

En virtud de nuestros convenios en cuanto al alcance propuesto cuando no se 
indica explícitamente, la proposición anterior es la misma que la siguiente: 
«14101. -:. y (12)($2).=:(qb):$2.=,.2=b: yb [*14:1) 

s*1411, -+::E!l(D(H).=:(q0):px2.=,.c=b [142 . («14:02)] 
«14111. +:.[(2)(y2)].f (02) (dx), (12) (Yx)) .=: 
me (qb,c):$0.=..2=b:Yx.=..2=cC:f(b,c) 


E. ed:2 ; (1414-04-03). > 

Es: [(12)(y2)]./ (02) ($2), (12) (ya) .=:. 
[02)(p2)]:[02)($2)].f((00)($2), (12) (yx) 3. 

(«1401] =:.[(02)(Y2)]:.(q0):$7.=,.2=b:f(b, (12) (yo) :. 

[*14:1] =:.(39c):.Yp3.=,.0=C:.(qb):p0.=,.2=b:f(b,0)1. 

(x1155]=:.(qb,c):p2.=,.0=c:p2.5..2=b:f(b, 0) :: 5. Prop 

114112. +:.£((02) (90), (12) (42) .=: 

(qb,c):p3.=,.2=b:px.=..2=0:f(b,c) 
[Se prueba como en la +14:11] 
En esta proposición, suponemos el convenio explicado en la página 236. después 
de la expresión de la *14:03. 


14113. F:[(2)(y2)]. 7 ((2) ($2), (2)(y2)) .=./ (02) ($2), (12) (y2)] 
[»14:111:112] 


Esta proposición muestra que cuando dos descripciones intervienen en la misma 


proposición, el valor de verdad de la proposición no queda afectada por la cuestión 
de cuál tenga el alcance mayor. 


s1412. F:.El(12)(62).D:42.4y Day. 2=y 


Dem. 
+.al4r11 +: Hp.>:(q6):$0.=,.2=b (1) 
E.14:38 2101 .4e11:113,> 
Ei. pr. .2=b:D: 7. dby.=q y. a=b.y=b. 
(113172) day. T=yYy (2) 
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F.(2).10:11:23. E2.(q0): pr. =..a2=b:D: dr. dy. Day. 2=y (3) 
F.(1).(3). +. Prop 
*14121. F:.d0.=..0=b:p0.=p.2=c:D.b=c 
Dem, 
F.*101.3-:. Hp.>:¿$b.=. iS 
(*13:15] >: $b: e =.b=0: 
[Ass] :ib=c:.3H. cea 
*14122,+:.$0.=.0=b:=:90.D,.2=b:qb: 
=:$12.3,.=b:(9x).q2 
Dem. 
E1022. De: =p ambi=ip d  2=brx0 =D. $0: 
[13191] s =:qx0.3,¿.c=b: bh (1 
A Did.) .2e=b:3:p0.= .3.2=b:. 
[*10:1127] Dei. pr. 2=b:D: pr. =.. pr. =b 
(*10:281] >:(q2).$7.=.(q2).$3.0=b. 
[*13-195] =.¿b (2) 
F,(2).532.DF:3.p2.),.200b:(q2).pr:=:p3.D,.2=b: pb (3) 


F.(1).(3). F.Prop 


Las dos proposiciones siguientes (*14"123"124) se sitúan aquí por razón de la 
analogía con la *14:122, pero no se emplearán hasta llegar a la teoría de pares (*55 
y *56). 
x14:123. +: p(z, 0). =0.2=5.W=y! 

=:p (2, 0). 1.2=20.W=y: (2, y): 


=:p (2, 0).D,y.2=2.0=Y:(q2, ww). p (2, w) 
Dem. 


Foxl1131. Der o(w).=,4.2=8.W=Y: 
(2 0). y 220 W=Yy:2=0.W=Y Du. ple tw): 
[13:21] =:9(2,0).), y .1=x.w=y:p(z, y) (1) 
Earl. Mio. (2 0). .282.W=y: 
D:ip(2,w).=.p(2,0).2=x%.W0=y:, 
[111132] DE: (20). 14.2 =0.W=y: 
Di plz w) Equ (2 W).2=4.w=y! 


AT 


(+1 1:341] >: (qe, w).¿ (2, w).=.-(qz, W).¿(2,w).2=20.w=y. 

[+13:-22] =.ó(a, y) (2) 

F.(2).05:32.DF:. (2, 0). t=0.0=yYy3(9z, 0). p(z, 0): 
=:9(20).d.4.2=1.W=y:Q (2, y) (3) 


F.(1).(3). +F.Prop 
114124. +:.(q2,y):9(58,W)-=.0:2=.W=Y: 


=:3(qe,y).p(e,y):p(2,0).$(0,0) Deus 22 4 W=0 
Dem. 


F.014123 . 3:27 .3 
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Ei(de. y): 9(,0).=.4.2=0.w=y:D.(qe, y). (e, y) a) 
hox111. 4347. E:.ó(20).=,4.2=2.W=Y! 
>: d(20).p(u,0).D.2=2.W0=y.U=x.u=Y. 


[13172] d).s=u.w=y (2) 
E. (2) 11:11:35.) 
E:.(qe y): p().=,.2=2.0=Y! 

>:qp(2,w).p(u,0).).¿2Uu.Wu=Y (3) 


F.(3).11:113.> 
Es.(qu y): 9 (3,0) .=.p.1=2.W=y:2 
Dip(s,w). (4,0). 2284 Wi (4) 
Ee111.DF5.d(2,y):$(2,0). (0,0) Da 00,0: EU W=0 3 
Did(a y): p(5,0).P(5, Y) m0. W=y: 
[5:33] >: (a, y): 9(5, 0)... £=1.W=yY: 
([*14"123] Di p(2,0).=.10.2=2%.W=y (5) 
F.(5) «11:11:34:45 .) 
E(qr, y). b(2,y):p(20).¿(u,0) Our EU WS: 
D:i(qe, y): d(2,0).= 9.1 E TW 6 
F.(1)-(4) (6) .>+. Prop idad ú pe 
r1413. :a=(12)($x).=.(10) ($2) =a 
Dem. 
F.aldrl. Dh:ia=(12) ($1) .=:(q0): $7. .=..c=b:a=b (Mm) 
-.13:16.436.DF:. pr =p. c=b:0=b:=:p3.=..0=b:b=0: 
[*10:11:281] DE:.(qb):p0. 3. 2=b:0=b: 
=:(qb):$r.=¿.2=b:b=a: 
(w14:1] =: (10) ($7) =a (2) 
F.(1).(2). +. Prop 
Esta proposición no es una consecuencia inmediata de la +*1316, porque 
“a =(1x) (4x)” no es un valor de la función “x = y”. Observaciones semejantes se 
aplican a las proposiciones que siguen. " 


*14131. -: (12) ($2) = (12) (yz). =. (12) (yx) = (12) (6x) 
Dem. 
E18:1 DE: (12) (90) = (12) ($2) .=:.(qb): 9x0. =..c=b:b=(12) (yx) :. 


(8e141] =:.(3b):.px7.=,.c=b:.(q0): Y2.=..==c:b=cC:. 
[$116] =:.(c):.y2.=,.2=C:.(30):pr.=..2=b:b=cC:. 
[4141] =:3.(9c)3.y3.=,.2=c:(12) ($1) =0:. 

(114:13] =2. (90) 1. Yy7.=,.2=c:c=(12)($2) :. 

(s141] =:3. (12) (yz) =(12) ($2) :: 9 +. Prop 


En esta proposición, de acuerdo con nuestro convenio, la expresión descriptiva 
0x) (6x) se elimina ante (1x) (Wx) porque se presenta primero en “(1x) (fx) = 
(x) (Yx)”; pero en “(1x) (yx) = (x) (dx )”, es la primera en ser eliminada. El orden 
de eliminación no repercute en el valor de verdad, como se probó en la *14"113, 
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La proposición anterior también puede probarse como sigue 
F.e14111.2F:.(12)($2) =(12) (yx). 
:3(qb,c):9r.=¿.2=b:y0.=¿.2=ctb=C: 
(+4:3.13:16.11:11:341] :(5qb,c):yx.=..2=c3 0.3. ermb:c=b: 
(81 1:2.414111] 2(12) (yx) = (22) ($2) :. +. Prop 
s1414. b:a=b.b=(12) (bx). >.a=(12) ($2) [13:13] 

114142. F:0=(12) ($2). (12) ($2) =(22) (yz). >.a=(12) (yz) 
Dem. + 
F.ae1$1.DF:: Hp.D:.(3b):9x.=,.2=b:0=b:. 
(qc): d2.5,.2=0c:0=(12)(yx):. 


(+13195] Din pros, car (qe): pr. =p. 2=c:0= (12) (yx) :. 
[+10:35] Di. (qc): po =..20=a: 2.3. 2=c:0=(12)(y2):. 
[14121] D:.(9c):.pr.=,.2=2a:a=c:c=(12) (yx) :. 


[3:27 .413:195] 2 :.a=(12) (yx) :: DF. Prop 
14144 +: (12)($x)=(22) (yx). (12) (y 2) = (12) (xx) 9 (12) (bx) = (12) (xx) 


Dem. 
F.«14111.3F:: Hp.) :.(qa,b):90.=,.2=0: Y 0.=s.c=b:amb:, 
(qe, d):ypx.3=..2=c: yc. =p. e=dic=di. 


[+13:195] Dio(qa): pr. 5.20: YT. E EROS 
(30) : Y 1.3 .T=C: HT -Ex TGI 
[+11:54] >: (qa,c):dr.=¿. 24: Y 0 .=p-0=0: 
YT WC IMA EL IEC 
[+14121.11:42] Di.(a, 0): da =p 20: Ad IEC 
(14-111) 3. (90) ($2) = (12) (qx) 1: DF. Prop 
14145, +:a=(12)(42).a =(1) (y). D (02) (62) = (12) (yz) 
Den. 
Ea 141. >:.a=(12)(60).=:(qb):pr.=..e=b:0=b: 
(+13:195] =S2QT.=7.0=4 (1) 
-,(1) 141.3: Hp.=:.p7.5,.2=4 :. (9D) yz =s.r=b:a=b:, 
(+10:35] a: (q0):.pr.=,.c=a: pu. =s.2=b:0=b:, 
(+14111] >: (12) ($2) =(10) (yz) :: 5 +. Prop 
x1415. F3.(12)($2)=b.>: y ((02)($2)) . =-“ yb 
Dem. 
F.e141.> 
E:: Hp. :.(q0):$1.=.==c:c=b:. a) 


(*13195]>:.$2.=,.2=b 
+.(1).*141.> 
+: Hp. Di. y ((02)(92)) .=:(q0):2=b.=).0=0: 0: 
(+13:192] 2yb::3F. Prop 
a14:16. +:.(2)($2)=(12)(y2).>: y (02) ($2) .=- x ((02)(42)] 
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Dem. 
HFox141. 0: Hp.:(50):9x3.=.2=b:b=(12) (yx) 
bF.l41 Obi a sr 2 =b:0D 0. 
x (00) ($0) .=:(q0):2=b.=,.2=0:x0: 
(13:192] :xb 


P.x14:13:15.3-:.b=(10) (Y2).:xb.=.x ((03) (yo) 
F.(2).(3). DE:.90.=,.=b:b=(%)(y2): 
:x((2)(92)) .=. x ((12) (y2)) 


F.(1).(4) 101:23.F. Prop 


*1417. F:.(2)($0)=b.=:Y 1 (12) ($2) .=4. y 1b 
Dem. 
F,x1415 10:11:21 .5 
Es.) (pa) =b.D: y (12) ($2).=,. 4 1b 
F.x101.4422.Dh:3:x1x3.=..2=b:Y!(2)(92).=,. Y 1b: 


D:(2)($0)=b.=.b=b: 


[13:15] :(12)($2)=b 
F. (2). Exp .*10:11:23.> 
ER(a:x!2.=e.2=b:5:.Y1(2)($2).=,.Y410:9.(12)($3)=b 
F.s121. DE:(qx):x 12 =..2=b 
F.(3).(6).3+:.Y4!(12) (92) .=,. Y 1b:D.(15)($2)=b 
F.(1).(5).F. Prop 
Debe observarse que no tenemos 

(2) (da)=b.=:Y!(2)($2) .D,. Y 1b 
porque, si “E! (1x) (Ax), y ! (1x) (fx) es siempre falso y, por lo tanto, 

y 1!(2)(92).3, . y 1b 
es válido para todos los valores de b. Pero tenemos 
*14171. +:.(10)(92)=b.=:Y41b.2,.y 1 (12) ($2) 
Dem. 

Fox14:17. >: (2) (60)=b.0: Y 1b.D, y! (1) (6x) 
F.101.+121.DF:.91b.D,. 9 1(2)(90):D:b=b.3.(0)($3)=b: 
[13:15] >: (12) ($2) =b 
F.(D.(2). 3+t. Prop 
x14:18. +::El(12)($2).D:(2).y7.3.y (12) (pz) 


Dem. 
F.x1011. De:(a). y... yb: 
[Fact] Dido se mb: (2). 12: :p0 32. 2=b: 4h: 


[*10:11:28] + :.(1b): p3.=7.2=b: (2).y7: D:(90):$x0.=,.2=b: yb:, 
[*1035] DE::(qb): pr. =..2=b:.(20). y7:.D: (30): H7.=7.0=b: yb. 


(£14-111] DE:.El(0($0) : (2). 17:53: Y (12) ($2):.>F . Prop 


242 
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(2) 
(3) 


(4) 


(1) 


(2) 
(3) 


(4) 
(5) 


A) 
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La última proposición muestra que, siempre que 6x) (óx) exista, tiene (formal- 
mente hablando) todas las propiedades lógicas de los símbolos que directamente 
representan objetos. Por lo tanto, cuando (+x) (fx) existe, el hecho de que sea un 
símbolo incompleto es irrelevante para los valores de verdad de las proposiciones 


lógicas en las que intervenga. 
*142. F.(im)(e=a)=a 


Der. 
F.14:101 DE: (0) (2=a)=a0.=:(q0):2=0.=,.2=b:b=a: 
(+13:195] =:12=04.=30=4 


F.(1).1d. >F.Prop 
*14201. -:El(x)(92).>.(qx). px 


Dem, 
Fo14011.2 9: Hp.:(90):90.=,.2=b: 
(*10:1] >:(4b):$b.=.b=b: 
[*13:15] > :(1b) . $b :. DF. Prop 
14202. Fi. $0.=,.<=b:=:(10) (90) =b:=:$x0.=,.b=x:=:b=(10)($x) 


em. 
Enel. 3. (12) ($) =b. 
(*13-195) 


21(q0):p3.=,.2=c:c=b: 
¿p2.=,.2=b:.D+.Prop 


[La segunda mitad se prueba de la misma manera que la primera mitad] 


114203. +:.El(10) ($0) .=:(q2).p3:f2.dy Da, y -2=Y 
Dem. 
E.x*14:12201. D-:.El(r2)($0).3:(90) .d13: $1. dy.) y.2=y 


+.*l101. De: db: do. dy Oy 2=y:D: bb: 0. pb O. 0=b: 
(5:33] ):¿b:d3 3, .a0=b: 
(w13-191] )D:ix=b,3,.p9x: 

$... a=b: 
[10:22] >:p10.=,.2=b 
E.(2).*10128.DF:.(3b):$b:930.dy De y .2=:D:(9b):30.=,.e=b:. 
[10:35] DEz (50) ¿dida y O y ¿=D :(9b): 0 .=..0=b: 
[161411] 2: E! (12) (px) 


tE... 3F. Prop 
s14204. -:.E! (12) ($2). =:(39b). (12) ($2) =b 


CE ho 14:202 11011.) 
Fs.(b):.p.=¿.o=b:=:(10)(p0)=b:.5 
[10281] + :.(q0):px.=,.c=b:=: (390). (1) (px) =b 
F.(1) 1411 .2+. Prop 
x14205. +: y (12) (92) .=.(3b).b=(12) ($2). yb [11420211] 
«1421. Ey (o)($x).>.El()($2) 


(1) 


(1) 


(2) 


(3) 


(1) 
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Dem. 
+.4141.> 
Pay ((12) (p2)] .D :(90) :p2 52. 0=b: yb: 
(+10:5) 2:(30):$2.=,.0=b: 
[1411] 2: E! (92) (qu) :.3F. Prop 


Esta proposición muestra que si puede establecerse alguna expresión verdadera 
acerca de (1x) (fx), entonces (x) (fx) debe existir. En lo que resta de esta obra, su 
empleo será muy frecuente. 


Aun cuando (+x) (6x) no exista, existen a pesar de ello proposiciones verdaderas 
en las que interviene “(1x) (fx); pero en tales proposiciones, tiene una presencia' 
secundaria, en el sentido explicado en el Capítulo 111 de la Introducción; esto es, la 
proposición aseverada a la que nos referimos no es de la forma y (1x) (fx), sino de 
la forma f (y (we) (4x)) , o, dicho de otra manera, la proposición que es el alcance 
de (1x) (dx) es sólo parte de la proposición que está aseverada en su totalidad. 


«1422 H:Elgz)(H).=.4(2)($2) 

Dem. 

+.14122. De:.gr.=,.0=b:3.4b 

P.(1).471.DF:3 90.3. 2=b:=:40.3,.2=b: gb: 

(*10:11:281] DF:.(qb):pr.=..2=b:=:(qb): pr =-.=b:4b:. 

(*14:11:101] 3F:El(10)(9x).=.$(150)(Qx) : 5 E. Prop 

Como un ejemplo de esta proposición, tenemos el siguiente: “La proposición “el 
autor de Waverley existió” es equivalente a 'el hombre que escribió Waverley 
escribió Waverley” ”. Una proposición tal como “el hombre que escribió Waverley 
escribió Waverley” no incorpora una verdad lógicamente necesaria, puesto que sería 
falsa si el Waverley no se hubiese escrito o si lo hubieran escrito dos personas en 
colaboración. Por ejemplo, “el hombre que cuadró el círculo cuadró el círculo” es 
una proposición falsa. 


«1423. +:El(o)(p93.y2).=. $ (017) (dx. y 2)) 


Dem. 
F.e1422.9+:.E!l(2) ($2. y2). 


=:[()(ó=. Ya)]: 9 (00) (67. ya). y (17) ($2. y.) 


(1) 


[»10:5.+3:26] 2: (o lóz. pe) (1) 
-,1421.3-:9 (00) ($7. y) .D.El (00) ($2. yu) (2) 
F.(1).(2).>3F. Prop 


Obsérvese que en la segunda línea de la última prueba, se necesita la *10'S 
además de la *3:26. En cuanto al alcance del símbolo descriptivo (1) (dx yx) es el 
producto total $ ((x) (Gx . Yx)]. Y [ (1) (óx . Yx)) , de forma que, aplicando la 
*14-1, la proposición que está a la derecha en la primera línea se convierte en 


(1D): Hr. Y. .=..eo=b:4b. yb 
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la cual, por la *10'5 y la *3:26, implica 
(30): $3. y7.=,.2=):ób, 


es decir, $ (12) ($x. ya). 
r1424. +:.El(12)(92).=:[(12) (63)) : dy .=,. y =(12) (pa) 
Dem, 


Ea141.3F3.[(12)(9)] : py -=y y =(12) ($2): 
:(q0): py .5y.y=b:9y.=y.y=b: 
[+4:24.110281] :(10): py .=,.y=b: 
(+1411) ¿El (12) (6%) :. +. Prop 

Esta proposición debe compararse con la *14:241 donde, en virtud del menor 
alcance de (1,x) (fx), llegamos a una implicación en vez de una equivalencia. 


s14241. F:.El(2)($x).D:$y.=,.y=(12) ($2) 


mom 


Dem. 
F.14:203.9+::Hp.>:.4y. 2.) .y=0:. 
[Exp] Di dy Di: pr. ym: 
[10:11:21] An 
(14713 Didy.=:dy: 2. ya: 
(13191) S:ty=x<x. Dd, . pos pr. Dd). y=0: 
[+10:22] EPT. SL YE: 
(+14202] = :y=(12) (62) :: 5+. Prop 


*14242. +:.pr.=..2=b:3:Yb.=.y (0) (px) [14202 15) 
14:26. +:.El(e)($).): $23, 7.=. Y (10) (9) 


Dem. 
E 4:84 1027271. bi: 0.3 2Ebd:D01 dr px. 


=:im=b.D,. yr: 
(+13:191] oh 
[+14:242] e . 
E. (1) 101123. F:.(q0):pr.=,.0=b: Y (12)($2) (1) 
>: 2, «, 
H.(2). 1411.  DH.Prop $23. Y2.=.p(10) (43) (2) 


14:26. E: El) (92). :(q2). $2. y2.=.v(0)($0).=. 0), ya 
Dem. 
P.e14111.> 
bs. Hp.D: (516): $0 .=2.0=b 


F.10311.D ro: 2.0: 0 0 0 E db, (1) 
10-281] a ban + 
19-95] id E a: e e ia 

14-242] a 
A (2) . 10:11:23. Y (02) ($2)] 2) 
Fi. (3b): $. =2.2b:) :(32). $2. p2.=. Y [(12) (92) 6) 


E. (1)-(3) 1425. +. Prop 
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«1427. +:.El(2)($1).D:p2=¿Y x=. (92) (bx) = (12) (yx) 
Dem. 


-.44:86:21.. Mesór.= .2ebiD ii = pri ip =.emb (1) 
F.(1)..101127.Db::$3.5,.0=0:):.(2):.$0.=.yu:=:Yx.= 

(10:27 1] dinpro sp isc. 0 =b: 

[14-202] =:b=(1%) (yx): 

[1x1 4242) =: (10) ($2) = (12) (yx) (2) 


F.(2).10:11:23.+1411.>F. Prop 


*14271. F:.$0.=,.Y2:3:El(12)(62).=.El (12) (y2) 
Dem. 


E.e486. Des: do= px. :. dr. = a c.=.e=b:: 

[+*10:11:27]> + :: Hp. Dia): dr. ambis pa. =.20=b:, 

(*10:271] :.(2):p.=. pe e .a=b:: 

[*10:11:21]> + :: Hp. Di (bi. pr. =,.0 qe eel ia 

(+10:281] 2::(39b):$0.=..2=b:=:(qb): yx. mba 
+. Prop 

x14272. P:.p2.=,. 12:32: x(12)($1).=.x (12) (yx) 

Dem. 


E.8486. Dis:pr=y. 3. dr. =.2=b:3: 40. =.20=b:. 
(*10:11:414]> +) :: Hp. Mipr.=p.o=b:3=:px0.=,.0=b:. 


[Fact] Mipr.=.2=b:xbi=: 0.5. .0=b:xb:. 
[10:11:21] >3F:: Hp. D:0(b):. 3.5. 20=b:xb:=: 0 =2.c2=b:xb:. 
(»10:281] :.(q0):$3.=,.0=b:xb:= 

:(qb): yx.=,.2=b:xb:. 
(*14:101] 2:.x(2)($2).=. yx (12) (yz) :: DE. Prop 


Las dos últimas proposiciones muestran que E! (x)(4x) y x (1x)(4x) son 
propiedades *extensionales” de (%; es decir que su valor de verdad no cambia al 
realizar la sustitución de 4£ por cualquier otra función, YX, formalmente equivalente. 


1428, +:El(um)(óx).=.(12) ($2) = (12) (du) 


Dem. 
+.1315.4473.DF:.$3.=7.2=b:=:4x0.=,.2=b:b=b (1) 
F.(1) «k10:11:281. > 
F:.(90):9x2.=,.2=b:=:(qb):$7.=,.0=b:b=b (2) 
F.(2).+141:11.>+. Prop 


Esta proposición manifiesta que (1x) (fx) es idéntica a sí misma siempre que 
exista, pero no en otro caso. Así, por ejemplo, la proposición “el actual rey de 
Francia es el actual rey de Francia” es falsa. 


El objeto de las proposiciones que vienen a continuación es mostrar que, cuando 
E1 6x) (4x), el alcance de (6x) (4x) no importa para el valor de verdad de cualquier 
proposición en donde aparezca ('x) (fx). Esta proposición no puede probarse de 
una manera general, pero sí en cada caso particular. Las siguientes proposiciones 
muestran el método, que siempre se obtiene por medio de las *14:242, *10-23 y 
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*14:11. La proposición puede probarse dé un modo general cuando (x) ((x) se 
presente en la forma x (x) (dx), y x (1x) (fx) intervenga en lo que podemos llamar 
una “función de verdad”, es decir, una función cuya verdad o falsedad depende sólo 
de la verdad o falsedad de su argumento o argumentos. Esto abarca todos los casos 
con los que hemos de encontrarnos. Es decir, si x (1x) (4x) tiene lugar en cualquiera 
de las vías que pueden originarse por los procedimientos de *i-x*11, entonces, 


supuesto que E! (1x) (fx), el valor de verdad de f ([(x)(x)] : x (x)(6x)) es el 
mismo que el de 


[023 ($23) -f lx (12) ($2)]. 
Esto se prueba en la siguiente proposición. En esta proposición, sin embargo, el 
empleo de proposiciones como variables aparentes entraña un aparato que no es 


preciso en ninguna otra parte y, por lo tanto, no hemos de usar esta proposición en 
las pruebas que vienen a continuación. 


x143. F:.p=9-Ddp. (MW =S():E! (0) ($1) :5: 
MOD] (12) ($2) .= .[(12) ($2)]. f(x (12) (62)] 
em. 


+.x14242. 3 
Ei. pr =4.0=b:>:[(12)($2)]. x (12) ($2). =. xb (1) 
F.(1).DE:.p=9-D. ¿-f (p)=/ (q): pr .3..2=b:D: 
co) MO (6) -=-/ 09) (2) 
Ei. pros. 2=b:3:[(2)(p2)]. f(x (12) (62) .=..f(xb) (3) 
F.(2).(3).> 
Eiup=G Da /(p=/(q):p3.=3..0=b:D: 

F((02)($2)] (2) ($2)) .=.[(12)(62)] .. f(x (12)($2)) (4) 


+. (4) 10:23 14:11. +. Prop 


Las proposiciones siguientes son aplicaciones inmediatas de la anterior. No 
obstante, se prueban independientemente, debido a que la +14:3 introduce proposi- 
ciones (a saber, p y q) como variables aparentes —cosa que no hemos hecho en parte 
alguna— y que no puede hacerse legítimamente sin la introducción explícita de la 
jerarquía de proposiciones con un axioma de reducibilidad tal como el +12*1. 


x*1431. -+::El(0)($).:.[(020)($2)].pvx (0x2) (px). 
=:p.v.[(2)(p0)]. x (12) (6x) 


Dem. 
+ 14242.D 0.90. 5, .02=b:0:[(12)(92)]. pv x (12) ($2).=. p v yb (1) 
F.k14:242.9 Ei pr. 2=b:3:[(12)($2)]. 12 (12) ($2). =.xb: 
[44:37] >:pv[(2)(60))1x (12)($5).= .pvxb e 
+,(1).(2).DF:3.p7.=¿.0=0:3:[(12)($0)].pvx (012) (60). 
=.pv[(2)(62)] x (12) (42) (3) 


E.(3). 10:23 14:11 .D +. Prop 


Las proposiciones siguientes se prueban precisamente de la misma manera que la 
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*14'31; por tanto, daremos una mera referencia a las proposiciones usadas en las 
pruebas. 


«1432 +:.El(0(62).=:[(0) (92)] . 3 (2) ($2) . 


[+14:242 . 4:11 1023 .1411] = 1100) (61-100) (40)) 


La equivalencia aseverada aquí falla cuando — E! (1x) (dx). Así, por ejemplo, 
supongamos que ¿y significa “y es el rey de Francia”. Sea xy “y es calvo”. 
Entonces [(1x) (4oc)] . — x (0x) ((x). =. el rey de Francia existe y no es calvo; pero 
<([(x) (4x)]. x (0x) (6x)) .=. es falso que el rey de Francia exista y que sea 
calvo. De estas, la primera es falsa y la segunda verdadera. 


Cualquiera de ellas pudo entenderse como “el rey de Francia no es calvo”, lo 
cual es ambiguo; pero lo más natural sería tomar la primera (falsa) interpretación 
como la significación de las palabras. Si el rey de Francia existió, las dos serían 
equivalentes; así como aplicada al rey de Inglaterra, ambas son o verdaderas o falsas. 


s1433 +::El(o)(p).>:.[(7)($2)].p)x (0D (px). 
=:1p.D., 7 
[+14:242 . 485 10:23 .+1411] P [(1c) ($)] . x (12) (px) 


+*14331. -::El(2)(p2).>:.[(02) ($2)]. (00) ($62)3p. 
e : .d. 
[14:84 . x14:242 41023 .1411] [(2) (62)].x(12)($x).>.p 


14332. F::E! (12) ($2) .>:.[(12)($2)]. p=x (12)($2). = 
[14:86 . 14242 ¿01023 14:11] nt 
*1434 F:.p:[(2)(92)]. x(12)(p2):=:[(2)(62)]: px (12) ($2) 
Esta proposición no precisa de la hipótesis E 1 (tx) (4). 


Dem. 
+.x141.5 
Erip:[O02) (9.00) ($2) :=:p: (30): $e. =s.2=b: 2 
[*1035] =:(q0)3p:9%.=..a=b: 
[x14:1] =:[(1m)(62)]: p.x 02) pre >+. Prop 


Proposiciones del tipo de estas últimas se pueden continuar obteniendo indefini- 
damente, pero como pueden probarse mediante un mismo esquema, no es necesario 
ir más allá de los casos fundamentales: pvq, “P,pqyp.q. 


Puede observarse que la proposición en la que (1x) (óx) tiene el alcance mayor 
implica siempre una correspondiente en la que tiene el alcance menor, pero la 
implicación conversa sólo se cumple si: a) tenemos E ! (1c) (4x), o b) la proposición 
en la que (1x) (dor) tiene el alcance menor implica E ! (1x) (fx). El segundo caso 
ocurre en la *14:34, y es la razón por la que encontramos una equivalencia sin la 
hipótesis E! (1x) (fx). La proposición en la que (x) (4x) tiene el alcance mayor 
implica siempre E! (x) (gx), en virtud de la +14'21, 
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CLASES Y RELACIONES 
+20. TEORIA GENERAL DE CLASES 


Sumario del +20, 


La siguiente teoría de clases, aunque ofrece una notación para representarlas, 
evita el supuesto de que sean cosas tales como clases. Esto se hace solamente para 
definir proposiciones en cuyas expresiones intervengan símbolos que representan 
clases, del mismo modo a como, en el +14, definíamos las proposiciones que 
contienen descripciones. 


Lo característico de una clase es que se compone de todos los términos que 
satisfacen alguna función proposicional, de forma que cada función proposicional 
determina una clase, y que dos funciones que son formalmente equivalentes (esto 
es, tales que cuando una de ellas es verdadera, la otra es también verdadera) 
determinan la misma clase, a la vez que, a la inversa, dos funciones que determinan 
la misma clase son formalmente equivalentes. Cuando dos funciones son formal- 
mente equivalentes, diremos que tienen la misma extensión. Los símbolos incom- 
pletos que sustituyen a las clases, sirven para proporcionar técnicamente algo 
idéntico, en el caso de dos funciones que tengan la misma extensión; sin que haya 
algo que represente a las clases, no podemos, por ejemplo, contar las combinaciones 
que pueden formarse fuera de un conjunto dado de objetos. 


Las proposiciones en las que intervenga una función fp pueden depender, en 
cuanto a su valor de verdad, de la función particular f, o sólo de la extensión de $. 
En el primer caso diremos que la proposición se refiere a una función intensional de 
$; en el último caso, a una función extensional de q. Así, por ejemplo, 
Q0).óx o (4Ax).óx es una función extensional de f, porque si H es formal- 
mente equivalente a y, es decir, si px . =z . yx tenemos (x).dx .=.(x).yx y 
(Ax).0x.=.(4x). yx. Pero, por otra parte, “Yo creo (x). qx” es una función 
intensional, porque, aun cuando fx .=, . yx, no por ello resulta que yo creo 
(xx). yx porque se dé que yo creo (x).¿x. Lo que caracteriza a una función 
extensional f de una función 4 ! Z es 


plr.= pride if (912).=-f (412). 
(Escribimos “p ! 2” cuando deseamos hablar de una función en sí, en cuanto 
opuesta a su argumento). Las funciones de funciones con las que especialmente se 
interesa las matemáticas son todas extensionales. 


Cuando una función de $! Z es extensional puede considerarse como pertene- 
ciente a la clase determinada por $ !Z, ya que su valor de verdad permanece 
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invariable con tal que no cambie la clase. Por tanto, en teoría de clases, necesitamos 
un método para obtener una función extensional a partir de cualquier función de 
función dada. Esto se lleva a efecto mediante la siguiente definición: 


*2001. f(2(Y2).=:(30):$l30.=.. y: f 1912] DI 


Aquí f (2 (Yz)) es en realidad una función de yZ, la cual está definida siempre que 
F (61% ] sea significante para funciones predicativas $ | Z. Pero es conveniente 
considerar a f [2 (yz)) como si tuviese un argumento £ (yz), al que llamaremos “la 
clase determinada por la función ¿%”. Enseguida se probará que f(£ (yz)] es 
siempre una función extensional de yYé, y que, aplicando la definición de la 
identidad (*13:01) a los objetos ficticios £ (pz) y £ (yz), tenemos 


2($2)=2 (y2).=:(2):$1.=. yx. 


Esta última es la característica distintiva de las clases, y nos justifica al considerar a 
¿ (yz) como la clase determinada por y2. 


En cuanto al alcance de 2 (yz) y al orden de eliminación de dos expresiones de 
este tipo, adoptaremos los mismos convenios que se explicaron en el *14 para 
(x) (óx). La condición correspondiente a 


E! (7) (yz)es(4$):9!2.=,. yx, 


que siempre está satisfecha en virtud de la *12+1. 
Siguiendo a Peano, usaremos la notación 


=e2 (ye) 
para expresar “x es un miembro de la clase determinada por y2”. En consecuencia, 
introducimos la siguiente definición 
*2002. ze(9!1?).=.ptz DI 
En esta forma, la definición no se usa nunca; se introduce sólo en atención a la 
proposición 


Ei.xze2(yz).=: (90): Yy.=y dy: pla 
que resulta de las *20:02 y *20:01, y que nos lleva a 
E:ixe2(y2).=.yz 
con la ayuda de la «12"1. 


Usaremos letras griegas minúsculas (distintas de: €, t, 1, $, Y, X, 0) para significar 
clases, es decir, para representar símbolos de la forma £ ($ ! z) 0 £ (pz). Cuando una 
letra griega minúscula se presente como una variable aparente, debe interpretarse 
como que significa un símbolo de la forma ¿($ ! z), en donde $ es la adecuada 
variable aparente en cuestión. El empleo de letras aisladas en lugar de símbolos tales 
como í (62) o Z ($ ! z) es casi prácticamente indispensable, ya que de otra forma la 
notación enseguida llegaría a ser intolerablemente engorrosa. Así, “x e a” significa 
“x es un miembro de la clase a”, y puede emplearse en donde no se cuestione una 
definición especial de una función de la clase a. 
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La siguiente definición aclara lo que se entiende por una clase. 


*2003. Cls=4 [(q$).a=2(91z) DI 

Nótese que la expresión “á((3$).0=2(61 z))” no tiene una significación 
aislada: hemos definido sencillamente (en la *20:01) ciertos usos de tales expresio- 
nes. Lo que la definición de arriba decide es que el símbolo “*Cls” puede sustituir al 
símbolo “a ((49).a=¿ (61 2)3”, dondequiera que se presente en adelante, y 
que el significado de la combinación de símbolos a que nos hemos referido 
permanece de este modo invariable. Así, pues, “Cls” tampoco tiene significado 
aisladamente, sino sólo en ciertos usos. 


La última definición, al igual que muchas definiciones que saldrán en el futuro, es 
ambigua por lo que respecta al tipo. La letra latina z, de acuerdo con nuestros 
convenios, está para representar el tipo más bajo que interviene; de este modo, $ es 
tipo inmediato superior a éste. Es conveniente hablar de una clase como algo del 
mismo tipo que su función de definición; así, a: es del tipo inmediatamente superior 
al de z y “Cls” es del tipo siguiente al de «.De esta manera, el tipo de “Cls” está 
relativamente fijado al tipo más bajo que intervenga; pero si, en dos diferentes 
contextos, dos tipos diferentes son los más bajos, el significado de “*Cls” sólo viene 
a quedar definido cuando se especifique el tipo más bajo que intervenga. 


La igualdad entre clases se define aplicando la *13"01, simbólicamente invaria- 
ble, a sus funciones de definición, y usando después la +20'01. 


Las proposiciones que figuran en este número pueden dividirse en tres conjuntos. 
Primero, tenemos aquellas que versan acerca de las propiedades fundamentales de 
las clases; éstas terminan con la *20:43. Después tenemos un conjunto de proposi- 
ciones que tratan al mismo tiempo de clases y descripciones; éstas van desde la 
»*20'5 hasta la +20-59 (excepto las 20:53:54). Finalmente, tenemos un conjunto de 
proposiciones designadas para probar que las clases de clases tienen todas las mismas 
propiedades formales que las clases de individuales. 

En el primer conjunto, las principales proposiciones son las siguientes 
*2015. iy. =,. x=. 2 (42) =? (ye) 


Esto es, dos clases son idénticas cuando, y sólo cuando, sus funciones de 
definición son formalmente equivalentes. Esta es la propiedad principal de las 
clases. 


2031. F:.2(Y2)=2 (x2).=:xe3 (92). =,.0e2(x2) 


Es decir, dos clases son idénticas cuando, y sólo cuando, tienen los mismos 
miembros. 


22043. b::a=B.=:0ce0.=,.TEB 


Esta es la misma proposición que la *20"31, simplemente empleando letras 
griegas en vez de £ (yz) y £ (12). 


*2018. +:.2(p2)=2(y2).>:$((p2)] .=./ (2(y2) 
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Esto es, si dos clases son idénticas, cualquier propiedad de una de ellas también 
pertenece a la otra. Esta es la análoga de la *13-12. 


»20:2:21:22, que prueban que la identidad entre clases es reflexiva, simétrica y 
transitiva. 


203. b:ixe2($2).=. yx 


Es decir, un término pertenece a una clase cuando, y sólo cuando, satisface a la 
función de definición de la clase. 


En el segundo grupo de proposiciones (+20:5—*59), mostramos que, bajo cir 
cunstancias apropiadas, expresiones tales como (1x) (fx) pueden sustituirse por x en 
la *20:3 y en otras varias proposiciones del primer grupo; también probamos unas 
cuantas propiedades de expresiones tales como “(1a) (fa)”, es decir, “la clase que 
satisface a la función f”. 


Aquí debe recordarse que “a” significa “2 (Hz)” y que “fo”, por lo tanto, 
significa “f 12 (6z)) ”. Esto es, en realidad, una función de ¿%, a saber, la función 
extensional asociada con f (y 1 2) por medio de la *20'01. Así, pues, una expresión 
que contenga una clase variable es siempre una abreviatura por una expresión que 
contenga una función variable. 


En el tercer grupo de proposiciones, probamos que las clases variables satisfacen 
todas las proposiciones primitivas supuestas para los individuales o funciones 
variables, de donde resulta —por mera repetición de las pruebas del primer conjunto 
de proposiciones (+20*1]-—:43)- que las clases de clases tienen todas las propiedades 
formales de las clases de individuales o de funciones. Nunca tendremos una ocasión 
para considerar explícitamente clases de funciones; sin embargo, contínuamente se 
estarán presentando clases de clases —por ejemplo, cada número cardinal se definirá 
como una clase de clases. Las clases de relaciones, que también aparecerán con 
frecuencia, se estudiarán en el *21. 


*2001. f12(y2).=:(7H):plx.=.. yo: f1p12] DI 
2002. xe(p12).=.4!lx Df 
+2003. Cle=4 ((q4).a=2(415)) Df 

Las tres definiciones que vienen seguidamente sólo tienen interés para efectos de 
abreviación. 
*2004. 2,yea.=.cea.yea Df 
12005. x,y,zea.=.0%,yea.zea Df 
12006. 2wea.=. (rea) Df 

Las siguientes definiciones simplemente llevan a símbolos que representen clases 
las definiciones que ya se han dado para otros simbolos, con un mínimo de 
modificaciones. 
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*2007. (a).fa.=.(p).F12($!z)] Dr 
+20:071. (qa). fa.=.(346)-f (2($! 2) Dr 
420072. [(10) ($2)] ./(1a) ($0) -=:(3y) :$a.5,.a=y:fy DI 
42008. f(G(ya) .=:(1$): ya.=.. pla: f($18) Df 
*20'081. aey!8.=.y!a DF 


Las proposiciones que vienen a continuación ofrecen las propiedades más genera- 
les de las clases. 
201. Exf(2(p2).=:(4H): pl =>. pr:f [612] — [14:2.(220:01)] 
2011. bio. x0:D0:f(2(y2)).=./12(q2)) 


Dem, 
AS: PEN ERES EPS 
[4-36] diploma. if 1012): 
(*10:281] Dip): 9 12.5. . yor f (p1?): 
S:3(9p): blo. = o xr: f 19122. 
(20:1] Dif (2 (2) =.f(2(0) 12: DF. Prop 


Esto prueba que cada proposición acerca de una clase expresa una propiedad 
extensional de la función determinante de la clase y, por lo tanto, no depende para 
su verdad o falsedad de la función particular elegida para determinar las clases, sino 
sólo de la extensión de la función determinante. 


«20111. F:./(912).=,.9(912):D:$[2(9!2)) -=0-9 (2(9 12) 
Den. 
k.Fact. DE: Hp... blo. 3. y lo: (y 12)33: 012.3, pto: 9 (y 12): 
pe1011:21]3 +5: Hp. plo =p y lo: /(y12):543p10.=2 Y lx: 9 (y 12): 
10281] Dia) loz la: fr 12)i3 (q) ip lx. =2 y lo:g(y 12). 
[201]  D:./(2(9!l0).=.9(2(9!2) (1) 
E.(1).*1011:21.3F. Prop 
120112. F:.(99)++/(2(p12).=+.91(2($ 18) 
Dem. 
F.x121.D-:.(99):/(912).=4-9!(912) (1) 
F.(1)..20:111 .3F. Prop 
Así, pues, el axioma de la reducibilidad sigue teniendo validez para las clases 
como argumentos. 
42012. P:(qó): blo =. ya: (2(y2)-=S12(613)) [2011 .*121] 
42013. Proy. =.q21 0.2 (2) =2 (x2) 
El significado de “£ (ywz) =£ (xz)” se obtiene por una doble aplicación de la *20"01 
a la *13"01, teniendo en cuenta el convenio de que £ (yz) tiene un alcance mayor 
que Í (xz) debido a que aparece primero. 


Dem. 
F.2001.D 222 (po) = 2 (x2).=:2.(90): 17.=: pl: p12=2(yg2):. 
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(1:20:1] =:(q0, 0): px.=..p103xT-=2-Olx:p12=012 (Mm) 
F.x12:1 410321. 2 
+ :: Hp. Di (90): yr se pliss Plz. 
[131195] > :. (sp, 6) pao zp pla: x Fs Ola: p12=012 (2) 
F.(1).(2).3F. Prop 
2014. E:.2(y2)=2(x2).):y2.=2» Xx 
Dem. 
F4201.DF::2(y2)=2(x2)-5:.(49): V2-==-plo:p12=2 (x2):, 
(*201] — =:.(30, O): yo. =p plo: xo. Es -Olx:p12=0!2:, 
(*13:195] =:.(q)):. 2.32 plo: xa Es Plz. 
[*10:322] D:.po.=s. x0 1: DF. Prop 
Esta proposición es la conversa de la *20"13. 
42015. bip. ss xi 2 (pz) = 2(x2) [*20:13:14] 
Esta proposición establece que dos funciones determinan la misma clase cuando, 
y sólo cuando, sean formalmente equivalentes, es decir, se satisfacen por el mismo 


conjunto de valores. Esta es la propiedad esencial de las clases, y proporciona la 
justificación de la definición *20:01. 


*20151. +.(q9).2(y2)=2 (912) 


Dem. 
F.2015.  Dinprrzs 110 2 (12) =2 (4 !2):, 
[*10:1128]  3F (q): 3, $12:D (99) .2(Y2)=2 (612) (1) 


+,(1)..12:1.3+. Prop 


En virtud de esta proposición, todas las clases pueden obtenerse de funciones 
predicativas. Este hecho es especialmente importante cuando las clases se usan 
como variables aparentes. Pues, en ese caso, de acuerdo con las definiciones 
+20:07:071, la variable aparente que realmente interviene es una función predicati- 
va. En virtud de la *20:151, estos puntos no suponen limitación sobre las clases, 
excepto la limitación que inevitablemente resulta de la naturaleza de sus miembros. 
Una clase, por lo tanto, distintamente a una función, tiene perfectamente determi- 
nado su orden por el orden de sus posibles miembros, es decir, de los argumentos 
que hacen significante su función de definición. 

*2016. F:(39):/(2(y2).=-f(2($12)] [20:12] 
*2017. F:(P).f12(912) Df (2(y2)) [20:16 .*10:1] 
*2018. +:.2(92)=2(y2).D:/(2(65)) .=.f[2(y.2)) [20:11:15] 
12019. +::2(Yy27=2(x2).=:(1):/12(y2).D.f12 (yz) 


Dem, 
20:18 1011121 .2F:,2(y3)=2(x2).>: 
Y)f 1240). -F1260) (m) 
F.4201815.Db::plx.=,.y0:0l0.=..x0:/12(y2)..f12(x2):>: 
13($!2).3.f!12(0! 
F. (2) ..e1011:27:33..) A A did 
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PE :Otx.= Ss :f12(y2). 0 f12(x2) 1-2 
biblz.=y. vr: 0lc.=z.x% (P UIFIZ(612)--F12(028)s. 


«J):ed! = taz. 
[a20112.4101] Diptroms p17 03 $ 17 =0 tz: 


[4-2] A 
(*10301:32.Hp] Di. y3.=y. Xx ** (3) 
[*2015] >:.2(y2)=?(x2) . 
F.(3) .*1011:23:35. 5 o 
E : e pra za RE): f12 (pz) 0112 (x2):- 
E(qp MO: pto =, ya:0!z 20) :4) 
E) 4121 DE 5 (4): 12 (92) +2 41202): .2(p2)=2(x2) (5) 
F.(1).(8). DF. Prop 
191. +:.2 S a 7): 12 (p2).=./12(x2) 
*20191. +:.2(y2)=2(y2).=:(f) (0510 .01022] 
202. F.2(p2)=2 (42) 
Jem. 
F.2015.D+:3.2(p2)=2($2).=3 $0. =5. px (1) 
F.(1) 042.101] .DF. Prop 
+2021. P:2(p2)=?(y2)..= .2(12)=2($2) [2015 . 10:32] 
2022. +:2($2)=2(y2).2(y2)=2(x2) > .2(p2) =2(x2) 
* ($) =2 (y) 2042) =2(x O 0 


Estas proposiciones no son consecuencias inmediatas de las *13"15:16:17, por 
una razón análoga a la explicada en la nota a la *14:13, a saber, porque f (2 (Hz) ] 
co es una valor de fx, y, por tanto, en particular “£ (42) =2 (yz)” no es una valor 

“x =y”. 

2023. +:2($2)=2(y2).2(p2)=2 (x2) .D.Pwpz)=2(x2) [20:21:22] 
*2024. E:2(y2)=2(p2).2(x2)=?(d2) 0.2 (m2) =2 (12) [20:21:22] 
*20'25. bia=2(2).5,.. a=2(Y2):=.P ($2) =? (ye) 

Dem. 

F.ael0l.. Desa? (p2).=..a=2(p2):D: 
2 p2)=3 (92) .= -? (62) =2(y2): 


[»202] >:2 (42) = 7 (2) (1) 
F.120:22. 2F:a=2(p2).2($2)=2(Y2).3.a=2 (pz): 

[Exp.Comm] > +H:.2($2)=2(y2)-2:a=2($2).D.a=2(Y2) (2) 
F.12024. DF 2 ($2) =2(y2).a=2()p2).).a=2 ($2): 

(Exp] 21.2 (92) = 2 (42) .D:1a=2 (12). .0=2 (42) (3) 
+.(2).(3). )E:2($2)=2(p2).D:0=2 ($2) 2.022 (12): 

(*101121] D+:.2(42)=2(Y2).D:a= 2(b2).=,.a=2(Y2) (+) 


F.(1).(4)- DF. Prop 
220:3. bEixe2(y2).=. po 


Dem. 
F.201.,) 


Eme2( a) 2190) Y y = bl yire(p 12) 
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[(:20:02)] =:0 (390): Vy-=y-bly:plos. 
[w10-43] = (9H): Yy Ey Pplyi yo: 

10:35] = (9H): Yy-=y ¿ly io. 
(,12:1] = 2. ya: DF. Prop 


Esta proposición muestra que x es un miembro de la clase determinaa por y 
cuando, y sólo cuando, x satisface a Y. 


2031, +:.2(Y2)=2(x3).=:%02(y2).=2.202(xz) [520153] 


2032. F.2(xe2(62) =2 ($2) (+20:315] 
*2033. b:a=2(02).=:2c0.=2. $1 
Dem. 
F.2031. Di:.a=2(p2).=:0e0.=,.we2(pdz) 109) 
F.(1).120:3.3+F. Prop 


Aquí se escribe a: en lugar de una expresión de la forma £ (yz). El uso de la letra 
griega aislada es más conveniente cuando ocurra que la función determinante esté 
fuera de lugar 


42034. Fiicm=y.=:1200.D,. yea 


Dem. 

Fed:2 (920007) Desea da year=:ne2(p!2).De .ye2(p!z): 
[w20:3] =:0l0.de-ply: 

(+13:1] =s:i0=y:+.DF.Prop 


Esta proposición, así como la *20-25, ilustra el uso de las letras griegas como 
variables aparentes. 
22035. Fiz=y. =:0€e0.=..yea (.20:3 . +13:11] 
*204. b:aeCis.s.(49).a=23(9!2) [920:3. (20:03)] 
x2041. F.2(y8) e Cls [204151] 
*2042. +.?(zea)=a 

Una letra griega, tal como la a, es sencillamente una abreviatura de una expresión 
de la forma £ (/7); de este modo, esta proposición es la *20:32 repetida. 


F.120:3,1011.DF:xe2(y3).57.y20: 
[«20:15] D+.2 (rez) =2 (pa). DH. Prop 
2043. +:.a=8B.=:x2e0.5,.2e8 [20:31] 


Las siguientes proposiciones versan acerca de los casos en los que intervienen 
clases y descripciones. En tales casos, adoptaremos —salvo que haya indicación de lo 
contrario— el convenio de que las descripciones tiene un alcance mayor que las 
clases, en aplicación de las definiciones *14'01 y *20-01. 


«205. +:(10)(f3)e3(y2).=- Y (00) (6x)] 
Dem. 


Foe141. 3: (12) (px) 2 (2) =:3.(30): bc. 52.20=c0:ceP (12): 
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(»20'3] 22(4qc): $2.37. 2=C0: YC. 
(xl 4-1] 2 y ((12) ($2) :: +. Prop 
*2051. F:.(x)($x)=b.=:(12)($1)e0.=..bea 
Dem. 
F.420:5:3.> 
Ei. (12) ($2) e2 (y !2).=.bed(y!2):=: y 1(2)($2).=.y 1b:.) 
[*10:11]F :.(22) ($7) ca.=..bea:=: Y! (1) ($2).=4. Y 1b: 
[14:17] :(10)($2)=b:.3+. Prop 
82052. +:.E!l(0)(d0).=: (90): (12) ($2) ea.=..bea 
Dem 


mon 


+.22051 .*10:11:281 .> 
E:.(390). (12) ($2) =b.=: (40): (10) ($a)ea.=..bea (1) 
F.(1) ..e14:204.D E. Prop 
2053. F:.B=a.d.p8:=.¿a 
Esta es la análoga de la *13:191. 
Dem. 
F.*101. D:.Bra.d 8: cara. a: 
[202] >: ¿0 (1) 
+.20:1821.3F:.8=a.2:$0.3.98:. 
[Comm] D+:.fa.):8B=a..¿8:. 
[*10:11:21] Dr:.fa.D:Bma.do $8 (2) 
+.(0).(2). E.Prop 
*2054 +:(98).B=a.98.=.qa 


Esta proposición es la análoga de la *13:195, 


De a2018.1011 -DE:Bua.d8B.Dp qa: 
[x10:23] :(98).B=4.P8.D. ¿a (1) 
F.20:2.432. IF: da.d).a=a. <a. 
[10:24] >.(48).B=a.98 (2) 
2.1.0). F. Prop 
42065. +.2(p2)=(10)(zea.=s. $2) 
Den. 


E.2033.Dh::xea.=¿ pai. a=3(h2):. 
[2054] D+H:.(q8):1.xea.=,. pi. .a=B:.2(p2)=B:. 
(«141]  DF.2(92)=(10)(2ea.=2. px). +. Prop 
22056. P.El(m)(rea.=,. de) [2055 ..1421] 
22057. +:.2($2)=(12)(fa).:9 [2(b2)) -=-0 (10) (Sa) 


Dem. 
boxl1. De: Hp.=3.(98):fa.=..a=8:2(p2)=8B:. 
[1:20:54] =3.fa.=..a=2(p2) (1) 
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+.el41. DEs.gí(10) (Jal -=:(98): fa.=,.a=8B:g8B (2) 
F.(1).(2).3+:: Hp.>:.9 ((1)(Sa)) -=:(38):a=2(p2).=,.4=8:g8: 


(+13:183] =:(48).2($2)=8.98: 
[2054] =:9 (2 (p2)) ::>F. Prop 
*2058. +.2 ($2) =(1) ja=2(62)] 
Dem. 
F.42.x1011.DE:a=2($2).=..0=2(d2): 
[20:54] +:.(98):.a=2(p2).3..a=8B:2(p2)=8 1. 
[141] +.2($2)= (11) ja=2(p2)) . +. Prop 
20:59. +:2(p2)=(10) (fa). =.(19)( fa) =2 ($2) 
Dem. 
F.4201.3+:.2(92) =(10) (fa).=:(H Y) :$3.=2.y 12: y !12=(0)( fa): 
(14:13] =:(9y):$2.=,. Y 12:(m)(f=Y!2: 
[»20:1] =: (10) (fa) =2(p2) :.3+. Prop 


En las proposiciones que siguen probaremos que todas las clases gozan de las 
propiedades formales de los individuales, y que tienen las mismas relaciones con las 
clases de clases que tienen los individuales con las clases de individuales. Sólo es 
necesario probar las análogas de nuestras proposiciones primitivas, así como de 
nuestras definiciones en aquellos casos en que sus análogas no sean definiciones por 
sí mismas. Tomaremos las proposicones *10-1*11:12:121*122, mejor que las del *9, 
y probaremos la análoga de la *10'01. Como se indicó en el +10, podremos, de este 
modo, probar cuanto dependa de las pruebas subsiguientes. Las análogas de las 
*20'01:02 y de la *14'01 siguen siendo definiciones, pero las de *10'01 y de 
*13'01 son proposiciones que han de probarse. La proposición *9'131 debe 
ampliarse por la definición: Dos clases son “del mismo tipo” cuando tiene funcio- 
nes de definición predicativas del mismo tipo. Además de esas, hemos de probar las 
análogas de las *10:'1*11:12'121:122, *11'07 y de la *12'1"11. Cuando éstas se 
hayan probado, las análogas de otras proposiciones resultan por mera repetición de 
las pruebas anteriores. Estas análogas se citarán, por lo tanto, mediante los números 
de las proposiciones originales de las que son análogas 


*206.  F:(90)./fa.=.((a) fa] 


Den,, 
F.42.. (420:071). > 


F:(qa).fa.=-(q9) -f(1(p12). 
[1001] =.o[($)-f (206121. 
[0*20:07)] =.v((a). fa] : +. Prop 
Esta es la análoga de la *10:01 
*20'61. F:(a).f.3./8 


101 .(42007).. DF: (0) fa. f(912)]:D E. Prop 
¡ 
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Esta es la análoga de la *10-1. 
En la práctica también necesitamos 

b:(a). fa. f(2(y2). 
Esta es la *20:17. 
Además necesitaremos F.(qa) 2 (y2)=a. 
Esta es la *20:41. 


*20:62. Cuando /B sea verdadero, para cualquier argumento posible de la forma 
Z (9 1 z) que f pueda tener, entonces (a) . fe es verdadero. 

Esta es la análoga de la +10"11. 

Dem, : 

F.*10:11.>. cuando fÍZ (4 1 z)) sea verdadero, cualquiera que sea el posible 


argumento ¿, entonces ($) .f (2 (6 1 z) ) es verdadero; es decir (por la *20'07), 
(a). fa es verdadero. 


2063, r:.(a).pv/a.D:p.v.(a).fa 


Esta es la análoga de la *10:12. 


Dem. 
Fa 2. (20:07) . > 
E:.(a).pvfa.=:(p).pvf[2(9!2): 
[10:12] =:3p.v (dp) .f(2 ($12): 
[20:07 )] =:p.v.(a).fa:. +. Prop 


*20:631. Si “fa” es significante, entonces si $ es del mismo tipo que a, “/P” es 
significante; y viceversa. 

Esta es la análoga de la proposición *10:121. 

Dem, 


Por la x20'151, a es de la forma 2 (p ! z), y, por lo tanto, por la *20"01, fa es 
una función de p 1%. De igual manera, f es de la forma £ (y 1 2), y JB es una 
función de y ! Z. Por tanto, aplicando la *10'121 a$!Z y a y ! É se obtiene el 
resultado. 


*20:632. Si, para alguna a, existe una proposición fa, entonces existe una función 
fúL, y viceversa. 

Dem, 

Por la definición *20:01, Ff (2 (y 1 z)] es una función de y ! £. Por lo tanto, la 
proposición resulta de la *10:122. 


*20'633. “Cualquiera que pueda ser la clase posible a, f (a, $) es verdadera cual- 
quiera que sea la clase $” implica la expresión correspondiente con a y $ intercam- 
biados, excepto en “f (a, B)”. 
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Esta es la análoga de la de la *11:07, y se sigue al mismo tiempo de la +11:07, 
porque f (a, $) es una función de las funciones de definición de a y de $. 


*2064. F:.(a).faz(a).ga:D.fB- 98 


Dem. 
E.4:2. (20:07) . 3 
+:.(a).fa:(a).ga:=:(p).F[2(p12)):(p) J(2($!2): 
[10:14] DF (Y 12 a 2(y 12:30. Prop 


Obsérvese que “B” es simplemente una abreviatura de cualquier símbolo de la 
forma Z (y ! z). Esta es la razón por la que no se requiere nada adicional en la 
prueba anterior. 

La última proposición es la análoga de la *10"14, A semejanza de esa proposi- 
ción, requiere, para la significación de la conclusión, que f y g sean funciones que 
tomen argumentos del mismo tipo. Esto no se precisa para la significación de la 
hipótesis. Por tanto, aunque la última proposición es verdadera siempre que tenga 
significación, no siempre es verdadera cuando su hipótesis sea significante. 


*207. F:(9g):fa.=..g!a [x20112] 
Esta es la análoga de la *12*1. 
*20701. F:(49):1(2(9!2), 0) -=4..-9:(2(H!2), a] 


[La prueba se lleva a cabo como en *20:117, usando la *12:11 en vez de la 
*12:1.] 


*20702. F:(99):f(0,2(610)) 54,29! lx, 2(412) 
[La prueba es como en la *20:701.] 
20703. F:(qy:/(2(912,2(Y 12) .=...9![2(9!2), 2(y 12) 
Dem. 
F.10311.D+:.ffx!12,01 .=,0.91[x12,012):5: 
ples.x lo y ix=.0lx.f(x!12,012].=,.0. 


lasz«x!le.vlr=,010.911x12,012 1 
F.(1) 11119341 .5 ER Ñ e ÓS sd 


E: Hp(1). Dix 0).dloz¿y zm. y lo=0lx.flx12,012].=4p- 
(0) .blx=-x lx. ylo=,0lx.9!(x12,012): 

[2011035] 3: (2($12), (Y 12) -=4...9! 1912, y 12] (2) 
F.(2).110:11:281.> 
FP: (49): 1x12,012] .=,0.9!1x12,012]:D: 

(1:10 (P12),2(y12).=7,.91(2(b12), Y 12) (3) 
F.(3).*1211. +. Prop 

Las x20:701:702:703 dan lugar a las análogas, para clases, de la *12'11. 
2071. Fra=B.=:9l0.D0,.918 [2019] 

Esta es la análoga de la *13"01. 

Esto completa la prueba de que todas las proposiciones dadas hasta ahora se 


260 


SECCION C. CLASES Y RELACIONES 


aplican tanto a las clases como a los individuales. Precisamente un razonamiento 
similar extiende este resultado a las clases de clases, a las clases de clases de clases, 
etc. 


A partir de las proposiciones anteriores se pone de manifiesto que, aunque las 
expresiones del tipo £ ($z) no tiene significación aisladamente, sin embargo, aque- 
llas de sus propiedades formales, de las que hasta ahora nos hemos ocupado, son las. 
mismas que las propiedades correspondientes de los símbolos que tienen una 
significación por sí solos. Por lo tanto, nada del aparato introducido hasta aquí nos 
exige determinar si un símbolo dado significa una clase o no, a no ser que el 
símbolo se presente de manera que sólo intervenga significativamente una clase. 
Este es un resultado importante que nos capacita para proporcionar mucha mayor 
generalidad a nuestras proposiciones de la que fuese posible de otro modo. 


Las dos proposiciones siguientes (*20:8:'81) son consecuencias de la *13"3, El 
“tipo” de cualquier objeto x se definirá en el +63 como la clase de términos que son 
idénticos a x o no idénticos a x. Podemos definir el “tipo de los argumentos para 
dé” como la clase de los argumentos x para los que “px” es significante; esto es, la 
clase £ (dx v — ¿4x). Entonces, la primera de las siguientes proposiciones muestra 
que si “g” es significante, el tipo de los argumentos para “¿2 es el tipo de a; la 
segunda proposición muestra que, si “da” y “ya” son significantes, el tipo de 
argumentos para (é es el mismo que el tipo de los argumentos para yZ, porque cada 
uno es del tipo de a. La *20'8 se usará en la *63"11, que es una proposición 
fundamental en la teoría de los tipos relativos. 

4208, F:pavega.D. 2 (parra) (ra. v. ca) 
Dem. 
+,£133 .*10:11:21.9 
Ex Hp. pr or E 10. V II PO 
[20:15]: 2($xvog)=2(0=a.v.zpa):: DE. Prop 
*2081. F:idavodga. pavo ya. ¿Rev o) (ar rm a) 


Dem, 
E.208.3+:Hp.D.2(avoga) =8 (0=a.v.cqa) (1) 
F.208,3-+:Hp.D.¿(yavoyr)=2R(2=a.v.c+a) (2) 


F.(1).(2) 10121113. Comp. > 
+: Hp. Adan) == vaa) 2 (pavo) = 2 (2=a0.V.0 +0). 
[202439 prove ga) =8 (yo ve ya): DE. Prop 


En la tercera línea de esta prueba, el uso de la *10121 depende del hecho de 
que la “a” tanto en (1) como en (2) debe ser tal que haga significante la hipótesis, 
esto es, tal que haga significante a 


“dav ropa. ya voya” 


Por tanto, la “a” en (1) y la “a” en (2) deben ser del mismo tipo, en virtud del 
*10'121, y por tanto por la *10'13 puede aseverarse el producto de (1) y (2), 
identificando las dos ““a's”. 
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Puesto que un tipo es el rango de significación de una función, si fx es una 
función que es siempre verdadera, Z ((z) debe ser un tipo. Pero si una función es 
siempre verdadera, los argumentos para los cuales es verdadera son los mismos que 
los argumentos para los que es significante; por tanto, É (pz) es el rango de 
significación de qx, si (x). fx es válida. Así, pues cualquier clase a; es un tipo si 
() .x € q. Resulta que, cualquiera que sea la función $, X ($x v fx) es un tipo; y 
en particular, x (x=a.v.x+a) es un tipo. Dado que 4 es un miembro de esta 
clase, esta clase es el tipo a la que pertenece a. En virtud de la *20:8, si da es 
significante, el tipo al que pertenece a es la clase de los argumentos para los que bx 
tiene significado, esto es, £ (dx v — dx). Y si hay un argumento a para el que de y 
ya son ambos significantes, entonces 4% y YX tienen el mismo rango de significa- 
ción, en virtud de la *20'81. 
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Sumario del +21. 


Las definiciones y proposiciones de este número son exactamente análogas a las 
del +20, de las cuales se diferencian por tratar con funciones de dos variables y no 
de una. Una relación, según debemos usar la palabra, se entiende en extensión: debe 
considerarse como la clase de pares (x, y) con los que cualquier función dada 
Y (x, y) es verdadera. Su relación con la función y (*, $) es exactamente igual a la 
de la clase con su función determinante. Proponemos 


*2L01. F29p (0 Y) -=:(99):91(5, y)-=ay- Y (3, 9):f 19100, 9) DI 

Aquí, “XP y (x, y)” aisladamente no tiene significación, aunque sí en algunos de 
sus usos. En la +21'01, el orden alfabético de u y de v corresponde al orden 
tipográfico de £ y de $ en f [XP y (x, y)] , de forma que 


Ip y)-=:(49):9 13, Y)-=ay 1 (2,y):191(8,%) DF 
Esta es importante en lo que se refiere al convenio de sustitución que viene a 
continuación. 


Se mostrará que 
y lx, y)=29x (0, y) -=: Y (o, y). 32 y -x (2, Y), 


es decir, que dos relaciones, como se definieron antes, son idénticas cuando, y sólo 
cuando, se satisfacen con los mismos pares de argumentos. 


Para la sustitución en $! (%, $) y 9! (P,%), adoptamos el convenio de que 
cuando una función (como opuesta a sus valores) se representa en una forma que 
entraña a £ e P, o a cualesquiera otras dos letras del alfabeto, el valor de esta 
función para los argumentos a y b debe encontrarse mediante la sustitución de a por 
X* y de b por f, mientras el valor para los argumentos bh y a se hallará por la 
sustitución de b por X y de a por f. Es decir, el argumento que se menciona en 
primer lugar debe sustituirse por la letra que aparece primero en el alfabeto, y el 
argumento mencionado en segundo lugar por la letra posterior; así, pues, el modo 
de sustitución depende del orden alfabético de las letras que están bajo el signo 
circunflejo y del orden tipográfico de las otras letras. 


Este convenio por lo que respecta al orden se presupone en la siguiente defini- 
ción, en donde a es el primer argumento que se menciona y b el segundo: 


21:02. algt(2,9)b.=.$!(a,b) Df 
Por tanto, siguiendo el convenio, 


bipt(8,P)a.=.$1(b, a) Df 
alo: (9, 2b.=.$!(b,a) Df 
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b16:(9,MMa.=.$1(a,5) DE 


Esta definición no se usa tal como queda expuesta, sino que se incluye en atención 
a 


algy (a y)b.=: (96): $! (2, y) > =2y - y (x, y): $! (a, b) 


que resulta de las *21*'01'02. Usaremos letras latinas mayúsculas para representar 
expresiones variables de la forma Xp 6 ! (x, y), del mismo modo como hemos 
empleado letras griegas para expresiones variables de la forma Z (4 ! z). Si una letra 
latina mayúscula, digamos la R, se usa como variable aparente, se supone que la R 
que interviene en la forma “(R)* o “(q R)” debe reemplazarse por “($)” o por 
“(49)”, mientras que la R que aparece más tarde debe sustituirse por 
“Ly 6 ! (x, yY”. De hecho, ponemos 


(R).JR-=.(6)-F2991(2,y) DE 


El empleo de letras únicas para expresiones tales como X$ $ (x, y) es una convenien- 
cia indispensable en la práctica. 


La siguiente es la definición de la clase de relaciones 


*21:03. Rel=ÑR((4$).R=299!(x, y) Df 


Son aplicables a ella observaciones similares a las hechas a la definición de “Cls” 
(20:03). 

En virtud de las definiciones *21'01'02, y del convenio de las letras latinas 
mayúsculas, la notación “xRy” significa “x tiene la relación R con y”. Esta 
notación resulta práctica y, tras los preliminares, sustituirá totalmente a la 
notación engorrosa x [Xp $ (x, y), y. 

Las pruebas de las proposiciones de este número generalmente se omiten, ya que 


son exactamente análogas a las del +20, sin más que sustituir la *12*11 por la +12'1, 
y las proposiciones del *11 por las proposiciones del +10. 


Las proposiciones de este número, al igual que las del +20, se encuentran en tres 
secciones. De las proposiciones de la segunda sección apenas nos ocuparemos. En 
cuanto a las de la tercera sección, (que extienden a las relaciones las propiedades 
formales que, hasta ahora, se había supuesto o probado para individuales y funcio- 
nes), tampoco se hará referencia explícita en lo sucesivo, sino que son constante- 
mente pertinentes; esto es, siempre que una proposición se ha supuesto o ha sido 
probada para individuales y funciones, es aplicable a las relaciones. Las principales 
proposiciones de esta sección son las que vienen a continuación. 


2115. Fi (x,y).=x,y.x(0,y):=-29 y (2, y) =239 x (z, y) 


Esto es, dos relaciones son idénticas cuando, y sólo cuando, sus funciones de 
definición son formalmente equivalentes. 


21:31. +:.29 Y (2, y) =29x (0, y) -=: 0129 y (2, yl y -Ez.y o [29x(z, y) y 
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Es decir, dos relaciones son idénticas cuando, y sólo cuando, tienen validez entre 
los mismos pares de términos. El mismo hecho se expresa por la siguiente proposi- 
ción: 

R2143. +:.R=S.=:20Ry.=,y.28y 
*21'2:21:22. Muestran que la identidad de relaciones es reflexiva, simétrica y 
transitiva. 


2138. rie(BYy (a, y) y.=. y (., y) 

Es decir, dos términos tienen una relación dada cuando, y sólo cuando, satisfa- 
cen su función de definición. 
*21:151. +.(16).29 y (2, y)=29 0 1(x, y) 


Esto es, cada relación puede definirse por una función predicativa. Por tanto, 
cuando, al emplear la *21'07 o la *21'071, tenemos una relación como variable 
aparente y, por ello, están limitadas a funciones de definición predicativas, no 
existen pérdidas de generalización. 


“2101. flBQy(a y) -=:(99):$1(0 y)-=ny- Y (0 9):8161(0,9)) Df 


Sobre el convenio que respecto al orden adoptamos en las *21'01'02, cf. p. 263 
y, de ese modo, referir ú, Y aX, P, de suerte que 


BY lx, N).- :(1H): $5, y) =a. y + Y (a, y) fp! (%, 2) Df 
*2102. afp1(2,9))b.=.$1(a, D) DI 
12103. Rel=R((39).R=299!(x, y)] Df 
Las siguientes definiciones sencillamente extienden a las relaciones, con la menor 
modificación posible, las definiciones ya dadas para otros símbolos. 


K2107. (R).fR.=.(0) Fl (2,9) Df 
*21:071. (qR).fR.=.(46)-S(299! (2, y) Df 


«21072. [ORN6R]-SORNOR)-=:(98): PR 2 R=SifS DA 
42108. FIRSP(R,S)=:(99): Y (RS) =2, 5: PUR, 5): f(PUÍ, Sy] Df 
»21:081. Pp 1(R,S)Q.=.$1(P,Q) Dr 


Aquí se conserva el convenio adoptado en cuanto a lo tipográfico y alfabético. 
221082. FIÉ(YR)]-=:(99): VR.=n-$IR:f961R) DI 
«21083. RepIR.=.¿1R DI 
RIL bf yla y) 2:94): 9 !(0, 9).Z2, Y (2 y):/(91(8, 0) 
[*4:2 . (421:01)] 
“2111. Eiy(x,y).=ey x (0, y):D:/ (29 y (a, y) -=-S(29x (0 y) 
[+4-86:36 . *10:281 . 21:1] 
Esta proposición prueba que cada proposición acerca de una relación expresa 
una propiedad extensional de la función determinante. 
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ALL, Es. f(61(8,9)]-=0 9 ($Ua y) :D:f (29H Hz, y))-=» + 9[29b1(o y) 
[Fact . +11:11:3.+10'281 . +21:1] 
*21:112. F:.(399):-f (299 lx, y) -=+ 91299! (z, y) [0121 .21:111] 
Es la *12:1] —no la *12*11— la que se precisa en esta proposición, porque nos 
referimos a una función (f) de una variable, a saber, f, aunque esa variable única 
es en sí misma una función de dos variables, 


42112. E:.(q09):- Pp! (7,4) -=a y + Y (5, 9) :/ 129 y (2, y). = -/(299! (a, y) 
[21:11 . 12:11] 


Este es el primer empleo de la proposición primitiva *12'11, excepto en las 
*20:701:702:703. 


12113. E: y(o, y). Es y x(0,y): 5.29 y (2, y) =29x (0, y) 
(»21:1 . 1211 .13:195] 


*2114. +:.29 Y (zx, y)=29x (0, y) -D : y (x, y) + =2.y - x (2 y) 
[Proof as in 20:14] 
21:15. Fioy(2,y).=eoy (09) :=-29y (2, y)= Yo (o, y) [21:13:14] 
Esta proposición establece que dos funciones dobles determinan la misma 
relación cuando, y sólo cuando, sean formalmente equivalentes, es decir, cuando se 


satisfacen con los mismos pares de argumentos. Esta es una propiedad fundamental 
de las relaciones, como se definió antes (*21:01). 


+21151. +.(99)-29y (2, y)=29$ ! (5, y) (+21:15. 12:11] 

2116. +:(q9):/(29y (0, y)].=-£29$t0, 9) [21:12] 

*2117. +:(6)-F (29912, 9) 2 FIYI [21:16 1011] 

42118. E. 8Yg(a y) =30y (a, y) -D:S(099 (a, 9) -= -S [89 Y (e, 9) 
[21:11:15] 


2119. +: 80 y=PMx (a y). =:(S):/129 Y (0,4) ->..f! Mx (o, y) 
(+21:18.**10:11:21 211 .+10:35 . (x13:01) 21112, 210:301) 


121-191. +:.89Y (2, y) =89x (0, y) =P): 119 (y. .=.f1 xa, y 
[.21:18:19] 

*212. F.2)p(a,y)=2YHóH 1z, y) [21:15 . +42] 
12121. F:299(2,y)=80 Y (2, y) .=-2Y vr, y) =29$(0,y) [21:15 ..1032] 
x2122. +:89p(2,y)=29 y (2, y) -2YY (3,129 x (7, y) >. 

Mota y =Hx(e y) [21:13 10301] 
2123. F:2Qp(2,y)=89 y (e, y) DH le y) =eYu lx, y). >. 

i9y (ay =29x(0 y) [21:21:22] 
42124. E: 3Dy(y)=299(0, y) 29x (2 y) =8Yp (a y) >. 

Gr (ay) =29x (xy) [+21:21-22] 
*213. b:xlBPy (ay y = ye y) [e21:102.610:4335, *1211) 

Esto muestra que x tiene con y la relación determinada por y cuando, y sólo 

cuando, x e y satisfagan a Y (x, y). 


— 
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Obsérvese que la proposición primitiva +1211 se necesita aquí nuevamente. 

*2131. F:. dy (a, y)=29x (0, y). =: 0 (e) y (a y) y «Ez + 2179 x (2, 9)) y 
(+21:15:3]. 

*2132. H.29[c12)H (2, y)] y] =39 6 (=, y) [+21:315] 
*2133. F::R=%)p(x y)-=:2Ry.=2y (2, y) [*2131:3] 

Aquí R se escribe en lugar de una expresión de la forma XP y (x, y). El uso de 
una letra mayúscula única para una relación es conveniente siempre que la función 
determinante sea irrelevante. 


x214. F:ReRel.=.(94). R=299! (xy) [1203 . (421:03)] 


*21:41. H.296(x, y)e Rel [«21:4151] 
21:42. +.2N(Ry)=R [»21:3:15] 
x2143, +::R=S.=:4Ry.57 y. 28y [+21:15'3] 


*20:5'51:52, Estas proposiciones no tienen análogas en la teoría de relaciones. 


1:21:53, $ «S=R.D.pS:=.pR [101 .421:2:18:21 , Comm. 10:11:21] 
22154. E:.(48).S=R.4S.=.$R [+21:18..*10-11:23.4212.*1024] 
21:55. e Hb (2,y)=(R)eRy.=2 y p(2,y)] [21:33:54 141] 
*2156. H.Et(1R)(eRy.=a,-p(2, y) (21:55 . 14:21] 


*2157. +:.29p(2, y)=(1RAJR).D: 9129 (x, y) -=-g [0RISR)) 
[114-1.. 21:54. 13183] 


*2158, F:29p(2,y=(IR)[R=299(<, y) [wr2.1011.021:54.+14-1] 
Las siguientes proposiciones son las análogas de las +20%6 ss., y tienen un objeto 
similar. 
*216. E:(qR).fR.s.o((R).fR] [Se prueba como en la *20:6] 
*2161. F:(R).fR..[S [Se prueba como en la *20'61] 


*21:62. Cuando fR es verdadera, cualquier posible argumento de la forma 


XS 0! (x, y) que R pueda tener, (R).fR es verdadera. 
[Se prueba como en la +20-62] 


*2163. +:.(R).pv/R.D:p.v.(R).fR [Se prueba como en la *20'63] 
*21:631. Si “fR” es significante, entonces si S es del mismo tipo que R, “fS” es 


significante, y viceversa. [Se prueba como en la +20:631] 
*21'632. Si, para cualquier R, hay una proposición fR, entonces hay una función 
fR, y viceversa. [Se prueba como en la *20:632] 


*21'633, “Cualquiera que sea la relación R, f(R, S) es verdadera, cualquiera que 
sea la posible relación S” implica que “cualquiera que pueda ser la posible relación 
S, F(R, S) es verdadera cualquiera que pueda ser la posible relación R”. 


[Se prueba como en la *+20:633] 
*2164 F:.(R).fR:(R).gR:>.f8.98 [Se prueba como en la *20-64] 
*£217. :(Ag:fR.=x.9!R [Se prueba como en la x20-7] 
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*21701 F:(q9):/(R,x).=2.2-9!(R,x) [Se prueba como en la *20:701] 
*21702 F:(3q1y):f(, R).=2..9!(R,x) [Se prueba como en la +20:702] 
421703 +:(99):/(R,8).=25.9!(R,5S) [Se prueba como en la *20:703] 
*21704. F:(9g):/(R,a).=2..-9!(R,a) [Se prueba como en la *20:703 | 
*21705. F:(499):/(a, R).=. 1. 9!(a, R) [Se prueba como en la +20:703] 
$21 71. H.R=S.=:g!1R.D,.9g!1S [Se prueba como en la *20:71] 


Por estas últimas proposiciones se aprecia que las relaciones, al igual que las 
clases, tienen todas las propiedades formales que tendrían si fuesen símbolos que 
tuvieran un significado aisladamente. Por tanto, salvo que un símbolo se presente de 
tal manera que sólo puede ocurrir significativamente una relación, no necesitamos 
decidir si representa a una relación o no. Este resultado, al igual que el resultado 
correspondiente para las clases, mencionado al final del +20, es importante puesto 
que ofrece a nuestras proposiciones una generalización mayor de la que tendrían de 
otra manera. Los resultados obtenidos en los *20 y +21 para clases y relaciones 
cuyos miembros o términos no son ni clases ni relaciones pueden extenderse, por 
simple repetición de las pruebas, a clases de clases, clases de relaciones, relaciones de 
clases, relaciones de relaciones, y así sucesivamente. 
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*22. CALCULO DE CLASES 


Sumario del +22, 


En este número llegamos a lo que históricamente fue el punto de arranque de la 
lógica simbólica. Las letras griegas usadas (excepto $, Y, x, 0) representan siempre 
expresiones de la forma X($6!x) o, donde las letras griegas no sean variables 
aparentes, de la forma X* (gx). Las letras latinas minúsculas o bien pueden tener un 
significado aisladamente, o bien pueden representar clases o relaciones; esto es 
posible en virtud de las notas que hay al final de los *20 y +21. Presentamos 


*2201. aCfB8.=:cea.3,.2e8 DI 

Esta define “la clase q: está contenida en la clase f”, o “todas las 's son f's”. 
12202. anB=2(rea.zeB) Df 

Esta define el producto lógico o parte común de las dos clases a y $. 
*2203. auvB=2(rea.v.ze8) DI 


Esta define la suma lógica de dos clases; es la clase que está constituida por todos 
los miembros de una juntamente con todos los miembros de la otra. 
*2204. —a=2(2wea) Df 

Esta define la negación de una clase. Se lee “no-a”. No es que contenga algún 
objeto x respecto del cual “x e a” resulta no verdadero, sino que sólo contiene 
aquellos objetos respecto a los que “x e a” es falso; es decir, excluye los objetos 
para los que “x € a” es un sinsentido. Así, pues, consiste en todos los objetos del 
tipo inmediatamente inferior a « que no son miembros de a; pero no contienen 
objetos de ningún otro tipo salvo de éste. 
2205. a—-B=an—-8 DI 

Esta definición proporciona una abreviatura que convendrá usar con frecuencia. 

Los postulados necesarios para el álgebra de la lógica fueron enumerados por 
Huntington (65). En nuestra notación son como se ofrecen seguidamente. 

Supongamos una clase K, con dos reglas de combinación, a saber U y M; 
entonces, precisamos los diez postulados siguientes: 

la. 4U b es una clase, siempre que a y b sean clases. 

Ib. a N b es una clase, siempre que a y b sean clases. 


lla. Hay un elemento A tal que, para todo elementoa, a UV A=a, 


(65) Trans. Amer. Math. Soc. Vol. 5, July 1904, p. 292. 
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Hb. Hay un elemento V tal que, para todo elemento a, a NV =a. 
Illa. aUb =b UVa, siempre que a, b, a U b, y b Ua sean clases. 
Mb. aMb=bMa, siempre que a, b,a Nb, y b Na sean clases. 


IVa. aU(bNe)=(a Ub)N(a Uc), siempre que 4,b,c,aUb,aUc,bNc, 
aU(b Nc), y (aUb)N (a U c) sean clases. 


Vb. an(bUc)=(aNb)YU (a Nc), siempre que a, b,c,anmb,anc,bUc, 
an(bU.), y (a N by U (a Nc) sean clases. 


V. Si los elementos A y V de los postulados Ha y Il hb existen y son únicos, 
entonces, para cada elemento a hay un elemento —a talqueaU—a=Vyafi a=A. 


VI. Hay por lo menos dos elementos, x e y, en las clases, tales que x +* y. 
La forma de estos postulados es tal que son mutuamente independientes; es 


decir, nueve cualesquiera pueden satisfacerse mediante interpretaciones de los 
símbolos que no satisfagan al restante postulado. 


Para nuestro propósito, “K”” puede sustituirse por “Cls”. A y V serán la clase 
nula y la clase universal, que se definirán en el +24, De este modo, los diez 
postulados anteriores se prueban, más adelante, en los siguientes lugares: 


la, en el *22:37, es decir “Pp .aUBe Cls” 

lb, en el x22"36, es decir “F.anmfe Cls” 

Il a, en el *+22:24, es decir “F.aUA=a” 

11 b, en el *24-26, es decir “LF .anNnV=a” 

lll a, enel *22:57, es decir “F.aUB=BUA” 

HI bd, en el +22'51, es decir “L.anB=f8nNa” 

IV a, en el *22:69, es decir “P.(a UBIN(a Uy) =«U(BN y)” 

IV b, en el x22:68, es decir “F.(aNKJU(AN Y) =an (Bu yy” 

y, en los *24:21'22, es decir “F.aNn—a=A” y “F.aU-a=YV” 
VI, en el x24"1, es decir, “F.AHV” 


Por tanto, asumiendo el análisis de los postulados, debido a Huntington para el 
álgebra formal de la lógica, las proposiciones probadas en lo que sigue bastan para 
establecer que este álgebra tiene validez al operar con las clases. Las proposiciones 
correspondientes de las *23 y «25 prueban que tienen validez con las relaciones 
poniendo Rel, WU, A, A, V, respectivamente, en lugar de Cls, U, N, A, V. 

Las principales proposiciones de este número son las siguientes: 


1) Las que incorporan las reglas formales: 
*2251. +.anS=8na 
*2257, F.acu8=gua 
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Estas incorporan la ley conmutativa. 
*2252, F.(anBjay=an (Bay) 
4227. F.(avB)juy=av(Buy) 
Estas incorporan la ley asociativa. 
*225. b.ana=a 
«2256. F.ava=a 
Estas incorporan la ley de tantología. 
*2268. F.(anB)u(any)=an(A y y) 
*2269. F.(auB)a(auvy)=av(Bn y) 
Estas incorporan la ley distributiva. Puede observarse que la segunda resulta de la 
primera, intercambiando todos los signos de adición y de multiplicación. 


*228. F.-(-a)j=a 
Este es el principio de la doble negación. 


122281. PFraC8.=.—BC-a 
Este es el principio de la transposición. 
2) Otras proposiciones útiles son las siguientes: 
»2244. F:aC8.BCy.d.aCy 
«22441. -:0C8.x0e0.D.cef 
Estas incorporan las dos formas del silogismo en Bárbara. 
2262, F:aC8.=.auvB=8 
*22621. -:aCB.=.anfBxa 


Estas dos proposiciones nos capacitan para transformar una inclusión (a: E B) en 
una ecuación. 


2291. F.auv8=av(B-a) 
Es decir, “a o f” es idéntico a “a o la parte de f que se excluye de a”. 


mo. 





*2201. aCB.=:xea0.).ze8 DI 
«2202. anf£ =2(«cea.ze8) Df 
*2203. auf =2(xea.v.veB) Df 


*2204 ——a =%£(rea) Df 

12205. a—-B =an—8 Df 

1221. F:aC8.=:xea0.d,.re8  [.t2.(12201)] 

4222. +.anB=f(uea.zef) [+202 . (122:02)] 

223. +.auB=2(xea.v.izes)  [m20:2.(*22:03)] 

12231. P.—a=2(2ea) [202 . (+22:04)] 

42232. F.a—Bmñ(aea.omef)  [w20:2.(*22:05).22:2. 20-32] 


*2233. F:ixeanfB.=.wea.zef [203 . 1222] 


271 


PARTE 1. LOGICA MATEMATICA 


12234 b:i.zeauvB.=:wca.v.cef [203.223] 


«2235. Fize-a.=.evea [1203 . 22:31] 
22351. P.—a+a 
Dem. 
F.42235.4519 Dio [re-a.=.cea|: 
(*10:11] :(2):v(re-a.=.cea): 
[x10:251] Din f():re-a0.=.cea]: 


(*20:43.Transp] DE:(-a=a): DF. Prop 


Esta proposición se usa para probar que la clase nula no es idéntica a la clase que 
contiene todas las cosas (+24"1), la cual se emplea para mostrar que por lo menos 
existen dos clases. Nuestros axiomas no bastan para probar que existe más de un 
individual, pero prueban la existencia de, por lo menos, dos clases y por lo menos 


dos relaciones. 
+22:36. F.anfeCls [+20:41] 
22237. F.avfSeCls [20:41] 
2238. -.—aeCis [2041] 
22:39. -P.2($2) n 2 (y2)=2 (pz. yz) 
Dem. 
F.122:33 . D:ze2 ($202 (y2).=.2e2 (px). ce2(y2). 
[+20:3] =.b1. yz 
F.(1).2033.3 +. Prop 
*22:391. +.2($2)u2(y2) =2 ($2 v yz) [Prueba similar] 
122:392, +.—2 ($2) =2 ($2) [Prueba similar] 
1224. F:aC8.BCa.=:2xe0.=¿.ce8 
Dem. 
+.221.)F::4C8.3:xea.d¿.ceB::Bla.=:eB.D, TEA! 
(4:38) iia C 8. Bla. =:.xea.), teEBizeB. Dd dEl. 


[10:22] :1.2ea.=yTEB:: DF. Prop 
12241. F:aC8.BCa.=.a=8 [u22:4..20:43] 
*2242. .aCa [Id .*10:11] 
12243, F:anBCa («3:26 . *1011] 


2244. -+:aC8.BCy.2.aCy («103] 


Esta es una forma de silogismo en Bárbara. Otra forma es la siguiente: 


122441. +:aC8.we0.3.ze8 [u1011. Imp] 
2245. +:aCB8.aCy.=.eCBny 


Dem. a 
F.1221.3F:.0C8B8.4Cy.=:€0.D),.cef:1c0.d,.tey: 
[10:29] =:ixe0.),.teB.tey: 
[»22:33.*10:413] =:2e4.),.ceBny:.DF. Prop 


22:46. F:xea.aCB8.D.zeB [22441 . Perm] 
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42247. FbiaCy.D.anfBCy [22:43:44] 
*2248. F:aC8.D.anyCBny (*10'31] 
«22481. t:ia=8.D.any=Bny 


Dem. 
F.42241.>:.Hp.>:4C8.8Ca: 
[22-48] :anyC8Bny.BrnyCang: 
[22:41] :any=Bny:.3F.Prop 


*2249. F:aC8.yC8.D.anyC8nd [s10:39] 
$225. F.ana=a 
Dem, 


E,42233.DF:.xeana.=:2ead.zez: 
[14:24] =:x64 (1) 
F.(1) 10:11 .20:43.D+. Prop 
La última es la ley de tautología para el producto lógico de clases. 
*22:b1. F.an8=Bna [22:33 . 443 1011 . 20:43] 
12252. F.(anf)nyman(8Bn y) [22:33 . 4:32 10:11. 20:43] 

Así, pues, el producto lógico de clases obedece a las leyes conmutativa y 
asociativa. Las referencias a las *22:33"34:35 y a la *20:43 se omitirán con 
frecuencia en el futuro. 

*2253. anB8ny=(anB)ny DE 

Esta definición sólo sirve para evitar el uso de paréntesis. 

*2254. F:a=8.D:aCy.=.8Cy [20:18] 
12255, F:a=8.D:yCa.=.yC8 [(*20:18] 
122551. +:a0=8.).auy=Buy [10-411] 


*2256. F.ava=a [14-25 . 10:11] 
La última es la ley de la tautología para la suma lógica de clases. 
42257. F.auB=Bua [4:31 10:11] 
12258. F.aCauB.BCauvB8 [x1:3 .2:2] 
2259. F:aCy.BCy.=.auBCy 
Dem. 
+.4221.)F::Hp.=:.260.d) TeyizeB. Oy Ey! 
[10:22] =t.(0)1.2e0.D.cey:iceB.D.cey:. 
(1477.10:271] =1(0):.zea.v.reB:iDd.cey:z. 
(«22:34.10413] — =:.(2):2eauB.D.zey:: DF. Prop 


La análoga de la +4"78, es decir, 
aCB.v.aCy:=.aC Buy 
es falsa. Tenemos sólo 
aCB.v.aClCy:>.aC8uy. 
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Una observación similar se aplica a la análoga de la +4:79, Cf. «22:64:65. 
226. F:i.zeauvB.=:aCy.BCy.D,.zey 

Dem. 
F.42259.)-:.aCy.BCy.T:zeau BB. meyts 
[Comm] Di:.zeavB.D:aCy.BCy.d.cey!. 
(+1011:21]F:.zeavB8.D:aCy.BCy.D,.cey 


FLO. E::aCy.BCy.d,.zey:D:a4CauB.BCavB.D.reauB: 0 
[422:58] d:zeau8 (2) 
F.(1).(2).F. Prop 
»2261. F:aC8.2.aC8uy [22:44:58] 
12262. b:aCB.=.a0u8=8 
Dem, 
EL472. Miuixea.D.reBirz: cea. v.meB:=.ceB:. 
[22:34] =ircauvB.=.ref (1) 
F.(1).10:271.3-:: aCB.=:.2eauB.z, ref: 
[20:43] =:0u8=8:: +. Prop 


*22621.-+:aC8.=.anf8=a [1471] 

La prueba se efectúa como en la «22:62. La proposición *22'621 es una de las 
más útiles en este número. 

*2263. Fr:au(anfB)=a [14:44] 

El proceso de obtención de la +*22:63 a partir de la *4:44 es semejante al 
empleado en las pruebas efectuadas en otros capítulos. Por ende, la *4:44 sólo se 
indica la referencia numérica. De manera semejante restringiremos las referencias 
para las proposiciones siguientes de este capítulo. El proceso es siempre, más o 
menos, como sigue: p, q, r se sustituyen por x€0,xX€ fi, x € y; a continuación se 
aplica la *10"11, así como las proposiciones del Capítulo +10 que se precisen, 
juntamente con las +22:33:34:35, 

122631. F.an(auBj=a (+22:53:621] 
»22632. F:a=8.2).azaní [»22:42:621] 
222633. +:20C8.D.auy=(anf)uy [w22:551:621] 
»2264. FiaCy.v. BCy:Dd.anBCry 


Dem. 
+. 22:47:51 .)F:aCy.D.anBCy:B8Cy.d).anBCry a) 
+,.(1).+477 .3F. Prop 


La conversa de esta proposición no tiene validez, porque la conversa de la +10'41 
no es válida. 


22265. b:aCB.v.aCy:D.aC8uy (*22:61:57 0477) 


Nuevamente aquí, la conversa no es verdadera. 
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12266. +:aC8.D).avyCBury [2:38] 
12268. +.(anB)u(any)=an(B y y) 
Dem. 
F.e2234.Dr::xzel(anB)u(any).=:.reanB.v.zeany:. 
[122:33] =1LEA.TEB.V.ZEA.TEYS 
[14:4] =:.tea:teBf.v.cey:. 
(22:34) =:i.4ea.teBuy: 
[=22:33) =:i.tean(Bu y) a) 


F.(1) 10:11 .20:43..3 +. Prop 
:2269. +.(avB)a(auy)=av(Bny) [Prueba similar, por la +4'41] 


Las últimas proposiciones *22:68'69 son las dos formas de la ley distributiva. 
Nótese que una procede de la otra intercambiando los signos de adición y producto. 
2227. b.(auB)uy=av(Buy) [«4:33] 

»22271. auvBuy=(avB)uy Df 

2272. F:aCy.BC3.D.auBCyui («3:48) 
2273. t:a=y.B=5.).avB=yué8 [»10411) 
*2274. F:anfCy.anyCB.=.anf=any 


Dem. 
+.22:43.x4073. D:anfBCy.=.anfBCa.anfBCy. 
(*22:45] =.anfBCany Y) 
Hat. M:ianyCB8.=.anyCanB (2) 
F.(1).(2) .438.DF:an8Cy.anyC8.=.anfBlCany.anyCanf. 
[22:41] =.anB=any: DF. Prop 
«228. +.—(-aj=a (14:13) 
«2281. F:aC8.=.-BC-a (241) 
22811. -:aC-8.=.8 Ca [dr]. 22:8] 
42282, Fr:anBCy.=.a—-yC-8 [+14] 
42283. b:ia=8.=.-a=-8 («4:11] 
122831. F:a=-B.3.8=-a (et:12] 
42284 F.—(anfB)=-av—B [14:51] 


42285. t.ang==(-av—É) [+22:84831] 
+2286. -.-(-an—-B8)=auB8 (*3:57] 
12287. +.—an—f8=-(av 8) [«22:86:831] 
Las *22:84:85:86'87 son las fórmulas de De Morgan. 


42288. b.(2).me(av—a) (2:11) 
Esta es una forma de la ley del medio excluso. 
12289. F.(1).roe(a—a) [+3:24] 
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Esta es una forma de la ley de contradicción. 


1229. F.(11u8)-—Bz=a-B8 [15:61] 
12291. +.auvB=av(8-a) 
Dem. 

P.6503. Di:i.xea.v.reB:=:2ea.v.zeB. areas. 
(122:33:3435]>F:.xeauvB.=:xzea.v.re(B—a): 
[122:34] =:zeav(8-a) (1) 
F.(1) 1011. 20:43 .>+. Prop 

2292. F:aC8.).B=av(B-a) [22:91:62] 

12293, F.a—-S8=a-=(an 8) 


Dem. 
E.1473. Transp.D:.2ea.DirmefB.=.v(zea.meb). 
[+22:33] =.arme(an B):. 
(15:32) Di:i.xea.orefB.=.rea.eoe(an B):. 
(22:35:33) D:zxea—-B.=.zea—(an 8): 


[»*10-11.2043] D.a—-B=a-(anB8).F. Prop 
2294. F:(a).fa.=.(a).f(-a) 


Dem. 
F.a101. Dia). fa.3. fia): 
(*10:1121]  DE:(a).fa..(a).f(-a) (1) 
F.*101. 3+:(a). fa)... (a))- 
[x22:8.2018] >. fa: 
p*1011:21] DE:(a).f(-0).-(a). fa (2) 


F.(1).(2). F.Prop 
Esta proposición se usa en conexión con la inducción matemática, en la *90-102, 
la cual es requerida para la prueba de la *90:132, que es una de las proposiciones 
fundamentales en la teoría de la inducción matemática. 
«2295. F:(qa).fa.=.(qa). (a) 
Dem, 
E.x2294.3F:(a9).fa.=.(a).f(—a) 0 
F.(1). Transp . 208. +. Prop 
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Sumario del =23. 


Las definiciones y proposiciones de este capítulo vienen a ser las correspondien- 
tes análogas de las del Capítulo +22. Las propiedades de las relaciones que no tienen 
análogas en las clases no se tratarán hasta la Sección D. En este número se 
sustituirán las pruebas, precisamente por ser semejantes a las empleadas en las 
proposiciones análogas del +22, En este número, e igualmente en los siguientes, las 
letras latinas mayúsculas significan expresiones de la forma £$ $ ! (x, y), o, donde 


no se usen como variables aparentes, por Xy $ (x, y). Las proposiciones principales 
de este número son las análogas de las del +22, 


42301. RCES.=:2Ry.D,,.28y Df 
*2302. RAS=2Y(2Ry.x8Sy) Df 
22303. RuS=2f)(2Ry.v.z8y) DI 
*2304. -R=2) ((zRy) Df 
*2305. RS=RA8S DF 
A estas definiciones son aplicables observaciones similares a las del +22. 
1231  F::RCS.=:23Ry.D, y. 28Sy 
£232. F.RAS=%2Y)(rRy.zSy) 
*x233. F.RuS=2Y(xRy.v.zSy) 
22331. +.-R=29(“(zRy) 
«2332. F.R=S=29 jeRy.(x8y)) 
12333. F:2(RAS)y.=.2Ry.zxSy 
12334 F:.z(RuS)y.=:<xRy.v.zSy 
42335, F:xRy.=.wv(eRy) 
123351. F.R4R 
12336. -.RASeRel 
2337. +.RuSeRel 
12338. b.-ReRel 
42339. +.2Yp(z, y) 429 y (z, y)=28 lp (z, y) . y (a, y) 
*23391. +.29H(z, y) 29 Y (zx, y) =29 [9 (2, y). v - y (a, y) 
423392. +. 2 Hp (z, y) = 29 [9 (z, y)] 
4234 +H:RES.SCR.=:éRy.=,y.28y 
«2341. P:RES.SCR.s.k=S 
2342. F.RER 
«2343. FP.RASCR 
2344. F+:RES.SCET..RET 
23441. F:RES.ZRy.D.2Sy 
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23:45. 
23:46. 
23:47. 
2348. 


23481. 


12349. 
12355. 

23:61. 
23:52. 
23:53. 
12354. 
23:55. 


23561. 


2356. 
23:57. 
«23:58. 
12309. 
1236. 

«23:61. 
12362. 


223621. 


23:63. 


123631. 
23632. 
123633. 


23:64. 
23:65. 
1:23:66. 
2368. 
1:23:69. 
237. 

«23-71. 
«2372. 
12373, 
42374 
238. 

2381. 


«23811. 


12382. 
12383. 


123831. 


2384 
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F:RES.RET.D.RESAT 
F:aRy.RES.D. Sy 
FEERET.D.RASCT 
F¿RES.I.RATESAT 
F:¿R=S.D.RAT=SAT 
F:PEQ.RES.D.PAREQAS 
F.RAR=R 

FE.RASSZSAR 
F.A(RAS)IAT=RA(SAT) 
RASAT=(RASIAT Df 
F:R=S.):RET.=.SCT 
ER=S.9:TECR.=.TCES 
+F:¿R=S.D.RuT=SUT 

F.RuR=R 

F.RuS=SuWR 

F.RERUVS.SCRUS 
F:.RET.SCET.=.RuSc€T 
hiix(RuS)y.=:RET.SCET.Dy.aly 
F:RES.D.RESUT 
F:RES.=.RuS=8S 
F:¿RES.=.RAS=R 
F.Ru(RAS)=R 

F.RA(RuS)=R 
F:RuS.D.R=RAS 
F:RES.D.RuT=(RAS)]VUT 
F:RET.v.SET:D.RASCT 
F:RES.v.RET:D.RESUT 
E¿RES.D.RuTESYT 

ERAS) v(RAT)=RA(SuT) 
E.(RUuSA(RvT)=Ru(SAT) 
F.(RuS)juT=Rvw(SuwT) 
RuSuT=(RuSjuT Df 
F:PER.QES.D.PuUQERyuS 
F:P=R.Q=S.).PuQ=RuS 
F:EPAQCER.PARCEQO.=.PAQPAR 
Fa(R)=R 
F:RES.=S.2SCR 
F:RCE-S.Z SER 
-: 
b: 
ES 
E, 


al 


RASCT.=.RTC€-S 
R=S.=.2R=-8S 
R==8S.35.8==R 
“(RAS)==Ru=S 


SECCION C. CLASES Y RELACIONES 


2385. F.Rá8S=z(-Ru-z8) 
*2386. + (2RA-8S=RusS 
$*2387. F.-Rá-S=-(RuS) 
12388. F.(x,y).c(Ru-R)y 
*2389. .(2,y).o(z(R-R)y) 
$239. F.(RuS)8S=R=S 
*2391. F.RuS=Ruv(S-R) 
*2392. -F:RES.D.S=Ruv(SR) 
+2393. +.Ru8S=R=(RAS) 
42394 F:(R).fR.=.(R).f(R) 
12395. :(qR).fR.=.(9R).f(-R) 
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*24. LA CLASE UNIVERSAL, LA CLASE NULA, Y 
LA EXISTENCIA DE CLASES 


Sumario del *24. 


La clase universal, representada por V, es la clase de todos los objetos del tipo 
que, en un contexto dado, se representan por letras latinas minúsculas, es decir, del 
tipo más bajo considerado. Así, pues, V, al igual que “*Cls””, es ambiguo por lo que 
respecta al tipo. Su definición es la siguiente: 


12401. V=2(2=x) Df 


Cualquier otra propiedad poseída por todo haría lo mismo que “x =x”; pero 
ésta es la única propiedad que hemos estudiado hasta ahora. 


La clase nula, representada por A, es la clase que no tiene miembros. Igual que 
V, es ambigua en cuanto al tipo. Empleamos el mismo símbolo, A, para clases nulas 
de varios tipos; pero estas clases nulas son diferentes. El tipo de A se determina por 
aquellos términos x respecto de los que “x € A” es falso: cualquiera que sea x, 
“x € A” no' representará una proposición verdadera; pero, salvo que x sea del tipo 
apropiado, “xe A” será un sinsentido, no falso. De este modo, A es del tipo 
inmediato superior que el de un miembro x respecto del cual ““x € A” es significante 
y falso. La definición de A es 


*2402. A=-V Df 


Cuando una clase « no es nula, de forma que tiene uno o más miembros, se dice 
que existe. (Este sentido de la “existencia” no debe confundirse con el definido en 
+14:02). Escribimos “3 ! a” para “a existe”. La definición es 


12403. q!a.=.(q2).zea Df 


En este número, trataremos primero de las propiedades de A y de V y, después, 
de su existencia. Comparando el álgebra de la lógica simbólica con el álgebra 


ordinaria, Á toma el lugar del O, mientras que V combina las propiedades del 1 y del 
00 


Entre las más importantes propiedades de A y de V que se prueban en este 
número están las siguientes: 
«241. F.ARV 


Es decir ““nada no es todo”. Esto es útil cuando se nos da la existencia de por lo 
menos dos clases. Si los filósofos monistas se mantuvieran firmes al sostener que 
sólo existe un individual, debería haber sólo dos clases, la A y la V, siendo V (en 
este caso) la clase cuyo único miembro es el individual en cuestión. Nuestras 
proposiciones primitivas no exigen la existencia de más de un individual. 


*24-102-103 muestran que cualquier función que siempre es verdadera determina 
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la clase universal, y que cualquier función que siempre es falsa determina la clase 
nula. 


+24:21:22 ofrecen las formas de las leyes de la contradicción y del medio excluso, 
a saber, “nada es a la vez a y no-a” (aM—a=A) y “cada cosa es a o no-a” 
(a U — a = V). 


*24-23-24:26:27 proporcionan las propiedades de A y de V con respecto a la suma 
y al producto, a saber: la multiplicación por V y la suma de A no producen cambio 
en una clase (*24:26'24); la suma de V da V, y la multiplicación por A da Á 
(+*24:27:23). Se observará que las propiedades de A y de V resultan una de otra 
intercambiando la suma por el producto. 


«243 F:aC8.=.a-g8=4 

Esto es, “a está contenida en f” es equivalente a “a pero no $, nada es”. 
x*24 311. -+:a0C-B.=.anB=A 

Esto es, “ningún a es un $6” es equivalente a “nada es a la vez a y f”. 
«24411. +:8Ca.).a=Bu(a—B8) 
*2443. F:a-BCy.=.aCg8uy 


Como regla, las proposiciones que se relacionan con la V se usan mucho menos 
que las proposiciones correlativas respecto de la A. 


Las propiedades de la existencia de las clases se derivan de las referidas a la A 
debido al hecho de que 3! a es el contradictorio de « = A, como se prueba en 
24:54, Así, en virtud de la *24:3, tenemos, 


*2455. F:i(aC8).=.9!a—8 


Esto es, “no todas las a's son f's” es equivalente a “existen as que no son ff's”. 
Esta es la proposición familiar de la lógica formal que dice que la contradictoria de 
la universal afirmativa es la particular negativa. 


Tenemos 
«2456. bi gi(avu8).=:qla.v.ql8 
*24561.+:39!(a08).5>5.3!a.q!8 

Esto es, si existe una suma, entonces existe uno de los sumandos, y viceversa; y si 
existe un producto, ambos factores existen (pero no viceversa). 

Las pruebas de las proposiciones en este número no ofrecen dificultad. 


x2401. V=2(2=x) Df 
42402. A=-V Df 
12403. q !1a.=.(q2).ea Df 
1241 F.APV [22:35] . (424:02)] 
24101. -.V=-A (122:831 . (424-02)] 
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424102. F:(2).px.=.2($2)=V 


Dem, 
+.11315.15:501.DF:.f2.=:p.=.20=0 1. 
(+10:11:271] ec (0).p3.=: (0): p0.=.0=0: 
(2015) =:2($7) =23(0=x): 
[(24-01)] =:2(92)=V :.3+. Prop 


Así, pues, cualquier función que es siempre verdadera determina la clase univer- 
sal, y viceversa. 


*24:103. +:(2).$1.=.2($3)=A 


Dem. 
E.24102.D+:.(2).p7.=: Un p2)=V : 
[22-392] =:i-2(p0)=V: 
(*22:831] =:?*(92)=-V: 
[(24:02)] =:?(p42)=A :.DF.Prop 

124:104. F.(2).2e V 

Dem. 

203. r:xeV.=.2=x (1) 


F,(1) ..1315.10:11:271.>3F. Prop 
«24105. F.(2).2eA 
Dem. 
+.22935.D h:xeA.=.aveV: 
(+412]  DiirmeA.=.ceV (1) 
F. (1) *1011:271 .24:104,)F. Prop 
*24 11. F.(a).aCcV 


Dem. 
E.e24:104 101 .D.qeV. 
[Simp] M:ixea. Dd. aeV: 
(*10:11.*22:1] DE:aCcvV: 
10:11] +:(a).aCV:3+. Prop 
*2412. F.(a).ACa 
Dem. 


Fuae24105 .**101. M.amed. 
[2:21] M:ixeA.D. zea (1) 
F.(1).*10:11 .422:1 .3F. Prop 

*2413. Fb:a=A.=.aCA 


Dem. 
E.424:12.44:73 .DF:aCA.=.aCA.ACa. 
[22:41] =.a=A:>DFH.Prop 
2414. F:(2).2ea.=.a= V 
Den. 


F.*24:102.DF:(2).zea.=.2(rea)=V. 
[20:32] =.a=V:)>DF.Prop 


24141. -:VCa.=.V=a 
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Dem. 
F.82411.473.D-:VCa.=.aCV.VCa. 
[*22:+1] =.qa=V: 3. Prop 
2415. P:(x). area. =.a= A 
Dem. 
+. 124103 .DF:(2).2ea.=.2(cead)= A. 
[+20:32] =.a=A:>3+.Prop 
12417. b:a=V.=.—a=A [22:83 . (42402)] 
*2421. +P.an—a=A [24-103 . 22:89) 
«2422. F.au—-a=V [22:88 . 24102] 
42423. F.anA=A: («24-12 . 22621] 
2424. F.avAma [12412 , 22:62) 


Las dos últimas proposiciones (*24:23"24) manifiestan la analogía algebráica 
entre la A y el cero. 


*2426. P.anV=a (x22:621 12411] 
Esta manifiesta la analogía entre la V y el 1. 
*2427. H.auV=V [22:62 . 24-11] 


Esta presenta la analogía entre la V y el oo, 
+243. F:aC8.=.a-B=A 


Dem. 
E odr536 . 3 
bFizea.D ceBi=: (rea. .mrvef): 
[22:35] =:v(aea.e—fB): 


[22:33] =:w (a ea— B) (1) 
F.(1) .«1011:271.) 
btiaC8.=.(2).(vea—B8). 
[42415] =.a-B8=A:DF. Prop 
Esta proposición se emplea muy frecuentemente. 


»2431. +:aCB8.=.-auvB=V 
Dem. 
E.oxdrb Dizea.D.refB:=:0mwea.v.ceb:. 
(*10:11:271]3+:.a4C8.=:(2):0wea.v.ceB: 


[+22:35] =:(a):xe-a.v.zeB: 
(22:34) =:(%).ze(-avfB): 
[24:14] =:-avB=V:.3+. Prop 


Esta proposición es la correlativa de la *24"3; pero, contrariamente a aquélla, no 
se usará en lo sucesivo. Cada proposición referida a la Á tiene una correlativa 
referida a la V, pero raramente ofreceremos estas correlaciones, puesto que apenas 
se precisan para las pruebas que vienen a continuación. 
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*24 311. F:aC-B.=.anB=A 


Dem, 
E.2235.DF:.2ea.D. me Bi=:2Ee0.D.emveB: 
[4:51:62] =:iv(uea.zefB): 
[22:33] =:iv(rean B) (0) 
F.(1) .*10:11:271.)F:a0C-8.=.(2).2eanf. 
[24-15] =.anfB=A:DF.Prop 

124312. -:-aC8.=.aubB=V 
Dem 


F.2235.DF:.-aCB.=:2we0.),¿.cEB8: 


[4:64] =:(u):xea.v.zeB: 
[22:34] =:(%).reaufB: 
(24-14) =:4qu8=V:.3+.Prop 


*24313. F:an8=A.=.a=a—8 [24311 . 122621] 
42432. F:i:auB=A4.=.axA.S=A 


Dem. 
E.42413.DF:.auB=A.=:auBcCaA: 
[22:59] =:a4CA.BCA: 
[24:13] =:ia=A.B=A:.3F. Prop 
2433. F:a=V.D.auB=V 
Dem. 


F.s22:551.DF:Hp.D.auB=Vuf8 
[24:27 .22:57] =V:)D+F.Prop 
12434. F:a=A.D.anB=A [122481 .24:23] 
2435. F:a=V.D.anfB=8 [122481 . 24:26] 
+2436. F:a=A.D.auB=f8 [e22:551 .*24:24] 
*2437. F::anfB=A.=:2cea.yeB.D, y .c+y 
Dem. 
-F.24:15.Dr::anB8=A.=:(2).coe(an B): 


(122:33] =:(2).vo(xea.reB): 
(*13:191] =:3(2%,y):2=y.).c(rea.yefB): 
[Transp] =:(x,y):ea.yeB.D.2+y:.3F. Prop 
12438. F:ianB=A.D:a+B.v.a=A.B=A 
Dem. 
+.122:481 .DF:anB=A.a=8.D.ana=A. 
(122:5] ).a=A. 
[20:23] d.a=A.B=A (1) 
F.().Exp.DE:.anfB=A.D):a=8.D).a=A.B=A: 
[146] D:iaB.v.a=A.B=A:.DF.Prop 


«2439. F::anB=A.=:12e0.D,.2eB [24311 .22:35] 
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*244. F:an8=A.=.(av8)-a=8.=.(auv8)-—B=a 


Dem. 
F.£24311.DF:an8=A.=.8C-a. 
(22 621] =.B-a=B. 
[22:9] =.(av8)-a=8 (1) 
e :Bna=A.=.(Bua)—B=a: 
[(+22:51:57] DE:anB=A.=.(av8)-B=a (2) 
F.(1).(2).>F. Prop 
24401. -+-:8Ca.2>.(Buy)-a=y-a 
Dem. 
F.42268. D+.(Buy)-a=(B- a) u(y-a) () 
F.243. Dr:Hp.D.Ba=A (2) 
F.(1)-(2).DF:Hp.D.(Buy)-a=Av(y-a) 
[24-24] =y-a:3+.Prop 
124402. F:a0n8=A.ECa.nC8..Enq=A 
Dem, 
F.22:49.3F:Hp.D.EnnCanf. 
[22:55] D.ENPCA. 
(24:13) 2.Eny=A: DF. Prop 
*2441. F.a=(anfB)u(a-£8) 
Dem. 
+.22268.DF.(anf)u(a—-B)=an(Bu- 8) 
[2422] =anV 
[24-26] =a.DF.Prop 
424411. +:8Ca.).a=Bu(a-8) 
Dem. 
b.e2zos9 IO Dt: 80.0. Bu(a—Br=(anB)u(a—8) 
[e2441] 0 =0:D +. Prop 
«24412. -:BCa.yC8.2.(a—-B)u(B-y)=a—"y 
Dem. 
F.ox24:41.3F:Hp..(a— B)u(B-y)=(a—Bn y)u(a—B—=wy) uv (B—y) 
[24-323] =(a— By) v (8 y) 
[*22:68] = ((a— B)u B]-y 
[24-411] =4a-—y:+ DF. Prop 


Esta proposición se usa en *234"181, en la teoría de las funciones continuas. 
*2442, F:iangCy.a-BCy.=.aCy 


Den:. 
F.122:59.DF:an8Cy.a-BCy.=.(anB)u(a—-8)Cwy. 
(42441] =.aCy:3+H.Prop 

2443. +:a-BCy.=.aC8uy 

Dem. 
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Eb. Dbsizea.ormeB LD ey: tea DEV ey 
[(*22:3533] Hb ::2ea—B. Do .zey:=: zea. :zeB.V.cey!. 

(+22:34] 1zea.D re (Bury) (1) 
+. (1).+10111:271.3F. Prop 


24431. F.(auy)n(Buv—y)=(an B)u(a—y)v (Bay) 
Esta proposición y la siguiente son lemas para la +24'44. 


mo" 


Den. 
F.422:68.DF.(auy)n(Bu—wy)=((a uv y) a Bl y (av y) a — y) 
[22:68] =(an B)u (yn B) uv (a— y) v (y —y) 
[24:21] =(anB)u(ynfá)u(a=y)vA 
[»24:24] =(anBju(yn B)u(a-y) 
[22:51:57] =(anf)u(a-y)v(Bn y). E. Prop 

124432. +.(a—-y)v(Bny)=(an B)u (a - yv (Bn y) 

Dem. 

+.24:2235.D)F.anB=(an B)n (y u— y) 

(22:68) =(anBny)u(an 8 - y) 
(22:51) =(anBny)u(an—yn 8). 
(22:551] (an Bju(a—y)=(anBny)u(an—yn B) y (a y) 
(x22:63] =(an Bn y)u(a—y) 
[22:57] =(a-y)u(anBny). 
(22:551] +. (anB)u(a—y) v(Bny)=(e-y)u(anBny)v (Bn y) 
[22:63] =(a—y)v(B ny). DE. Prop 


«2444. r.(auy)n(Bu—-wy)=(an—y)v(Bay) [24:431:432] 
42445. Fi(any)u(B=y)=4.=.8Cy.yC-a 


Dem. 
F.e24:32.)F:(any)u(B-y)=A.=.any=A.B-y=A. 
(+24:3:-311] =.yC-a.BCy:D+. Prop 
*2446, b:i(any)u(B-y)=4.D).anB=A 
Dem. 
F.124:45 12244 .DF:Hp.D.BC-a. 
[*22:811] >.aC-B. 
(*24:311) .anB=A:DF.Prop 


Las siguientes proposiciones, hasta la *2"495 inclusive, son lemas que se incluyen 
para emplearlas en muchas proposiciones posteriores, la mayoría de las cuales sólo 
se usan muy pocas veces. 

42447. rianf=A.auvB=y.=.aCy.B=y—a 

Dem. 

F.x24811 .)F:an8=A.=.8C-a (1) 
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F.«22:41. Miau Br y .= au BC y. yCauB. 

[22:59.24:43] =.aCy.BCy.y-aC8 (2) 
F.()-(2)-DE:anfB=A.avB=y.=.8C-a.aC y .BCy.y-aCcB. 

(x43] .aCy.BCy.BC-a.y-aCA. 

(22:45) .aCy.BCy-a.y-aCcA. 

(+22:41] =.4Cy.B=y-a: 3H. Prop 

12448. +: ECa.EFCa. CB. CB an f=A.D: 

Eun=Eury.=.E=P.q=y 


mon 


Dem. 
F.a2273. EsE=fF.q=y.D.Eun=fE ur () 
F.422:481. Mi.Eur=E ur. a: (Eun)na=(EF ury)na: 
[42268] >: (Enaju(ana)=(E na)u(y na) (2) 
F.122:621. F:ECa.D.EnartE:ECa.D.Ena=f: 
(w3:47] :ECa.ECa.dD.Ena=t.Ena=f (3) 
E.422:48. +:9C8B.D.9nmaCanB: 
(122:55] +:9CB8.anB=A.Do.pnaCaA. 
[24-13] Jinna=A (4) 
Similarmente  F:yCB8.anf8=A.dD.yna=A (5) 
F.B).(4. +: Hp.D:(Enaju(yna)=EUA 
[124:24] =E (6) 
-.(3).(5). E: Hp.D:(Enau(yna)=F VA 
[24-24] mE (1) 
E.(2).(6).(7).F:. Hp.D:Eup=fPuy.D.E=E (8) 
Similarmente — +: Hp.D:fug=E uy .D.q=y (9) 


F.(10-(8)-(9)-3+. Prop 


La última proposición, además de usarse en las dos siguientes, se emplea, en la 
teoría de pares (*S4:6), en la teoría del mayor y menor (+*117:632), y en el 
capítulo dedicado a la ordenación de las clases por el principio de las primeras 
diferencias (+170:68). 
£24481. F::anB=A.arny=A.D:auBrzavy.=.B=y 

Dem. 
hn 48%7 0208, y 


BEE" 
+:.aCa.aCa.BC-a.yC-a.aca=A.D: 


auvB=auvy.=.a=a.B=y (1) 
F.22:42 , 12421 .5 


F:iaCa.aCa.BC-a.yC-a.aca=A..8BC-a.yC-a. 


[24-311] =.anf=A.any=A (2) 
F.202.0473.Dh:0=0.By.=.B=9y (3) 
F.(1).(2).(3).F. Prop 


Esta proposición se usa en la teoría de las selecciones (*83"74) dentro de la 
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teoría del mayor y menor (*117:582), y en la teoría de la inducción transfinita 
(+257). 


124:482. F:.ECa.nCB8.anfB=A4.D:Evuy=auB.=.E=a.9=8 
[»24ss EL nos] 
E,n 
Esta proposición se usa en la teoría de la convergencia (+232:34). 
12449. FianB=A.3:aCg8uy.=.aCry 


Dem. 
F.122621,)F:aCB8uy.=.a=zaní(B y y) 
[22:68] =(an B)u(an y) (1) 
F.2424, e:anB=A.T.(anfBju(any)=amy (2) 
F.(D).(2).3-:.Hp.:aCB8uy.=.a=zany. 
[+22:621) =.aCy:3F.Prop 


*24:491. +F:¡Bny=A.aC Buy. 
).a—Bzany.a-yuanfB.a=(a—8B)u(a- y) 


Dem. 
F.122:621. +:Hp.D.a=an(Bu y). 
(+22:481] D.a=y=an(Buy)—"y 
[«24:4) =aní (1) 
Similarmente  +:Hp.D.a—-Bmany (2) 
F.(1).(2). +: Hp. (a-B)u(a-y)=(an y) u(an B) 
[+22:68] =anty uf) 
[+22:621] =4 (3) 
E. (1).(2).(3).+. Prop 


Esta proposición se usa en la teoría de selecciones (+83:63:65) y en la teoría de 
los segmentos de una serie (+211-84). 


124:492. F:BCa.a—B=y.D.ay=B 


Dem. 
+.422481.3+: Hp.D.a—y=a-(a— B) 
(122:8:86] =an(—auB) 
[22:8:9] =anfB 
(=22:621] =8:DF. Prop 


Esta proposición se usa con cierta frecuencia, especialmente en la teoría de las 
series. Primero se usa en la +93"273, en la teoría de las “generaciones”. 
124493, HF: Bny=A .Joa=(a—8B)u(a—y) 


Den. 
+.422:84 02417 .3-F:Hp.D.-Bu-y=V. 
[2426] Dia=zan(—Bu-y) 
[22:68] = (a -B)u(a—y):D+ Prop 


124:494. F:ECa.nCB.anB=A.D.(Evn)-a=n-(Eun—B=E 
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Dem. 

+23. +:Hp.D.E-a=A (1) 
F.424:311. +:Hp.3.8C-a. 

[»22:44] NES 

[+22:621] .y-a=39 (2) 
F.42268. E.(Evnm)-a=(E-a)u (y —a) (3) 
F.(1).(2).(3) 2424. F:Hp.D.(Eun)-a=0 (4) 
Similarmente +: Hp..(Eun)-B=E (5) 
E. (4). (5). +. Prop 


Esta proposición se usa en la teoría de las selecciones (+*8363 y 88:45). 
424495. F:any=A.D.(auy)-(Buy)=a-8 


Dem. 
F.122:87:68 .3 
H.(auv y)-(Buy)=(a— By) v(y- B=y) 
[«2421] =a-By (1D) 
F.124:311 22621 .3P:Hp.3.a-y=a (2) 
F.(1).(2). +. Prop 


Esta proposición se usa en la teoría de los puntos mínimos (*205:83:832:84). 


En lo que resta de este número entraremos en la cuestión de la existencia de las 
clases. Muchas de las propiedades de la existencia de las clases se derivan del hecho 
de decir que una clase existe es equivalente a decir que una clase no es igual a la 
clase nula. Esto se prueba en la *24:54, 

*246. b:igqta.=.(qu).zea [*+2.(42403)] 


*2451. bingqta.=.a=a 


Den. 
+.4245.2)r:i0q la.=.ol(qx).zeal. 
[ne10:252] 2.(2).armea, 
(2415) =.4=A:>F.Prop 


+24:52, F.qiV («24511 . Transp] 


Esta proposición establece que la clase de todos los objetos del tipo en cuestión 
no es nula, sino que tiene, al menos, un miembro. La suposición de que hay algo, lo 
cual es equivalente a esta proposición, está implícita en la proposición *10"1, que 
dice que lo que es siempre verdadero es verdadero en cualquier caso. Esto no 
tendría validez si no hubiesen casos del todo; por lo tanto, implica la existencia de 
algo. Se observará que la última proposición (+24'52) depende de la *24"1, la cual a 
su vez depende de la *+22:351, y ésta de la *10'251, que depende de la *10'24, la 
cual depende de la *10"1 o de la *9"1. El supuesto de que hay algo está implícito en 
el uso de la variable real, la cual de otro modo, no tendría sentido. Esto se explícita 
en la *9"1 y en la prueba de la +92, que es la misma proposición que la *10"1. 


2453. Hoogia [24:51 . 20:2] 
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e2464 t:qla.=.arA (42451 . Transp] 
a24b5. tin(aCfB).=.9!1a-8 [243 . Transp . 24:54] 
42456. F::qt(auB).=:q la. v.qi8 [10:42 ..*22:34] 
a24561. H:3l(anf8).D.qla.q:8 [*10'5.«2233] 

$2457. FianfB=4.2:39!a.D.ap8 


Den. 
F.«22481.)F:anB=A.a=8B.D.ana=A. 
[»22:5] d.a=A. 
[«24:51] Deng ta 


F.(1). Exp. Transp. +. Prop 
424571. +: !a.a=B8.3.49!(an 8) 


Dem. 
F.s2457 .Comm.DF:.q1a.D:anB=A.D.afB8: 
[Transp] Dia=B.D.anBrA. 
[24:54] 5.9! (an A) 


F.(1)- Imp.>+. Prop 
*2458. +t::aC8.90:39!a.3.918 (*10:28] 


1246. ::aC8>:a+B.=.q! Ba 


Dem. 
-.«22:41 . Transp . 3H: Hp.2:a+ 8.3. v(BC a). 
(124:55] >.9!1B-4 
F.a24:21. :a=B.D.B-azA 
+.(2).Transp.12454.3F:5718B-a.D.a+ 8 
-.(1).(3). >+. Prop 


22461 +:ing!18.D.auB=za [24:51:24] 


12462. Fimq!18..anfB=A [24:51:23] 
142463. EF: Amex.=sqex.d ¿q la 


(a) 


(1) 


(1) 
(2) 
(3) 


En esta proposición, las condiciones de significación exigen que k sea una clase 
de clases. La condición “a €k. Dg. 41! a” se necesita como hipótesis en muchas 
proposiciones. En virtud de la última proposición esta hipótesis puede sustituirse 


por “A ek. 
Dem. 
+ 13191 DF: Arvex.=:a=A.D),.arvex: 
[Transp] =i0a€6xr. Dd .ORg A: 
[24:54] =:4€x.2..491a:.3+. Prop 


Esta proposición se usa con frecuencia en las últimas partes de este libro. A 
menudo tenemos que tratar sobre clases de clases existentes, y la forma más 
conveniente de expresar que todos los miembros de una clase de clases existen es 


“A mEk”., 
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*25. LA RELACION UNIVERSAL, LA RELACIÓN NULA, 
Y LA EXISTENCIA DE RELACIONES 


Sumario del + 25. 


Este número contiene las análogas, en cuanto a las relaciones, de las definiciones 
y proposiciones del x24. No se darán las pruebas, ya que se realizarían exactamente 
igual que en el +24. 

La relación universal, simbolizaba por V, es la relación que tiene lugar entre dos 
términos cualesquiera de tipos apropiados, cualquiera que sean en el contexto dado. 
La relación nula, A, es la relación que no se presenta entre cualquier par de 
términos, cuyos tipos vienen fijados por los tipos de los términos respecto de los 
cuales tiene significado negar que tengan validez. Una relación R se dice que existe 


cuando hay, por. lo menos, un par de términos entre los que tiene validez; “R 
existe” se escribe “4 | R”. 


A las proposiciones de este número se hacen mucho menos referencia que a las 
del +24; pero, a fin de mantener la uniformidad, hemos dado a las análogas de todas 
las proposiciones del «24 la misma numeración (excepto la parte entera). 


Todas las observaciones hechas en el *24 tienen aplicación, mutatis mutandis, en 
este número. 


2501. Velfa=x.y=y) Df 

142502. Au-V DE 

*2503. 4!R.=.(39x,y).=Ry Di 

«251. F.AFY 

25101. P.V=z A 

*25102. F:(2,y).p(<, y).=-29 $ (x, y) = V 
+*25103. F:(2, y). =$ (2, y).=-299(2,y)=ÁA 
+25104. +.(x,y).«Vy 

»25:105. F.(<, y).(zÁy) 

2511. F.(R).REV 

2512 +.(R)ÁCR 

2513. HF:R=A.=.REÁ 

42514. +:(x,y).Ry.=.R=V 

x25141. F:YGR.=.V=R 


2515. P:(z, a e(«Ry).=.R=Á 
12517. +:R=V.=.R=A 
12521. P.RA ME A 
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12522 +P.Ru-R=V 


25:23. 
12524. 
125 26. 
«25:27, 
«253. 

25:31. 


»25:311. 
«25312. 
*25:313. 


122532. 
12533. 
25:34. 
25:35. 
25:36. 
25:37. 
12538. 
12539. 
12254. 


+*25:401. 
25402. 


«25:41. 


«25411. 
25412. 


12542. 
25:43. 


1225431. 
1225432. 


12544. 
25:45. 
2546. 
25:47, 
«25:48. 


1225481. 
1.25:482. 


»25:49. 


«25491. 
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F 


P 


T TT TT TOTO TT TOA TOTO TOTO T TO VOTMO TTOTOT TO o TOTOT o 
e. .. +... 


.RAÁA=ZA 
E. 


RuÁ=R 


.RAV=R 
.RuV=V 
RES. 


¿¡RuS=A.=.R=A.S=Á 
¿R=V.).RuS=V 

¿ReA.D.RiS=A 

¿R=V.D.RAS=S 

¿:RmA.D.RuSs=S 
:RáS=A.=:0.0Ry.2Su Doy TFT VW y 00 
2¿RAS=A.20:R4S.v.R=A.S=Á 
¿RáS=A.=:2Ry.De y (28y) 
¿PAQui.=.(PuQ)-P=Q.=.(PvuQ)2Q=P 
¿QEP..(QuUB)P=R=P 
¿PAQ=A.REP.SEQ.D.RAS=Á 
.R=(RAÁS)u(R-S) 
¿SER.D.R=Suv(R-=S) 

¿QEP.SEQ. (P-Q)u(Q=8)=P8 
:¿PAQGR.P=QCER.=.PER 
¿P-QE€R.=.PEQUR 
(PuUR)AQu-eR)=(PAQUIPR)iv(QAR) 
(PR)iw(QAR)I=(PAQUIPR)V(QAR) 
(PuR)A(QueR)=(PAtR)jv(QAR) 
¡(PAR)U(Q-RB)aÁA.=.QE€R.RE-P 
¿(PAR)u(Q-R)=A.D.PAQ=Á 
¿PAQ=A.PuQ=R.=.PCER.Q=RP 

1: REP.REP.SEQ.S'CQ.PAQ=Á.D: 


RuS=R'uS'.=.R=R'.£8aS' 
¿PAQzA.PARSA.D0:PuQ=PuR.=.Q=R 
::REP.SEQ.PAQ=A.20:RuS=PuvQ.=.R=P.S=Q 
2 PAQ=A.D)0:PEQUR.=.PER 
¿QAR=ÁA.PCEQUR.D. 


P=Q=PAR.P=R=PAQ.P=(P=Qpu(PR) 


125'492. 
+25:493. 
»25:494. 
125495. 
255. 
2551. 
12552. 
12553. 
12554, 
12555. 
25:56. 
*25:561. 
»+25:57. 
*25571.. 
125:58. 
$256. 
*25:61. 
1:25:62. 
1:25:63. 
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F:QCEP.P-Q=R.D.P2R=Q 
F:QAR=A.D.P=(P-Q)u(P=R) 
F:REP.SEQ.PAQ=A..(Rus)=P=S.(RusS)=Q=R 
F:PAR=A..(PuR)-(QuR)=P=0Q 
E: UR .=.(qxu, y) .<Ry 
keiogqiR.=.R=Á 

F.qrv 

Ro IA 

tiil.=. RÁ 
F¡ARES).S. q! RS 

FL U(RoS).=: q R.v.qis 
FSAURAS).D. IR. 1S 
E.RAS=A.D0:G!R.D.RES 
EYIUR.R=S.D.URAS) 
FHRES.D:A 1 R..4:S 
FARES.D:RES.=.q ISR 

tig 1S.D.RuS=R 

Frio iS .D.RAS=Á 

Ei Ánex.=: Rex. UR 
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LOGICA DE RELACIONES 
En esta sección trataremos de aquellas propiedades generales de las relaciones 
que no tengan análogas en la teoría de clases. Las notaciones que se introducen en 


esta sección se emplearán constantemente a lo largo del resto del libro, y las ideas 
vertidas en las definiciones se verá que son de importancia fundamental. 
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+30. FUNCIONES DESCRIPTIVAS 


Sumario del *30. 


Las funciones consideradas hasta ahora, con la excepción de unas pocas funcio- 
nes particulares tal como a N b, han sido proposicionales; es decir, que por valores 
suyos han tenido proposiciones. Pero las funciones ordinarias de las matemáticas, 
tales como x?, sen x, log x, no son proposicionales. Las funciones de esta clase 
siempre significan “el término que tiene tal y cual relación con x”. Por esta razón 
podemos denominarlas funciones descriptivas, puesto que describen un cierto 
término por medio de su relación con su argumento. De este modo “sen 1/2” 
describe al número 1; no obstante, las proposiciones en la que aparezca sen 7/2 no 
son las mismas que las que tendríamos si sustituyéramos sen 7/2 por 1. Esto se 
aprecia, por ejemplo, en la proposición “sen 7/2 = 1”, que lleva en sí una informa- 
ción valiosa, mientras que, por el contrario, **1 = 1” es algo trivial. Las funciones 
descriptivas, como las descripciones en general, no tiene significado por sí mismas, 
sino en cuanto constitutivas de las proposiciones (66). 


La definción general de una función descriptiva es: 
*30:01. R'y=(11) (Ry) Df 


Esto es, “R'y” significa “el término x que tiene la relación R con y”. Si hubiese 
varios términos, o ninguno, que tuviesen la relación R con y, todas las proposiciones 
acerca de R'y, es decir, todas las proposiciones de la forma “4 (R'y)”, serían falsas. 
El apóstrofe que hay en “R'y” puede leerse “de”. Así, si R es la relación de padre a 
hijo, “R*y” significa “el padre de y”. Si R es la relación de hijo a padre, “R'y” 
significa “el hijo de y”; en este caso, todas las proposiciones de la forma “4 (R*y)” 
serán falsas salvo que y tengan un solo hijo y no más. 


Todas las funciones que se presentan en las matemáticas ordinarias son ejemplos 
de la definición de arriba; todas se obtienen, de la manera dicha, de alguna relación. 
Así, en nuestra notación, ““R'y” ocupa el lugar de lo que comúnmente sería “fy”, 
reservándose esta última notación para las funciones proposicionales. Debemos 
escribir “sen“x” en vez de “sen x” usando “sen” para expresar la relación de x a y 
cuando x = sen y. 


Una definición tal como R'y= (1x) (Ry), en donde el significado dado al 
término definido es una descripción, debe entenderse que significa que el término 
definido (en este caso R*y) y la descripción asignada a su significado (en este caso 
(x) (xRy)) son intercambiables en uso: la definición es, en cierto sentido, más 
puramente simbólica que otras definiciones, ya que la descripción asignada como el 


(66) Cf. *14, más arriba. 
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significado no tiene significado en sí mismo salvo en uso. Quizás fuese más 
formalmente correcto escribir 


HEY. .=.f((12) (Ry) Df. 

Sin embargo, todavía esta definición no está completa del todo, porque omite la 
mención a los alcances de las dos descrip ¿ones, R'y y (x)(xRy). Así, pues, la 
forma completa sería 

[By]. ARY.=.[02) (Ry). f (02) (cRy) DE. 


Pero no es preciso adoptar esta forma de definición, dado que se entiende que la 
definición *30:'01 significa que puede escribirse “R*y” en lugar de “(x) (xRy) 
dondequiera que sea; esto es, tanto en las indicaciones del alcance como en 
cualquier otro sitio. El uso de la definición se realiza siempre de acuerdo con la 
proposición: 


Es [Ry]. ARY) ¿[00 (RN. Oo) (Ry, 
que es la *30*1, que aparecerá más abajo. 
Debe observarse que la *30'01 no necesariamente implica 
Ry = (1) (aRy). 
Pues esto, en virtud de la definición, es equivalente a 
(2) (Ry) = (12) (aRy), 


lo cual, por la *14:28, sólo tiene validez cuando E ! (1x) (xR y), esto es, cuando hay 
un término, y no más, que tiene la relación R con y. 


Todos los convenios en cuanto al alcance, explicados en el +14 pueden trasferirse 
a R'x; es decir que, en ausencia de una indicación contraria, el alcance de R“x debe 
ser la proposición más pequeña, encerrada por puntos o paréntesis en la que 
aparezca la R“x en cuestión. 


Proponemos 
3002. R'Sty=R*“(Sty) DI 

Esta definición sirve únicamente para evitar los paréntesis. Debe interpretarse 
según este significado: 

[RS]. ARS) «=. [RUSIY)].JURASIG)] DE. 

En el futuro, frecuentemente definiremos una nueva expresión de forma que 
tenga una frase descriptiva como significado; en tal caso, la definición ha de 
interpretarse siempre como se ha indicado. Es decir, que cualquier proposición en la 


que interviene una nueva expresión debe ser la proposición que se obtenga al 
sustituir la vieja expresión por una nueva, dondequiera que ocurra la última. 


En la última expresión, R' (Sy) debe interpretarse considerando primeramente a 
Sy como si no fuese un símbolo descriptivo, y aplicando las *30-01 y *14:01 Ó la 
+14:02 a R(S'y), y a continuación aplicando las *30:01 y *14:01 ó la *14:02a Sy. 
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La mayor parte de las proposiciones de este número son consecuencias inmedia- 
tas de las proposiciones correspondientes del *14. Así, las *14'31-34 y la 
*14-113, conducen inmediatamente a las *30:12—:16, lo cual muestra que, o 
siempre o cuando RY exista, el “alcance” de R'y o de R'y y S'y no introducen 
diferencia alguna a los valores de verdad de las proposiciones de las que nos hemos 
ocupado. Tenemos 
*3018. -:.El R'y:(2).p2: 3. $(ky) 
de manera que lo que es válido para todos es válido para R'“y, con tal que R'y exista. 
Esto resulta inmediatamente de la 14:28 y muestra que, siempre que Ry exista, el 
hecho de que ““R*y” sea un símbolo incompleto no impide su sustitución como un 
valor de z, siempre que tengamos (z). $ z, o una aserción de la función proposicio- 
nal dz. 

Una de las proposiciones más usadas de este número es: 

303, :i2=R'y,=:tMly.=,.2=xu 

que resulta inmediatamente de la *14:202. La siguiente proposición análoga se 
deriva de la anterior por medio de la *14:122: 

13031. b:.x=Ry.=:xRy:1Ry.d,.:=x% 

Esto es, “x = R'y” abarca, además de “xRy”, la expresión de que cualquier cosa 
que tenga la relación R con y es idéntica a x. 

Una proposición de referencia constante es: 

*3037. -:ElRy.y=x.D.Riy=R%z 

En hipótesis, E ! R*y podría sustituirse por E 1 R%, pero uno u otro de ellos es 
esencial. Pues, por la +*14'21, “R'y =R'z” implica E! R'y y E! R%Z (éstas son 
equivalentes cuando y =Z) y, por lo tanto, no puede ser verdadera cuando R'y y 
R7 no existan. 

El uso de la *30:37 tiene lugar principalmente en los casos en donde la y o la z, o 
ambas, se sustituyen por funciones descriptivas. Supongamos, por ejemplo, que z se 
sustituye por S'w. En virtud de la *30:18, podemos sustituir S'w en lugar de z, si 
S'w existe. Por la *14:21, ambos miembros de la implicación en la *30:37 resulta- 
rán falsos si S'w no existiese y, por lo tanto, la implicación aún se mantendrá. Por 
consiguiente, tanto si S'w existe como si no, podemos sustituirla en lugar de z y 
obtener 

F:E!l Ry .y28'w,D. Kty=R'S'w, 
De cualquier forma, si sustituimos y por 7'v, obtenemos 
E: El RTWw.T'o=8S'w.D.R'Twv= RStw. 

Una proposición muy importante es 
*304. +: ElRy.D:a=R'y.=.aRy 

Esta proposición declara que, siempre que R'y exista, decir que a es el término 
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que guarda la relación R respecto a y es equivalente a decir que a tiene la relación R 
con y. Así, por ejemplo, “a es el ocupante de la casa y” es equivalente a “a ocupa la 
casa y”, “a es el escritor de Waverley” es equivalente a “a escribió Waverley”, “a es 
el padre de y” es equivalente a “a engendró a y”. Sin embargo, no podemos 
argumentar a partir de “John Smith habita en Londres” que “John Smith es el 
habitante de Londres”. 

Introduciremos en ésta y en las siguientes secciones muchas relaciones constantes 
para las que E! R'y es siempre verdadera. Cuando R es tal que E ! R'y es siempre 
verdadera tenemos, en virtud de la *30:4, 

a=R'y.=.04Ry 


para todo posible valor de y. La proposición siguiente es útil en los casos donde 
tanto R como $ son tales que Ry y S'y existen siempre: 


*£3041. F:.(y).R'y=Sy.=:(y).E! R'y:R=S 


Así, si sabemos que RY y Sy son siempre idénticas, no sólo sabemos que R y S 
son idénticas, sino también que Ry (y por lo tanto S'y) existen siempre. 


3001. R'y=(12) (Ry) Df 
3002. R'S'y=R“S'y) DE 

Al interpretar RY(S'y), S'y debe considerarse como un símbolo ordinario hasta 
que R“(S'y) haya sido eliminada por las *30:01 y *14'01 o por la *14:02, y 
entonces las definiciones anteriores son aplicables a Sy, 
*301, F:[Ry].f(R'y).=.[(2)(2Ry)].f(2) (eRy)  [+42.(*3001)] 
*3011. E:.[Ríy]. f(R'y).=:(40):<Ry.=,.x=b:fb («301 .*141] 


Las siguientes proposiciones son aplicaciones inmediatas de las *14:31 ss., 
realizadas de acuerdo con la *30:1. 


430:12. F::E! R'y.>:. 
(+14:31] 

«3013. HE! Ry.O:. 

x3014. -::E!lR'y.D:, 
(14:33] 

*30141. -:: E! R'y.D:, 
[x14-331] 

*30142. -::E!lR'y.):. 
(1el 4-332] 

3015, F:.p:[Ry].x(Ry):=: [Ry).p- x (Ry) [x1434] 


Las dos proposiciones que vienen a continuación son consecuencias inmediatas 
de las +14:113"112, 


*3016. +:[R'y].f(Ry, S'z).= .[S'2]. f(R“y, St) [14-113] 


[Riy].pvx(Ry).=:p.v.[Ry]. x (y) 


[Ry]. (Ry). 3. .v((R'y].x (Ry) [1432] 
[Ry].px (Ry) .=:p.D.[Ry].x (Ry) 


[Ry]. (RYIP =: [Ry] x (Uy) DP 


[Ry] .p=x(Riy).=:p.=.[R'y]. x(R'y) 
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*3017. F:.[Ry].f(Ry, 82). 


(q0, 0): Ry .=..2=b:282.=..0=0: f(b, c) [114112] 


*3018. +H:.ElR'y:(2).42:5.H(R'y) [1418] 
*3019. +:.Riy=b.D:y(R'y).=.yb [1 4:15] 
4302. F:ElRy.=:(90):<Ry.=, .=b [642 .11411 .(30:01)] 


En la prueba de la *30:2 hacemos uso de la definición *30'01 y no de la *30'1, 
porque E ! (+x) (6$x) no es de la forma f(x) (fx). Esto aparece si intentamos aplicar 
la definición +*14'01 a E 1 (1x) (6x), lo cual lleva a una expresión que contiene el 
constituyente sin sentido E! b. Pero, por la definición +*30'01, cada vez que 
aparezca tipográficamente el símbolo “R'y” significa lo que resulta cuando este 
símbolo se sustituye por “(ix)(xRy)”; por tanto, “E! Ry” significa 


“E! (x) Ry)”. 
43021. P:: El Riy.=:.(q2).Ry:Ry.¿Ry.>;¿.2=8 
[+*14:203 . (+30'01)] 
3022, -:ElR'y.=. Rty=()(rRy) [*1128 . (*30:01)] 
Obsérvese que no tenemos necesariamente 
Ry =(12)(aRy), 
lo cual es sólo verdad cuando E ! Ry. 
303. hiic=ky.=:2Ry.=,.2=:% [»14:202] 
3031. +:.c=Ry.=:24Ry:2Ry.>,.2=2 [114122 .4303) 
*3032. F: E! Riy.=.(R'y) Ry [»1 4:22] 
13033. F:ElRYy.D::y(Riy):=:(qu).eRy.y<:=:aRy +). yo 
[»14:26] 
13034, F:.aRy.=,.28y:D:ElR'y.=.E!S'y [*14271) 
130341. +:.x0Ry.=,.48y:D:E1Ry.=.R'y=8S'y 


Dem. 
F.e14:21. DE:Riy=8SYy.3.E! Ry 
+ 41427 Comm .+:.J1p.>: ElRy.).Ry=Sy 
F.(1).(2). 3H. Prop 


43035. F:.R=S.:ElRy.=.E!Sy [30:34 . 21:43] 
*3036. F:ElRy.R=S.D.Riy=S'y [»1427.Imp.*21:43] 
13037. +:ElRiy.y=£,D. Riy=R%z 
Dem. 
Fo14:28. +:E!l Ry. R'y=R'“y 
-,413:12. Miyo2.0: Ry Ry. = Ryo Re 
F.(1).(2). Ass. +. Prop 


Esta proposición se usa muy frecuentemente. 


109) 
(2) 


(1) 
(2) 
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*304. HElRy.D:a=Ry.=.aRy [114241] 
Esta es una proposición muy importante, de empleo constante. 
3041. +:.(y).Ry=Sy.=:(y).E!Riy:R=S 


Dem. 
+.«1421 .10111:27 .D+:(y). Ry=S'y.2.(y).E! Ry (1) 
+.11413:142. Di (y). Ry=S Y. :(2,y):0=Ry.=.2=8Yy: 
[().430:4] D:(x2, y): Ry.=.28y: 
(«21:43] D:R=S (2) 
F.83036, +:ElRy.R=8.2.R'y=Sy: 
(10:11:27:35] e: (y). ElRy:R=S:D.(y). R'y=Sy (3) 


F.().(2)-(3). a+. Prop 
*3042. :.(y).E!Ry.3:(y).Ry=S'y.=.R=8 (30:41) 
La hipótesis (y). E! Ry se verifica por un número de relaciones especiales 


importantes, ejemplos de los cuales aparecerán en los números siguientes de esta 
sección. 


*305. +:E1P'Q'5.>5.E1Q% 
Dem. 


+.302.+:.E1 PQ. =:(qb): xP (Q2).=:.0=b: 
[»210:1] >: (346): 0P(Q's).=.b=b: 
[+13:15] >: (90). bP(Q'2): 

[14-21] >:E1Q%:.3+F. Prop 


30501. +: 9(P:Q'2).=.(4b. c).c= Q.b=Ptc. ¿$b 
Acerca del significado de “$ (P'Q'2)”, véase la nota a la definición *30"02. 


Dem. 
-.x1411:122.+::9(P'Q12).=:.(3b): dP(Q12): P(Q'9).d,.==b:qb:. 
[1142051 = :-(q0):.(q0):0=Q'2:bPo:2Pc.D,.20=b:gb:, 
(1 14122:202] =2.(qb, c).c=Q'%. b=P*.qgb::53+. Prop 


*3051. b:ib= PQ% .=. (410) .b=Pt.c= Qe [30:501 . $*13:195] 
«3052. +: El P:Q%.=.(qb,c).d=P.c=Q% [«30:51 . 14-204] 
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+31. CONVERSAS DE RELACIONES 


Sumario del * 31. 


Si R es una relación, la relación que y tiene con x, cuando xRy se llama la 
conversa de R. Asi, mayor es la conversa de menor, antes de después, esposo de 
esposa. La conversa de la identidad es la identidad, y la conversa de la diversidad es 


la diversidad. La conversa de R se escribe R (léase ““R-conversa””). Cuando R = K se 
llama una relación simétrica; en caso contrario se llama no-simétrica. Cuando R es 
incompatible con R, R se llama asimétrica. Así, “primo” es simétrica (67) “herma- 
no” es no-simétrica (porque cuando x es hermano de y, y puede ser hermano o her- 
mana de x), y “esposo” es asimétrica. 

La relación de R a R se llama “Cnv”. Se mostrará que cada relación tiene una, y 
sólo una, conversa; por tanto, aplicando la notación del +30, esa es la Cnv'R; de este 
modo, R = Cnv'R. Tenemos, pues, dos notaciones para la conversa de R; la segunda 
es más conveniente para la conversa de una relación representada por una letra 
única. 

Las proposiciones más importantes de este número son las siguientes: 

*3113. F.E!CnvP 


Esto es, cualquier relación P tiene una conversa. Por eso la relación “Cnv” 
verifica la hipótesis (y). E ! R'y, esto es, tenemos (P). E! Cnv'P. 


43132, +:P=Q.=.P=Q 

Es decir, dos relaciones son idénticas cuando, y sólo cuando, sus conversas son 
idénticas. 
31:33. +.Cnv'CnvP =P 


Es decir, cualquier relación es la conversa de su conversa. 


Muchos de los usos que se den en adelante a la noción de la conversa de una 
relación sólo necesitan las proposiciones que incorporan las definiciones de P y Cnv, 
a saber 


+3111. E: Py .=.yPz 


y 
+*31:131. F:=(Cnv*P)y.=.yPz 








(67) Téngase en cuenta que la palabra inglesa “cousin”” (que es la que viene en el texto 
original) significa tanto primo como prima. La relación “primo” (en español) no es, sin 
embargo, simétrica. (N. del £.). 


301 


PARTE 1. LOGICA MATEMATICA 


*31:01. Cnv=0Q8 (2Qy «=z y yPz) Df 
«3102. P=29(yPx) Df 
«311.  +::QCnvP.=:2Qy.=2y.yPz [*21:3. (31'01)] 
*31:101. -F:QCnvP.RCnvP.2>.Q=R 
Dem. 
-F.1311.3+:.Hp.>:2Qy.=2y-yPx:2Ry.=2 y yPo: 
(+11:371] >:2Qy .=2, y. TRy: 
(+21:43] 2:Q=R:.3+.Prop 
«3111. E: «Py .«=.yPx  [x21:3. (431:02)] 
*31:111. H.PCnvP  — [*31:111] 
*3112. +.P=CnvP 
Dem. 
F.*31101.3F:QCnvP.PCnvP.2.Q=P: 
(*31111] DF:QCnvP..Q=P (1) 
F.(1) 10:11 .31:111.5 
+: PCnvP:QCnvP.de.Q=P: 
[*3031]  DE.P=CnviP 
*31:13, F.EtCnv*P («14:21 .+31:12] 
31131. +:x(CnvP)y.=.yPzx («31:11:12 . 21:43] 
*31:132. F:QCnvP.=.Q=Cnv'P.=.Q=P (x304.*31:1312] 
31:14 F.Cnv(PAQ)=CnvP ACnv“Q 


Dem. 
F.131131.3F:x(Cnv(PAQ)y.=.y(PAQ)Z. 
[21:33] =.yPx.yQz. 
(+31:131] = .«(Cnv*P) y .(CnvQ) y. 
(+21:33] =.2(CnvP A CnvQ] y (1) 


E, (1) 11:11 .421:43.>3F. Prop 
31:15. +.Cnv(PwQ)=Cnv*PuCnv'Q [Prueba similar] 
*31:16. +F.Cnv*- P=-=(Cnv*P) 


Dem. 
P.131:131.D-F:x(Cnv*-P)y.=.y2Pz. 
(«23:35] =.v(yPx). 
[*31:131] =.v(r(Cov*P) y). 
[23:35] =.2(-(Cnv*P)) y (1) 
F.(1) 11:11 .921:43. +. Prop 
A117. b:ioy=Plo.=:2P1.=,.8=y [*303.. 31:11] 
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1e31:18. 
*31:21. 


Dem. 


*31:22. 
131:23. 


Dem. 


31:24. 
31:32. 


o 


31:33. 


Dem. 


1:31:34. 


Den. 


*31:4. 
31:41. 


131:5. 
31:51. 
Dem. 


bi. El Pg.= 
F.CnovAÁ=A 


-.31:131.DF:x(Cov'A)y.= 
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:(qy):Pr.=,.2=y [302 .+31:11] 


«yAc: 


(+*25:105] DF. z(Cnv'A)y (1) 
F.(1)..11:11.25115.3+. Prop 
+.CnvV=V (Prueba similar] 
b:P=V.=.P=V 
F.2514,D +1 Pa V .=+(5, y).aPy. 
(3111.41 1:33] =.(a, y).yPz. 
(11:2] =.(y 2).yPzx. 
(2514) =.P=V:>3F.Prop 

:P=A.=.P=A (Prueba similar] 

¿P=Q.=. P= 0 
+F.2143.DF:.P=Q.=:xPy.=5y.2Qy: 
[+4:8621.31:11] =:yPo.=,, -yQ0: 
(+11:2] = :yPa =me-yQz 
[»21:43] =:P=Q:.3+. Prop 

EF. CnvtCnvtP =P 
+.431:131.3F-:x(Cnv'Cnv*P)y.=.y(Cnv*P)x. 
[*31:131] =.2Py (1) 
F.() 1111 .421:43.D +. Prop 
t:P=0Q.=.Q=P 
E.a3132.+:P=Q.=.P=CnvQ 
[31:12:32] =Cnv*Cnv'Q 
(*31:33] = (Q:D+.Prop 


HP:PEQ.=.PCQ (e31:11. 11:33] 
E:PEQ.=.PEQ [*3143312] 

hiqiP.=.qiP 
E:(P).fP.= (P).fP 


F.s101. 


DE:(P).fP.D.fP: 


($31:24, Transp .*2554] 
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[«1011:21] D+:(P).fP.>.(P).fP (1) 
Fok101 .31:12.5 

F:(P).fP.D.f(CovP). 
[+31:33-12] >.fP: 
[w10-11:217 3H :(P).fP.D.(P).fP (2) 
F.(1).(2).> +. Prop 


43152. F:(qP).fP.=.(qP).fP [*31:51. Transp] 
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*32. RELACIONANTES Y RELACIONADOS DE UN TERMINO 
DADO CON RESPECTO A UNA RELACION DADA 


Sumario del * 32. 


Dada una relación R, la clase de términos que tienen la relación R con respecto a 
un término dado y se llaman los relacionantes de y, y la clase de los términos con 
respecto a los cuales un término dado x tiene la relación R se llaman relacionados 
de x. Mediante el símbolo R ¿indicaremos la relación de la clase de los relacionantes 


de y con respecto a y, y por R la relación entre la clase de los relacionados de x con 
respecto a x. También es conveniente disponer de una notación para las relaciones 


de R y R con respecto a R. Representaremos la relación de R aR e “sg”, donde 
“sg” significa ““sagitta”. De manera similar, representaremos por “gs” la relación de 
e a R, para sugerir una flecha que va desde la derecha hacia la E en vez de 
izquierda a derecha. Tanto KR como k son de gran utilidad en orden a salvar las 
funciones descriptivas a las que dan lugar; así, pues, R'y = X (xRy) Rx = 
Y (xRy). De sie modo, por ejemplo, si R es la relación de padre a hijo, R*y = los 
padres de y, Rx =1los us de x. Si R es la relación de menor a mayor entre los 
números de una clase, R'y = los números menores que y, y Rx = los números 


mayores que x. Cuando R'y existe, R'y es la clase cuyo único miembro es R'y. Pero 
cuando hay muchos términos que tienen la relación R con respecto a y, R'y, que es 
la clase de esos términos, proporciona una notación que no puede ser proporciona- 
da por R'y. Y, , Similarmente, si hay muchos términos respecto de los cuales x tiene 
la relación R, Ri x ofrece la notación de dichos términos. Así, por ejemplo, sea R la 
relación “sen”, esto es, la relación que x tiene con respecto a y cuando x = sen y. 
Entonces “ny” representa a todos los valores de y tales que x = sen y, es decir, 
todos los valores de sen”!x o arcsen x. A diferencia del símbolo habitual, no resulta 
ambiguo, ya que en vez de representar a uno de estos valores, representa la clase de 
ellos. 


Las definiciones de R, R, sg, sg, son las siguientes: 
43201. R=89 (a=2(eRy) DI 
43202. R=B828B=9(Ry)] DI 
43203. eg=AR(A=R) Df 
«3204 ges AR(A=R) Df 


> € 

En virtud de estas definiciones, tendremos sgR =R, y gs'R =R. Esto ofrece una 

notación alternativa que es conveniente al tratar sobre una relación no representada 
por una letra única. 
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Debe observarse que si R es una relación homogénea (es decir una en la que 


relacionantes y relacionados son del mismo tipo), entonces R y R no son homogé- 
neas, sino que relaciona una clase con objetos del tipo de sus miembros. 


En virtud de las definiciones de R y KR, tendremos 
3213. +. Kty=2(xRy) 

»32:131. +. Ría—9(eRy) 

Así, por *14"21, tendremos E! Ry yE! Rx. De este modo, cualquiera que sea 
la relación R, tendremos O).E! R* y y (x).E! Rx. En general no tenemos 
O). 1! Ry o (x). 4! Rx. Así, tomando R como la relación de padres a hijos, 
> “€ 

= los padres de y, y Rx =1l0s hijos de x. De este modo, Rx = A, es decir 
> 
q! Rx, cuando x no es hijo, y Ry = A, es decir, — 1! R'y, cuando y es Adán o 
> 
Eva. Las dos clases de existencia E! R'y y 4! Ry, pueden ambas ser predicados 
-> 
significativamente de R y, porque “R*y” es una función descriptiva cuyo valor es 
una clase; y el mismo se aplica a R'x. Se verá que (por *14"21) 
> > 
1Ry.3.E! Ry, 
pero la implicación conversa, en general, no es válida. 

Tenemos 
43216. t:R=8.=.R=8.=.R=S 

También por las *32:18-181, 

> al 
hize Ry.=.=Ry.=.yeR“z. 

Así, pues, por el uso de R Y o de Rx, cada expresión de la forma “xR y” puede 
reducirse a una expresión aseverando los miembros de una clase. Sin embargo, 
puesto que la clase en cuestión se da por una función descriptiva, y las funciones 


descriptivas se definen por medio de relaciones, no obtenemos así un método de 
reducir la teoría de relaciones a teoría de clases. 


«3201. R=49) (a=2(cRy)] DI 
43202. R=f2|B= DRY) DI 
*3203. sg=AR(A A=5 Df 


43204. ga= AR(A=R) Df 

4321. A =.a—2(eRy) [+213.(43201)] 
«32101. +: 8Rx.=.f=9(<Ry) [+213.(43202)] 
*3211. +.2(eRy)=Fy [4321 303] 
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*82111. .P(eRy)=Rtz [32-101 . 303] 


*3212. +.Et Ry [+82:11 .x1421] 
«32121. +. Et Rig [*32:111 1421] 


“El Ry” y” nq debe confundirse con “q ! R y”. El primero significa que hay una 
clase tal como or! y, la cual, como acabamos de ver, siempre es verdadera; el segundo 


significa que R Y no es nulo, lo que sólo es verdad si y es un término respecto del 
cual algunos otros términos | tienen la relación R. Obsérvese que, por las «14 21, 
tanto 1 ! Ry como 3 l Ry implican a1 Ry. La contradictoria de ER ! Ry no 
es — Y! Ry, sino —( [Ry]. q! Ry). Esta última no debe implicar E ! Ry, a no 


ser por el hecho de que E ! R'y es siempre verdadero. 


43213. E. Riy=2(cRy) [43211 . 20:59] 
132131. E. Rís=$ (Ry) [«32:111 . 20:59] 


432132, :aRy.=.a= Ry.=.a=2(2Ry) [s321:13.02057] 
432133. +:8Rx.=.8=Rs.=.8=9(cRy) [e32:101:131 20:57] 

En general, el uso de la *+20:57. sería tácito. Da la casualidad de que constante- 
mente tenemos proposiciones como la *32:13, en la cual una expresión descriptiva 


se muestra como idéntica a una clase. En tales casos, siempre que las propiedades de 
las clases se aseveren de la expresión descriptiva, la +20:57 es relevante. 


> > 
«3214 tiR=S.=.R=S 
Dem. 
>> > > 
E.42143.D+k:3R=8S.=:.0Ry.=.y-08y:. 


(32:1] =:.a=2(2Ry).=, y. a=2(2Sy):. 
(1e11:2) =+.(y):3.a=M2Ry).=,.a=2(28y):. 
[20:25] = 30 (y): 2(2Ry)=2 (2Sy) :. 
[+20:15] =:3(y):.(2):1Ry.=.28y 1. 
[11:2] =:3.(2,y):4Ry.=.28y:. 
(:21:43] =:.R=8::>F.Prop 
e e 
3215. F:R=S.=.R=S [ Prueba similar ] 
>> € e 
3216. F:R=S.=.R=S,=.R=S [32-14-15] 
*3218. hize Riy.=.2Ry [*32:13.. 20:33) 
32181. H:ye Ríx.=.2Ry [32-131 . 20-33] 
> e 
132182, HL:xeR'y.=.yeR'z [132:18:181] 
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en 
El cambio de “xRy” a “xeRY” es algo que comúnmente se efectúa en el 


lenguaje. Por ejemplo, supongamos que “xRy” es “"x ama a y”; entonces “x € R y” 
es “x es un amante de y”. 


e e 
x3219. F:RES.D.RyCSy.R'isCSz 


Dem. 
F.132:18. D+:. Hp. 9100 Ry. eS: 
[+22:1] >: Ry C Sy 0) 
+.132:181.3F:. Hp.DiyeRiz.D,yeSto: 
(x22:1] >: Rx C Sta (2) 
F.(1).(2).+. Prop 


—> 
«322. F:4sgR.=.4=R [1213.(+3203)] 
432201. F:AgsR.=.4=R [*213.(43204)] 


13221. H.R=og'R [*32:2..30:3] 

432211. +. R=geR [32201 . *30-3] 

«3222. +.ElsgiR (432:21 .1421] 

432221. +.E!gs*R (432211 .1421] 

13223, H.egR=R [432:21.21:2:57] 

132231. +.gsR= R [432211 .21:2:57] 

43224. F.sgR=gsR 

Dem. 
b.+3223 .(43201). DF.sg'R=4Y (a=2(2Ry)) 
[21:33] >h:a(sgR)y.=.a=2(2Ry). 
(131:11.+20:15] =.a=2(yRz). 
E 

[+32:101] =.0Rz. 
(132211) =.a(gsR)z (1) 
F.(1) 11:11 .421:43.) +. Prop 

432:241. PF. gsR =8g'R [ Prueba similar] 


13225. +:AsgR.=.A=sg'R (1304. 32:22] 

432251. F:AgsR.=.A=gsR [w304.32:221] 
> > 

323. PF. [sg (RAS y=R'ya Sy 


Obsérvese que no tenemos 


sg (RAS) =sg'R A sg'S. 
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*32:31. 
13232. 


1:32:33. 
32:34. 
32:35. 
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F.432:2313,F. (sg(RAS)y=2(o(Rá y) 
[1:23:33] =%2 (Ry . aSy) 
[+22:39] = 2 (2Ry)n 2 (2Sy) 
> > 

(+32:13] =FKiyaSty.3+. Prop 

ce e 
Fo (gs (RAS)]= Riza Six 
E. [eg (R y S) y = Ry Y Sy 


Fo lgs(Ru 5) == Rig Y Sa 
F. (eg R)]ty =- Fly 

E 
E. (ga R)o=— Ri 


Las pruebas de estas'proposiciones son similares a la de la +32:3, 


324. 


32:41. 
Dem. 


> > 
F:ElR%.=:3!H%:xyeR%.D,y.2=y [3021 .*32:18] 
—y 
E. ElSy.D: Ry=Sy.=. Riy= Sy 


F.oa4o86 . De::aSy.=,.c=b:D:. 


aRy.=,¿.2<Sy:=:xRy.=,¿.a=b (1) 


F.(1).4532.)F:.2Sy.=..c=b:xRy.=,.2Sy:=: 


xy. =p. 2=b:0Ry.=,.a=b (2) 


F, (2) .10:11:281 .+32:18:181 .> 


> > 
F:.(qb):08y.=,.a2=b: R'y= Sy: 
(30:3.414:13] 
[14101] 


:(5b):0Sy.=3,¿.2=b:0Ry.=.a=b: 
:(9b):<Sy.=,.2=b: R'yxb:; 
: Riy= Sy (3) 


mon 


F.(3).302.D+:. E! Sy. Riy=8Sy.=. Riy=Sy:.3+.Prop 
43242. Ei Riy=Sy.D:El Riy.=.ElSy [a3034.232:18] 
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+33. DOMINIOS, DOMINIOS CONVERSOS, Y CAMPOS 
DE RELACIONES 


Sumario del *33, 


Si R es una relación cualquiera, el dominio de R, que simbilizamos por D'R, es la 
clase de los términos que tienen la relación R con uno u otro; el dominio converso, 
AR, es la clase de términos respecto a los cuales, uno u otro tienen la relación R; y 
el campo, CR, es la suma del dominio y del dominio converso. (Nótese que él 
campo sólo tiene significación cuando R sea una relación homogénca. ) 


Las notaciones indicadas, D'R, A“R, CR se derivan de las notaciones D, 1, € 
para las relaciones, respecto a una relación de su dominio, dominio converso y 
campo, respectivamente. Tenemos 


D'R=2 ((qy). Ry) 
A'R=f ((q2) . Ry) 
CR=2 (ay): =Ry.v.yRxl; 


Por tanto, definimos D, U y C como sigue: 
x3301. D=GR [a=2 ((qy). Ry] Df 
*3302. U=8R[8=9 (42) - Ry] Df 
*3303. C=%R[y=2 ((qy): Ry. v.yRe!] DI 


“La letra C se eligió por ser la inicial de la palabra '*campus”. No es preciso una 
nueva definición para la relación de x con respecto a R cuando x es un miembro del 
campo de R. Esta relación, que llamaremos F, se define así: 


3304. F=2R((qy):xRy.v.yRz] Df 


Encontraremos que C =F. D será la relación de una relación con respecto a su 
dominio, Día será la clase de las relaciones que tienen por dominio a a. Observacio- 
nes similares se aplican a (1 y a C. El campo de una relación es especialmente 
importante en lo que se refiere a su conexión con las series. 


Las proposiciones de este número se usan constantemente a lo largo de lo que 
resta del libro. Las ideas de dominio, dominio converso, y campo son muy generales 
y tienen, en cierto modo, usos diferentes para las relaciones de clases distintas. 
Consideremos primeramente la clase de relaciones que dan origen a una función 
descriptiva R'y. Para esto requerimos que R'y deba existir siempre que haya algo 
que tenga la relación R con y; esto es, que nunca debe haber más que un término 
que tenga la relación R con un término dado y. En este caso, los valores de y para 
los cuales existe Ry constituirán el “dominio converso” de R, es decir, (1 “R, y los 
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valores que tome R'y para varios valores de y constituirán el “dominio” de R, es 
decir, D'R. Por lo tanto, el dominio converso es la clase de los posibles argumentos 
para la función descriptiva R*y, y el dominio es la clase de todos los valores de la 
función. Así, por ejemplo, si R es la relación del cuadrado de un número entero y 
con respecto a y, entonces R'y = el cuadrado de y, con tal que y sea un número 
entero. En este caso, U'“R es la clase de los números enteros, y D'R es la clase de los 
cuadrados perfectos. O, de nuevo, supongamos que R es la relación de esposo a 
esposa; entonces R'y = la esposa de y, (1“R = los hombres casados, D'R = las 
mujeres casadas. En tales casos, el campo tiene ordinariamente poca importancia; y 
si los valores de la función R*y no son del mismo tipo que sus argumentos —es decir, 
si la relación R no es homogénea— el campo carece de sentido. Así, por ejemplo, si R 


> € — 
es una relación homógenea, R y R no son homogéneas y, por lo tanto, “C'R” y 
£ 
“C“R” son sinsentidos. 


Supongamos a continuación que R es la clase de relaciones que generan una 
serie, digamos la relación de menor a mayor entre los números enteros. Entonces, 
D'R = todos los números enteros que son menores que algún otro entero = todos 
los números enteros, D'R = todos los enteros que son mayores que algún otro 
entero = todos los números enteros excepto el O. En este caso, C'R = todos los 
números enteros que son mayores o menores que algún otro entero = todos los 
números enteros. Generalmente, si R genera una serie, D'R = todos los miembros 
de la serie excepto el último (si lo hubiese), (| “R = todos los miembros de la serie 
excepto el primero (si lo hubiese), y C“R = todos los miembros de la serie. En este 
caso, “xFR” expresa el hecho de que x es un miembro de la serie. Así, cuando R 
genera una serie, CR resulta importante, y la relación F es igualmente útil. 


Tendremos ocasión de tratar acerca de muchas relaciones que tienen alguna de 
las propiedades de las series, y de muchas proposiciones que, aunque sólo interesan 
en conexión con las relaciones seriales, generalmente son más valiosas. En tales 
casos el campo de una relación de modo análogo debe ser importante. Así, en la 
sección sobre la inducción (Parte 11, Sección E) donde preparamos el camino para la 
construcción de relaciones seriales por medio de una cierta clase de relaciones 
no-seriales, y a lo largo de la aritmética de relaciones, (Parte IV), los campos de 
relaciones intervendrán constantemente. Pero en las primeras partes del trabajo, lo 
que tiene lugar principalmente son los dominios y los dominios conversos. 


Entre las propiedades más importantes de los dominios, dominios conversos y 
campos, que se prueban en este número, están las que vienen a continuación. 
Siempre tenemos E! D'R, E1 (AR, El CR (+33:12:121:122). (El último de 
éstos, sin embargo, es sólo significante cuando R es homogéneo). 
13313, F:ixeD'R.=.(qy).=Ry 
*33131. +:ye A R.=.(qx).<Ry 
33132. F:.2eC'R.=:(qy):uRy.v.yRx 
3314. F:xfiy.D.zeD'R.yed'R 
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13316. +.CR=D'Rud'R 


*33-2:21:22. El dominio converso de una relación es el dominio de su conversa, el 
dominio de una relación es el dominio converso de su conversa, y el campo de una 
relación es el campo de su conversa. 


13324 +:qiD'R.s.q1UR.=.q1CR.=.q1R 
$334. F.DIR=2(q1R%] 
con las proposiciones correspondientes (*33:41:42) para U*R y CR. 
13343. F:ElR'y.D.ye AR .RyeD'R 
133431, F:(y). E!Ry..(8).BCOR 
4335. H.C=F 
*33:51. b:ixeC'R.=.FR 


Las pruebas de las proposiciones tocantes a ( y a C son de ordinario similares a 
las concernientes a D, y, por lo tanto, se omiten con frecuencia. 





»3301. D=GkR[a=2 ((qy). zRy)] Df 

13302. U=8R[8=09 ((q2) . Ry] Df 

*3303. C=%R[y=2 ((qy):<Ry.v.yRe]] Df 

43304. F=2R((qy):2Ry.v.yRe) Df 

*331. F:aDR.=.a=2 ((qy).<Ry) [121:3.(43301)] 
«33101. F:8UR.=.8=) ((q2).=Ry) 

33102. F:yCR.s.y=2 ((qy): Ry. v .yRz] 

133103. Fio<PR.=:(qy):wRy.v.yRo 


«3311. +.DR=2 ((qy). Ry]  [x33:1..303 .+20'59] 
133111, +. (Raz 9 ((q<) . Ry) 

33112. +. CR =2 ((qy):<Ry.v.yRz] 

13312. FP.EID'R (33:11. 14:21] 
133121. F.ELUR 

133122. F.E1C'R 


433123. F:aDR.=.a=D'R [30:4 . 33:12] 
433124. -:B0R.=.8=0'R [30:4 . 33:121] 
133125. H:yCR.=.y=C'R [*30:4. 32128] 


3313. F:xeD'R.=.(9y).<Ry ["33:11..20:357] 
433131. F:yeU'R.=.(qu). Ry 

433132. F:.xeC'R.=:(qy):xRy.v.yRo 

«3314. FrxRy.D,reD'R.yeld'R 


Dem, 
F 11024. +5, Hp.>:(3y). Ry: (qu). <Ry: 
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[+33:13-131] DizeD'R.ye 1 'R:.D+. Prop 
*3315. +- Ey <cD'R 


Dem. 
—> 
E.132:18.DF:xe Ry. D¿ . TRy + 
[+10:24] De  (Jy)-TRy + 
[33:13] dy TeD'R:DE. Prop 


4— 
133-161. +. RizCU'R 
> e 
133152, +. Riu RICCR 
3316, +.CR=D'Rud'R 
Dem. 
F.133:132 11042. > 
hi.zeCR.=:(qy).aRy.v-(qy)yRo: 
(*33:13:131]=:xweD'R.v.ze UR: 
[(»22:34] — =:2eD'RuUR (1) 
F. (1) 1011 .20:43 . DF. Prop 
*33161. -P.D'RCC'R.AURCC'R [33:16 . 22:58] 


23317. F:xRy.D.xzyeCóR [3314161] 
43318. F:D'R=(0'R..D'R=C'R 
Dem. 
+.422:56,D-:D'R=(AR.D.D'R=D'R uv AR 
[33:16] =C'R:>F.Prop 
133181. -:d'RCD'R.=.D'R=C'R 
Dem. 
+.42262,3-:ARCD'R.=.D'R=D'Ru AR 
[33:16] =CR:3+.Prop 


133182. -:D'RCA'R.=s.A'R=CR (Prueba similar] 


Si R es la clase de relaciones que genera una serie, de forma que “xRy” puede 
leerse ““x precede a y”, entonces U*R C D'R es la condición para que la serie pueda 
carecer de último término, ya que establece que cada término que sigue a algún 
término precede a algún otro término, y por tanto no es el último de la serie. 


4332. +.A'R=D'R 


Dem. 
- 03111. e1011.DF:xRy.=,.yRo: ; 
(+10:281] D+:(qx).=Ry.=.(qx). yRz : 
[+33:13-131] :ye UR =.yeD'R (1) 


F.(1).£1011 .20:43.3F. Prop 
13321. F.D'R=0'R (Prueba similar] 
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13322. F.C UR=C'R 


Dem. E .S 
F.13316:2:21 .3F.CR=U1R y DR 
(x33:16] =C'R.>F.Prop 

3324. eiqtD'R.s.q!0R.s.q!:CR.=.4!R 

Dem. 
-.3313. D+:.q !D'R.=:(q0):(qy)- Ry: 
[*25:5.(+11:03)] =:q R (1) 
+,33131.)-:.910'R.=:(9y): (qx) .=Ry: 
(1e11:2] =:(yqx, y). Ry: 
[x25:5] =:H!R (2) 
-.33132.D+::910R.=:.(q2):.(qy): Ry .v.yRz:. 
[117] =:.(q2, y) cy :. 
[255] = 19 !1R (3) 


P.(1).(2).(3).+. Prop 
33241. F:D'R=A.=.d'R=A.=.CR=A.z=.R=ÁA 
(33:24 . Transp . 2451 ..25:51] 
13325. F.D(RAS)CDR ADS 


Dem. 
E.3313.DF:.x0eD(RAS).2:(3qy). (RAS) y: 
(21:33.410:281] =:(qy).uRy.xSy: 
(10:5] >: (44) Ry :(39y).28y: 
[33-13] DixeD'R.zeD'S: 
(x21:33] D:xeD'R a DS (1) 


F.(1) 1011. F. Prop 
133251. -.I(RAS)CA RAS [Prueba similar] 
*33252. -.C(RAS)CCIRACIS (Prueba similar] 
*3326. F.D(RuS)=D'R uv D'S 


Dem, 
+,$3313.P:.xeD(RusS).=:(qy).o(RuS)y: 
[+23:34.4e10:281] =:(qy): "Ry .v.z8y: 
[10:42] =:(qy).<Ry: v:(qy).=Sy: 
(*33:13] =:ixeD'R.v.zeD'S: 
[22:34] =:xeD'Ru DS (1 


F.(1) «10-11 .20:43.3 +. Prop 
*33261. -.((RuS)=U'Ru('S (Prueba similar] 
133262. F.C(RuS)=C'RuC'S  [*33'26:261:16] 


133263. P:RES.D.D'RCDS 
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Dem. 
+.8231.3F:.Hp.>:2Ry.D,,y.28y: 
[10:28:27] D : (2) :(qy) . Ry. .(3y). «Sy: 
[*33:13] >: (2): 2eD'R.D.reD'S: 
[23-1] 2: D'RCD“S:.3+, Prop 


133264. -:RES.D.A'RCAS [Prueba similar] 
33265. F:RES.D.CURCCS [13326326416 . 22:72] 


*3327. H.C'R=D(RuR) 


Dem. 
F.33:162.-.CR=D'RuD'R 
[33-26] =D(Ru R).3+. Prop 
433271. F.C R=(U(Ry R) [Prueba similar] 


133272, +.D(RuR)=(U(RuR)=C(Ru R)=C'R [e33:27-271:16] 
13328. +F.DV=dV=CV=V 


Dem. 
F.210:25 125104. :.(2):(qy).cVy:.(0):(qy).yVz:. 
(x33:13-131] Ds (0) .reDV :(0).2e AV e, 
[*24:14] DE:DIV=V. UV V (1) 
[3316] DE.CV=VuV 
[22:56] =V (2) 
F.(1).(2).3F. Prop 


*3329. F.D'A=0d'A=C!A=A [433241 .*21:2] 
*333, :.aCD'R.=:xe4.3,.39 yan 


Dem. 
te 
-.132:181.3+:.0e4.2¿.q!Ríx:=:2000.D,..(qy).2Ry: 
[33:13] =:2e4.),.2eD'R:.3H. Prop 
> 
*3331. F::BCUA'R.=:yeB8.3,.9! Ry [Prueba como en la *33:3] 


Las tres últimas proposiciones se usan en la teoría de selecciones (*80, *83 y 
*85). La segunda de ellas se usa también en la teoría del mayor y menor (+117) y 
en la teoría de las relaciones transitivas (+201). 


*3332, +-:D'RAD'S=A.D.RAS=A 
La conversa de esta proposición no es verdadera. 


Dem. 
+. 42333. DE:(RAS)y.D.aRy.oSy. 
[+33:14.22:33] 2.reD'RnD*S. 
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[+10-243 >.q!D'Rn DIS (1) 
F.(1).Traosp. IF:DIRAD'S=A.D.>(z(RAS) y) (2) 
E, (2) *11113.3F:D'RnD'S=A.3.(2, y). (r(RAS) y]. 
[25:15] D.RAS=A:Dt.Prop 


*3333, FF: ROAdS=A.D.RAS=A [Prueba como en la *33:32] 
*3334. F:CRNCO'S=A.D.RASZÁ 


Dem. 
+.133161 22:49 DF.DRAD'SCCORACS. 
[24-13] :CRACIS=A.D.D'RAD'S=A. 
(133:32] D.RAS=A:53F.Prop 
43335. F:.D'RCa.=:2Ry.D,y.2ea 
Dem. 
-.13313.D-:.D'RCa.=:(qy)-=Ry.3, 204: 
[.e10:23] =:2%Ry.D¿y.zea:.D+.Prop 


133361. F:.U'R Ca. 


33352. F:.C'RCa. 
Dem. 
E.133:16 . 22:59 . 3 
H.CRCa.=:D'RCa.(URCa: 
(433:35:351] =:xRy.Dx y. zea: Ry. y.yen: 
(11:391] ¿Ry De y. 2, yea: DEF. Prop 


Las dos siguientes proposiciones (*33'4'41) se usan muy frecuentemente. 


:Ry.Dzy.yea [Prueba como en la *33"35] 


: Ry. y.2,yea 


ma da 


4334. H.DR=2 (9! Ri) 


Dem. 
+. 43313.DE:2eD"R.=.(qy).zRy. 
he 
(132:181] = -(qy)-ye Rx. 
[x24-5] =.1 Rs 0d) 


E.(1).*1011 2033.23 +F. Prop 
—, 
43341. -+-.OR=P9 (q! R'y] [Prueba similar] 


> e 
43342. +.C0'R=2 [q (Ritz u Ri) 


Dem. 
ra 834S116.D+.C0R=9 (q! Ka] u 2 (91 Rx] 


[«22:391] =2 91 Ra. v.q1 Ra] 
[+24:56.20:15] =2 (q 1 Rie u Ris)] DE. Prop 
13343. -:E!lR'y.).ye A R.RyeD'R 
Dem. 
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+.13032.3-:E!l Ry..(Ry) Ry. 
[+33:14] 3 .ye 1 R.RyeD'R:3H. Prop 
133431. F:(y).E!R'y..(8).8C1A'R 


em. - 
43343. +: Hp.2:ye AR. 
[Simp] >:iyeB.D.ye AUR (1) 
F.(1) .e10:11:21.3+: Hp.D.8C (UR (2) 


F. (2). 10:11:21.) +. Prop 


*33432.-:(y). E!Ry.9.A'R=V 


Dem. 
E. 33:43 10:11:27 .D+: Hp. (y).ye UR. 


[24:14] 2.AUR=V:3+.Prop 


13344. F:ElRiz.D.zeD'R. Kie UK 
Dem. 


a 


ya R 
F.33:43 q + 


[33-221] > ce D'R.Rized'R: DH. Prop 
13345. Fi: ye RuvdOS.2,.Ry=8SYy:D0.R=S 


+: Hp. UR. RigeDiR. 


Obsérvese que, por nuestros convenios en cuanto a las expresiones señaladas, los 
alcances de Ry y de S'y en la última es “R'y = S'y”, y R'y debe ser la primera en 
eliminarse. 


Dem. 
F.3011.3F::Ry=Sy.=:.(qb):xRy.=,¿.2=b:b=8S'y:. 
[30:11] =:. cb .«2Ry.=.2=b:,(qc):08y =p. z=czb=0c 1. 
[+13:195] =30(qb):Ry.=,.2=b:28y.=,.0=b:. 
[+10:322] :.2Ry.=,.a8y (1) 
F.(1).F:: Hp. Di.ye ld RuvUA'S.O:2Ry.=.208y:. 
[5:32] D:i.ye A RuUS.2Ry.=.ye lA Rud'S.zSy:. 
[33:14.x4"71] ):.Ry.=.28y (2) 
F.(2).111113.3F:. Hp.>:(2, y):3Ry.=.28Sy: 
[21:43] 2:R=8S:.3H. Prop 


*3346. F:.zeD'RuD*S.D,. Ria=S1:3.R= S [Prueba como en la x33"45] 


43347. Eiye RUAS.O, Ry=Sy:D.R=S 
Dem. 


+.433:41 «Transp. D:yue Ru AS.D. Riy=A.Sy=A (1) 
E.(1).13:172.%483.3+: Hp.).(y). Ry=5y. 


[*30:41] >.R=5. 
[32:14] 2.R=S:>DF.Prop 
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43348. bireD'RuD'S.D,. Rix=S'2:D. R= S [Prueba como en la +33:47] 
4335. +.C=FP 


Dem. qe 
4821.) k:0aFR.=.a=2(aFR) 
(+*33:103] =% ((qy):2Ry.v.yRz). 
[33:102] =.aCR a) 


F.(1).11:11 .*21:43.>3F. Prop 
43361. F:xeC'R.=.zFR [433132:103) 


F es útil en la aritmética ordinal, en donde nos ocupamos de las series generadas 
por una relación P, y en donde “xFP” expresa el hecho de que x es un miembro de 
esta serie. Las dos proposiciones últimas (+33*5"51) serán muy utilizadas en la Parte 
IV, en donde se trata de los fundamentos de la aritmética ordinal, pero de las que 
apenas se harán referencia en otras partes. 


£336. P:ReD'a.=.a=D'R 
Dem. 


F.32181.DH: ReD'a.=.aDR. 
(*33:123] =.a=D'"R:>3+.Prop 


43361. HF: Red'a.=.a=U'R 
43362. t:ReOa.=.a= CR 
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Sumario del +34. 

El producto relativo de dos relaciones, R y $, es la relación que tiene lugar entre 
x y z cuando hay un término intermedio y tal que x tiene la relación R con respecto 
a y, e y tiene la relación $ con respecto a z. Así, por ejemplo, el producto relativo 
de hermano y padre es tío paterno; el producto relativo de padre y padre es abuelo 
paterno; y así sucesivamente. El producto de R y $ se simboliza mediante ““R|S”; la 
definición es: 

*3401. R|S=22 ((qy).=Ry.ySz] Df 

Esta definición sólo es significativa cuando U1*R y D'S pertenecen al mismo tipo. 

El producto relativo de R y R se llama el cuadrado de R; ponemos 
«3402. Ri=R|R Df 
43403. R'=R'|R Df 

Las proposiciones más útiles en este número son las siguientes: 

*342. F.Cov(R|S)=8|R 

Es decir, la conversa de un producto relativo se obtiene cambiando cada factor 
en su conversa e invirtiendo el orden de los factores. 
*3421. F.(P|Q)R=P|(Q|R) 

Esto es, el producto relativo obedece a la ley asociativa. 
«3425. F.P|(QuR)=(P|Q)u(P|R) 

3426. .(PuQ)|R=(P|R)v(Q|R) 

Es decir, el producto relativo goza de la ley distributiva con respecto a la suma 
lógica de relaciones. (Para el producto lógico en vez de la suma lógica, sólo 
consideramos la inclusión en lugar de la identidad; cf. *34:23:24). 

43434 F:REP.SEQ.RISCPO 
3436. H.D(P|Q)CD"P.1(P¡Q) CA 
3441. H:ELPQ%.3.PQ=(P|Q)e 





+3401. R|S=22 ((qy). Ry .ySs] Df 
*3402. R=R|R Df 
3403. R'=R*|R Df 
«341. :x(R|S)2.=.(q4y)-=Ry.ySz [*21:3 . (*34:01)] 
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te > 
«3411. F:x(R|S)z2.=.q MR'zn Sg) 
Dem. 
+.1341 .432:18:181 .> 


E > 
t:ix(R|8S)s.=.(qy) .yeR'u.yeStz. 
cC > 
[22:33] =.(4y).yeR'ranSz. 
ct > 
[4245] =.9 1(R'2n 582): 5. Prop 


ce > 
43412. H.R|S=22 (q 1(Rien So) [«21:33.x3411] 
«342. +.Cov(R|S)=8|R 


F.*31:131.DF:2(Cov(R|S)2.=.2(R|S)z. 


[341] =»(qy).:Ry . y8z. 
[*31:11] =.(qy). yRz.28y. 
[«3411] =.(S|R)s (1) 
F.(1) 11:11 .21:43.>+. Prop 

434202. +. R|S=(Cov*R)|S 

Dem, 

F.131:131.3F: z(CnwR)y «y8z.= .yRz. ySz. 
(31:11) =.wRy.ySs (1) 


+. (1) .*1011:281.4341.F:% ((CovR)|8) 2. 
F.(2).*11:11.421:43.>+. Prop 


434:203. +. R|S=R|(Cnv'S) [Prueba similar] 
*3421. F.(PIQ|R=PI(Q|E) 
Dem. 


+.341..e10:281.DF::(912).x(P|Q)r.z¿Rw.=:. (32) :(qy). Py .yQ::2Rw:. 
(x11:6] 2 (3qy):.2Py :(q2).yQ2.sRw:. 
[x341.+10:281] 2.(3y).=Py.y(Q|Rjuw (1) 
+.(1) 11:11 .341 .421:43 +. Prop 


43422. P|Q(R=(P|Q)|R Df 


«2(R|S)2 (2) 


A] 


Esta definición sirve únicamente para evitar los paréntesis. 


«3423. F.PI(QAR)E(PIQUA(P|R) 


Dem, 
-.1341.> 
Eiz[PI(QAR) y.=:(q5).-Pz.:(QAR)y: 
[12333] =:(q2).<Pz.:Qy.«Ry: 
[105] >: (qa) .=Ps.:Qy:(q2).=Pz.2Ry: 
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(*34:1] 2:c(PlQy.e(P| BR) y: 
[23:33] >: (PIO) A(PLR) y (1) 
F.(D-*11:11.>F. Prop 
La conversa de esta última proposición no es verdadera. 
*3424. +.(PAQ)|RE(P|R)A(Q|A) [Prueba similar] 
x3425. +.PI(QUEA)=(P|Q)u(P|R) 


Dem. 

F.42334 .+10:281 .> 
F:.(q2).2Pz.2(QuR)y.=:(q2): Pz: 2Qy.v.2Ry: 
[+4:4.10:281] =:(q2):xPz.2Qy.v.2Pz.2Ry: 
[10:42] =:(92).<P2.2Qy:v:(q2).2Pz.2Ry: 
(341) =:i(P1Q)y.v.(P|R)y: 


[*23:34] =:(P|QuP|R)y (1) 
F.(1) 1111. 341 DF. Prop 


*3426. F.(PuQ)|R=(P|R)u(Q|R) [Prueba similar] 


Las dos últimas formas de la ley distributiva, y la ley asociativa (*34:21), son las 
únicas leyes formales usuales que tienen validez en el producto relativo. En 
particular, la ley conmutativa no es generalmente válida. 


3427. +:R=R.).R¡P=R|P 


Dem. 

F.42143.3+:.Hp.>:(x,y):%Ry.=.2Ry: 

(1e11:401] >:(2,y):12Ry.yP2.=,.a«R'y.yPz: 
(*10:281] >: (20): (44) .2Ry .yPz.=,.(qy).2Ry.yPz: 
(x21:15] D:R|P=R'|P:.3+.Prop 


3428, F:R=K'..P¡R=P|R' [Prueba similar] 

13429. HF:R=R'.>.P|R|Q=P|R'IQ 
+.43427.DF:Hp.D.R|Q=R'|Q. 
[*34-28] .P|R|Q=P/¡R'|Q:53+H.Prop 


Al probar la igualdad de dos relaciones, digamos R y $, ordinariamente establece- 
mos primero una proposición aseverada de la forma 


xRy.=.128y 
o Hp.>:2Ry.=.2Sy. 


Entonces procedemos por la *11*11 (junto con la *11'3 en el segundo caso) a 
(x,y):xRy.=.28y O Hp.>:(2,y):xRy.=.28y, 


de donde el resultado se sigue mediante la *21'43. En el futuro omitiremos estos 
pasos, y escribimos “> |. Prop” una vez que la hayamos demostrado. 
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«Ry.=.28y O Hp.:Ry.=.x8y. 
Una elipsis similar se hará al probar la igualdad de clases. 
4343, Fot(PI1Q).=.q MAP AD*Q) 


Dem. 
+.425'5.2 
ug i(P]Q).=:(q2, y).(P|1Q)y:. 
(34:1] =20 (qu, y): (qe) .=Pz.2Qy:. 
[11:27] = 1. (qa, y, 2) .«Pz.2Qy:. 
(x11:24] =:.(q2, a, y).<Pz.2Qy :. 
[11:27] =:.(q.) 3. (qe, y). Pz. 2Qy 3. 
(11:54) = (92): (q0) .<Pz: (qy). 1Qy :. 
[*33:13131]  =:.(95):.2edP.zeD'Q:. 
[22:33] = 3 (q2) 1.2 PAD :. 
[245] = 129 HA P A DQ)::53H. Prop 


+34 301. F:UPAD'Q=A.=.P¡Q=A [134:3. Traosp) 
434302. +: CUPAaCQ=A.D.PIQ=A.Q|P=A 


nd F.x3316.+:Hp.3.UPoD'Q=A.TQADP=A. 
[34-301] >9.PIQ=A.Q1P=A:D+.Prop 
«3431. F:3n(PIQ).3.41P.41Q 
Dem. 
+.343.D+: Hp... q !(0P 0 D<Q). 
[+24561] 2.10 P.q 1D. 
(*33:24] 2.4!1P.4!1Q:>3F. Prop 


«3432. FioP=A.v.Q=A:5.P[Q=A (*3431. Transp .125'51] 
*34:33. HixeD'R.=.(R|R)o 


Dem. 
-F.13313.Db:xeD"R.=.(39y).<Ry. 
(.4:24] =.(4y).=Ry.u=Ry. 
(31:11) =.(qy) «Ry .yRe. 
[x34:1] =.e(R|R)a:D+.Prop 


13434. FP:REP.SEQ.D.RISCPIO 


n. 
+.1231.3-:. Hp.D:2Ry.Dy y. a2Py: ySz. Dy,s - yQ2: 
(»e1 1:2.e10:1:41] D:isRy.D.aPy:y8Sz.D.yQ2: 
(+3:47] >:aRy.y8Sz.>.xPy.yQe ad) 
F.(1) .*10:11'21:28. > 
+: Hp.: (ay). Ry. ySz.>.(3qy).=Py.yQz: 
(341) Dis(R S)2.D.o(P|Q)2 (2) 
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E. (2) *11:113.5F. Prop 
43435. HF: !R.AURCODP. q R|P 


Dem. 
F.3324. D:Hp.3.q 1 UR (1) 
+ .22621.DF:Hp.2.d'R=URnDP (2) 
F.(1).(2).D-:Hp.D.q1dG'RADP. 
[343] 2.4 !R|P:>3+.Prop 


*34351. F:q!R.DIRCAPP.3. 41 P|R [Prueba como en la *34:35] 
*3436. +.D(P|Q)CD'P.U1(P]|Q)CAQ 


Dem. 
F.x3313.H:.xeD“(P|Q).>:(32).<(P]|Q)3: 
[341] D:(92, y). 2Py.yQz: 
[11:23] >:(39y, 2). <Py.yQ2: 
(11:55.*10:5] 2: (9y) .zPy: 
(»33:13] D:izeDP (1) 
Similarmente F:.2e(l(P|Q).):2e UP (2) 


F.(1).(2) .10:11.>F. Prop 
La proposición siguiente es un lema para la *95-31. 
134361. F:J!R.DRCAP.A ROD. LP|R|Q 
Dem. 
F.3435.F:Hp.3.4!R]|Q (1) 
F.3436.D-:Hp..D(R|Q)CA'P (2) 
E .(1).(2).34351. +. Prop 
34:37. F.CP|Q)CD'PU (IQ [$34:36.33:161 2272] 
*34:38. H.C(P|Q)ICCPUCIQ [13437 .33:161 .12272] 
4344. — E:ib=Pt.c=Qí%.D.b=(P|Qyz 


Dem. 
F.x3031.3-:Hp.>.bPc.cQz. 
[x34:1] 2. (PLQ)2 (1) 
F,43031 .-:. Hp.>:yQ2.>,.y=0c: 
[Fact] :2Py.yQ2.Da, y .aPy.y=0. 
[13:13] De, y -= Po (2) 
F.43031.D-:.Hp.:2Pc.D,.2=b (3) 
F.(2).(3).9-:. Hp.D:2Py.yQ2.,y.2=b: 
[*10:23] 2:(ay).2Py.yQ0.d.2=b: 
[341] Dis(P|Q)r.d.2=b (4) 


F.(1).(4) .3031.>F. Prop 
3441. F:El P'Qí2.>.P'Q2=(P|Qy2 
Dem. 
F.43052.3+-:Bp.>.(qb,c).b=P.c=Q'%. 
[30:51.344] 2.(qb).b=P'Q%.b=(P|Qyz. 
[e14:145] 2.P'Q=(P|QN2:5F. Prop 
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La última proposición ya no es verdadera si cambiamos la hipótesis en 
Et (P1QYz, dado que (PIQ)z puede existir cuando no exista P'Q'z. Supongamos, 
por ejemplo, que Y sea la relación de hijo a padre, y P la relación de hijo a padre. 
Entonces (PIQ)z =la nieta de z, pero P'Q'2 =la hija del hijo de z. La primera 
existe siempre que z tenga sólo una nieta, mientras que la segunda exige, además, 


que z tenga solamente un hijo. 
Por la misma razón no tenemos 
b=(P|Q)Y2.>.(3qc).b=P*c.c=0Q“z. 


Esta tendría validez si P, Q fuesen relaciones de uno a muchos (cf. *71), pero, en 


general, no en otro caso. 


3442. H:(3).R'2=P'Q%.D).R=P|Q 
Dem. 
F.el421. +: Hp.>:(s).E! R“s: (3). E1 P*Q* 
F.(1).34:41.D E: Hp.D:(2). Re=(P|QNz: 
[+30:42.(1)] 2:R=P|Q:.3+.Prop 
«345. H:xRy.=.(92).<R:.2Ry [0341 . (134:02)] 
3451. F:=Ry.=.(q5,w).<Rz.:Rw.wRy 


E. 341. (3403) . > 
EiaRy.=:(qu).¿Rw.wRy: 
[*34:5]  =:(qw):(95).2Rz.Rw:wRy: 
[41155] =:(quw,z).=Rz.Rw.wRy: 
(*11:2] :(qe, w).<Re.:Rw.wRy:.>F. Prop 
«3452. +.R=R|R (+34:21] 
43453. +: qIRP.S. q ID'RAUAR [343] 
*34531. F:D'RNAR=A.=.R=ÁA [43453 . Traosp] 
«3454 F:xRx.3.2Rz 


Dem. 
Ed 24 DF: 2R2 DD Rx 3 Riz. 
(*10:24] >.(4y). Ry .yRz. 
[345] .2Rx:3+.Prop 


934055. +1 RCES.=:2Ry.yRz.De y, so 282 [*34:5 . 10:23) 
«34:56. F.DRCD'R.A RICA R.CRICO UR (3436:38]) 
5346. F.(RASIERAS! 


Dem. 
F.345.D ARAS y.=:(q2). (RAS). .e(RAS)y: 
(«23:33.e10:281] =3(q1).Rz.28z.2Ry.£8y: 
[n4:3.10:281] =:(qs).2Re.zRy.288. £Sy+ 
(*10:5] >: (92) .2Rz.sRy:(q2). 28%. £8y: 
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([+34:5] 2:2Rty.Sy: 
[23-38] :2(RAS» y (1) 
+.(1) .*11:11.>+. Prop 


x3462 H.(RuS?=RuR|SuS|Rus> 


Dem. 
F.3426.3-.(RvS)P=R|(RuS)uS|(RvSs) 
[13425] =RuvR|SuS|RuS*.3H.Prop 


La última proposición es un lema para la *160'51, como también lo es la +34:73, 
las cuales emplean la proposición de arriba. 


34:63. +F.Cnv*(R*) =(Cnv'*Ry 


Dem. 
+.131131.5 


H:.2(Cov(R) y. =:yRte: 

[134"5] :(qe) .yRz. ¿Ro ; 
[«31:131.+10281] R 
[x31:131.0345] 


m 


(qe). Rz.2Ry: 
:e(CnvRy y: +. Prop 


4347. F.Cnv(S|S)=8/8 
Dem. A us Y 
+ .2342 +. Cnv(S|8)=(Cnv*S)|S 
[+34:202] =S|S.F. Prop 
De este modo, siS9 siempre es una relación simétrica, esto es, una que es igual a 
su conversa. 
«34-701. F.Cnv(S15)= 815 [134:2:203] 


34-702. +.C(S|S) = DIS 


Dem. 
F. 34:37 .D +. C(8]8) C DIS y US 
[+3321] Coss (1) 
F.3313.DF:2eDS.>.(uqy).2Sy. 
[*31:11] >. (ay). 2Sy. ySo. 
[+34:1] >.5(8/S)2. 
[+33:17] >. 2.0488) (2) 


F.(1).(2) 1011 .3F. Prop 


134-703. +.C(S|5)=(:S [Prueba similar] 
3473. F:CPACIQ=A.D.(PuQY=P.uQ: 
Dem. 
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+ .434:302.3F:Hp.>.P¡Q=A.Q|P=A. 


[125:24] 2).PuQ=PwP|QuQiPuQ 
[34:62] =(PuvQy:53+. Prop 

4348. H:R=R.RER..R=R=R|R 

Dem. 

F. 43428. H:R=R..R=R|R (1) 
E,3433 3314. Dr:xRy.D.z(R|Rijz (2) 
F.(1.(2). DH: R=R.2:2Ry.2). «Rie (3) 
+.(3)..231. ::R=R.RER.D:2Ry.D.aRzx: 
(1e4-7] D:2Ry..2kKx.«Ry. 
[10:24.34'5] >. Ry (4) 
E.(4). 11113. DE: Hp.D.RER* (5) 
327. +:Hp.D.RER (6) 
F.(5).(6) 42341 .F:Hp.).R=R' (7) 
ED... HF. Prop 


La hipótesis de esta proposición es la hipótesis de que R es simétrica (R =R)y 
transitiva (R? € R). Estas son las propiedades formales de aquellas relaciones que 
conveniente mente puede considerarse que, de algún modo, expresan la igualdad. 


«3481. H:R=oR.RIGR.=.ReR.R=R [4348.4+71] 
Las siguientes proposiciones son lemas para la *34:85, que se usa en la *72:64. 


3482. bio R=R.RER.:zeD'R.=. che 
Dem. 
+.23433. Dr:zeD'R.=.«(R|R)e 1 
F.1348. Di Mp.:2(R|[R)e.=.aRe (2) 
F.(1).(2).+. Prop 


Y e e 
13483. +:R=R.RER.iRy.2. Kia Ry 
Dem. 
+.31:11. DF::Hp.:yRx: 
[532] >:2R2.D.yRx.aRz. 
(*34:55.Hp] >.yRe 09) 
2.432.  DF:.Hp.>:yR2.>.xRy.yRz. 
[*34:55. Hp] .xRz (2) 
F.(1).(2).3F:. Hp.>:2R2.=.yRz: 
te e 
[+10:11:21.20:15.432:111]>: Rx =R*y:, +. Prop 
vo «E 
3484. t:ReR.RPER.yeD'R.Riz=Ry.D.2Ry 


Dm ea482. >+:Hp.>.yRy (1 
+. 432181 .+2031.DF:.Hp.D:2Rz.=,.yRs: 
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(*10:1] 2:2Ry.=.yRy (2) 
F.(1)-(2). > +. Prop 
y t e 
34841. F:R=R.RER.2eDR.Ríz=Ry.). ¿Ry 


Dem, 
E.3184 27 +: Hp.>.yRe. 
[*31:11.Hp] 2.2Ry:>3F.Prop 


*3485, Hi R=R.RCER.DiaRy.=.2eD'R Pza Ry 
[+34:83:841.. 43314] 


327 


*35, RELACIONES CON DOMINIOS LIMITADOS Y 
DOMINIOS CONVERSOS 


Sumario del +35, 


En esta sección, hemos de considerar la relación que se deriva de una relación 
dada R al limitar su dominio o su dominio converso a miembros de alguna clase 
señalada. Una relación R con su dominio limitado a miembros de a, se escribe 
“2 1 R”; con su dominio converso limitado a miembros de f, se escribe “R | f”; 
con ambas limitaciones se escribe “a 1 R tf”. Así, por ejemplo, “hermano” y 
“hermana” expresan la misma relación (que son de un parentesco común), con el 
dominio limitado en el primer caso a varones, y en el segundo a hembras. “La 
relación de amos blancos a criados de color” es una relación limitada tanto por su 
dominio como por su dominio converso. Ponemos 


«3501. ajR=2N(xea.zRy) Df 
con definiciones similares para R ta y paraa1R IB, 


Un caso particularmente importante es aquel en el que se impone la misma 
limitación sobre el dominio y sobre el dominio converso, es decir, en donde 
tenemos una relación de la forma “a 1 R Fa”. En este caso, la limitación a 
miembros de a puede expresarse más brevemente como algo impuesto sobre el 
campo. En cuanto a este caso, es conveniente adoptar “R |? a” como una notación 
alternativa. Este caso se considerará en el número +36, 


Es conveniente considerar ahora la relación entre x e y que esté constituida por 
una x que sea miembro de a y por una y que sea miembro de $. Esta relación se 
simbolizará por a t f8”. Así, pues, ponemos 


"3504. af B=2)(xea.yeB) DI 


La principal importancia de las relaciones con campos limitados aparece en la 
teoría de las series. Dada una serie generada por la relación R, sea a una clase que 
consiste en parte de esta serie. Entonces a es el campo de la relación a 1 R Tao 
R ba, y es ésta la relación generadora de la serie de miembros de a en el mismo 
orden que tienen como partes de la serie original. Así, pues, las partes de una serie, 
consideradas no meramente como clases sino como serie, se tratan por medio de 
relaciones seriales con campos limitados. 


Las relaciones con dominios limitados no se usan, ni con mucho, tanto como las 
relaciones con dominios conversos limitados. Las relaciones con dominios conversos 
limitados juegan un gran papel en la aritmética, especialmente al establecerse las 
leyes formales. Lo que se desea en tales casos es una relación de uno-a-uno 
correlacionando dos clases o dos series. Es decir, deseamos una relación tal que no 
sólo R'y exista siempre que ye AR, sino también que exista R'x siempre que 
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x€ D'R. El tipo de relación que más fácilmente se encuentra que efectúe una 
relación como la dicha es alguna relación tal como D o U o C, o alguna otra relación 
constante para la que siempre tengamos E ! Ry, con su dominio converso limitado 
de forma que, sujeto a la limitación, sólo un valor de y ofrezca un valor dado de 
RY. Así, por ejemplo, sea A una clase de relaciones, dos de las cuales no tengan el 
mismo dominio; entonces D PA será una correlación de uno a uno de estas 
relaciones con sus dominios: si R, S € A, tenemos 
D'ReD'S.D.R=S. 

Tendremos también D'R =(D PAYR y D'S=(D PAJSS. Por otra parte, el domi- 
nio converso de D PA es A, y el dominio de D | A es la clase de los dominios de los 
miembros de A. Así, pues, D PA da una correlación uno-uno de A con los dominios 
de los miembros de A. Es importante en aquellos casos en que son útiles las 
relaciones con los dominios conversos limitados. 

Como referencia, en este número se dan un gran número de proposiciones, pero 
las que se usen frecuentemente serán relativamente pocas. Entre éstas se encuentran 
las siguientes: 


*3521. +.aIRIB=(a1R)PB=a1(RPB) 
*3531. P.(Ria)PB8=RPan 8) 
+35:354. .(RPa):S=R|a]S 

Es decir, en un producto relativo no se produce cambio si limitamos el dominio 
converso del primer factor, o el dominio del segundo. 
«35412. F.RI(Bug8)=RPBURIS 
135452. -:U'RCA.D.R[B=R 
43548. F:APCa.D.Pl(aIR)=P,R 
43552. F.Cov(RP8)=81K 
*3561. +.D(a]R)=an DR 
*3564. -.CI(RP8)=Bn UR 
33565. F:8CU'R.D.A(RPB)=8 

La hipótesis $ € (UR se cumple en la mayoría de los casos en los que tengamos 
ocasión de usar R ! $. 

343566. F:('RCB.=.R[B=R 
3357. F:9((RIBYy).=.yeB.p(Ry) 

Esta proposición se usa muy frecuentemente, debido al hecho de que la limita- 
ción de dominio converso se aplica principalmente a relaciones tales que dan origen 
a funciones descriptivas (por ejemplo, D, (, C). 

23571. b:.yefB.2,.R'y=8S'y:D.RPB=SPA 
Esta proposición es útil por una razón similar a la que hace útil a la +35:7, 


3582. H.afg8=a1VIB 
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Debido a esta proposición, las propiedades de a ? f pueden deducirse a partir de 
las propiedades —ya probadas— deu: 1 R If, pero haciendo el cambio R = V. 


La relación “a ? f” es la que podemos llamar una relación “analizable”, es decir, 
la que es válida entre x e y cuando xe q e y € 6, esto es, cuando x tenga una 
propiedad independiente de y, e y tenga una propiedad independiente de x, 


£3585. +: 18.0.D(a?8)=a 
13586. +k:gq!a.2. (a? 8)=8 
Si a o B son nulos, también lo es a t $ (+35:88). 


3501. a] R=2YH (vea. Ry) DE 
"3502. Ri8=2)(rRy.yeB8) Df 
213503. a]R[|8=2)(2ea.Ry.ye 8) DI 
13504. a 8=2M(rea.yeB) Df 
3505. Rif B=(R'5)1 8 Df 


La última definición nada más que sirve para evitar los paréntesis, 
*351. —b:x(afR)y.=.=ea.eRy (8213 .(3501)] 

*351101. F:(RP8)y.=.=Ry.yef 

435102. F:w(a1RPB)y.=.cea.oRy.ye8 

236103, F:m(aT B)y.=.wea.ye8 

*3511. F.aIRIB=(a]R)A(RPA) 


Dem. 
F 435102 .D+:x(aI RT 8)y.=.rea.eRy.yeB. 
[4:24 =.«ea.eRy.Ry.yeB. 
(*35:1:101] =.2(a1R)y.(RPB) y. 
(23:33) s.a((a]R)A(KRP 8) y: DE. Prop 


43512. F.(aIR)A(SPA)=af(RAS)P8 


Dem. 
F.42333.3F:x((a] R)A(SP 8) y. 


=.c(a]R)y.«(STB)y- 
(x351:101] =.zea.oRy.x8y.yeB- 
[23:33] =.zea.(RAS)y.yeB- 
(35:102] s.elaf(RAS) B| y:>+- Prop 
3513. F.(aIR)A(B1S)=(an B)](RAS) 
Dem. 
+.42333.DF:2((a1R)4(81 8) y.=.=(a1R)y.«(818)y- 
(+35:1) =.cea.aRy.ceB.a8y- 
[422:33.23:33] =.we(anfB).(RÁS)y- 
(351) =.cl(lan 8) 1(RAS] y: Prop 
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«35:14. FP.(RPajAa(SP8)=(RAS)Man 8) [Prueba similar a la «35*13] 
23515. F.(aIRIBIA(1SPEB)=(ana)H(RASINB NB) 


Dem. 
F.13511.5 
F.(aIRIBA(ISP8)=(a]R)A(RPB)A(a 18) A(S] 8”) 
(35:13:14) =((an a) (RASIA((RASINB a B)) 
[35111] = (ana) (RAS NB NB). Prop 


*3616. F.(aIR)AS=aJ(RAS)=Rña]S [Prueba similar a la 35:13] 
*3517. F.(RIBIAS=(RANPB=RASTA [Prueba similar a la *35:13] 
13518. F.(aIRIPBAS=AaP(RAS)IB=RAa1SP8 


[Prueba similar a la *35:15] 
«3521. F.aIRPB=(a1R)PB=a1(RT 8) 


Dem. 
-.35:102.DF:x(aIRIB)y.=.cea.=Ry.yeB. 
(35:1] =.a(afR)y.yeB. 
[35-101] =.e((a1R)P A) y a) 
+.35102.DF:x(a1RIB)y.=.vea.oRy.yeB. 
[*35:101] =.zea.2(RIBA)y. 
(+35:1] =.efafiRPB) y (2) 


F,(1).(2).3F. Prop 
«3522. F.(afR)|S=a1(R|S) 


Dem. 
+.341.DF:.2((4]R)]/S) y.=:(q2).o(a]R)z. Sy: 
[e35:1] =:(q£).cea.«Rs.:Sy: 
[10:35] =:2ea:(qz).=Re.18Sy. 
(»34-1] =:zea.r(R|S)y: 
(+35:1] =:alaP(R|S)y:.E. Prop 


«3523. F.SI(RPB)=(S|R)PA [Prueba similar a la 35:22] 

43524 afR|S=(a1R)|S Df 

«3525. S|RP8=(S|R)P A Df 

43526. F.(a1R)(SPE8)=a1(R|S)B=[a(RIS)PB=a1 (2157 8] 
= ((a] R)|S]PB=0a1(RI(SPA) 
=(a1R/S)P B=a1(RISP8) 


Dem. 

341. E: 2 ((aIR) (SPB) y =: (92) .c(a1R)2.:(SP8) y: 

(+3511:101] =:(q:).xea.2Rr.:Sy.yeB: 

[10-35] =:2ea.yeB: (qe). Rz.28y: 

[341] =:2ea.t(R|S)y.yeB8: 

[+35-102] =:ela (ESTE) y m 


E.(1) .3521:22:23 .(«35:24:25). > +. Prop 
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13527. a] 
*3631. +. 
Den. 


F. 835101 .DE:x((RPa)Pa y. 
(435-101) 

[22:33] 

(+35:101] 


*3532. + 
*3533. +. 
*3534. +. 
*3535. Pb, 
Dem. 


— 


*35:351. -. 

»35:352. P. 

*35:354. +. 
Dem. 


*3541. + 
135412, -. 
*35413. -. 


*3542. Pb. 
*35:421. . 
136422. +. 
13543, Pb: 
Dem. 


.351.DE:x(a]R)y. 
[33:14] 
[+22:33.35"1] 


RISTAB=(«1RÍS)PE Dr 
(Ra B=RMan $) 


(Ray. yeB. 
.Ry.yea.yeB. 
.TRy.yeanfB. 
.[Ri(an B) y: 3F. Prop 


JM 


.a1(81R)=(a0 8)]R [Prueba similar a la de la *35:31] 


(«1RPA y=[01RM(Bn y) [Prueba similar a la de la +35:31] 


a1(B1RID=((an8)1RPy] [Prueba similar a la de la *35"31] 
afR=(an D'R)IR 


«cea. Ry. 

.cea.zeD'R. Ry. 

«e ((an DIR)1R] y: 5H. Prop 
RPB=RMB AUR) [Prueba como en la *35:35] 
afRPB=(an DR)IRN(Bn AR) [Prueba como en la +35:35] 
(Rray|S=R|a]S 


man 0 


+. 341 385101..) 

ti ((RPo|Sz.=.(qy).2Ry. yea. ySz. 
(e351] «(qy).2Ry.y(a]S)z. 
2341] .2(R|(a18) 2: 5+. Prop 


Mam 


«(ava)]R=a]Rva1R [1351 . 22:34] 


RUBVE)=RPBu RIE (35101 .422:34] 
(ava)1RMNBLE)=(a1 RP8)U(a1 RT A 

v(a1RPB)u(a] RIA) [35102 . 22:34] 
a1(RuvS8)=(a] R)u(a]8) (e351.423:34) 
(RuS)FB=(RIB)U(STB) [*35"101 . 23:34] 
af(RuS)B=(a] RP) u(a1S PS) [35-102 . 23:34) 
aCB8.2.a]REBIR 


+.4351.D:.0C8.D:x(a]R)y.=.vea.eRy. 


[+22-1] 
[351] 
435431. +: 
135432. F: 


*3544. PF. 
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ÚU 


.2eB.aRy. 
.2(871R)y:.3F. Prop 
BCy..RIBCRIy [Prueba similar a la de la *35:43] 
aCy.BC53.0.aIRIBEYTRTE 

[Prueba similar a la de la 35:43] 


U 


afRER 


SECCION D. LOGICA DE RELACIONES 


Dem. 
-.«351.DF:x(aIR)y.D.cea.aRy. 


[3:27] .2Ry: +. Prop 
36441, F.RPBER [Prueba similar a la de la *35:44] 
*35:442. F.afRPBCER (Prueba similar a la de la *35:44] 
+35451. +: D'RCa.).aR=R 


Dem, 
F.x471,.3F:.Hp.D:zeD'R. 


(14:36) :izeD'R.cRy. 
E.33:14 44071. D)r:aRy. 
F.(1).(2).9+:.Hp.D:2Ry.=.23Ry.zea. 

(35:1] .a(a|R)y:.DE. Prop 
35452. -:IU'RCB.D.RP8B=R [Prueba similar] 
35453. -:D'RCa.>.a]R[8=RP8 [Prueba similar] 

35454. -:('RCB.2.aR[B=a]R [Prueba similar] 
*3546. F:RES.D.aIRGa]S 
Dem. 

-.4231.3+:3.Hp.D:<Ry.>.2Sy: 

[Fact] :xea.aRy.D.aea.aSy: 

(35:1] 2:2(a]R)y.>.2(a18)y:.3+. Prop 
*35461. +:RES.D.RPBESPEA [Prueba similar] 
135462 F:RES.D.afRIgBGaiSP8 [Prueba similar] 
35471. +:IPna=A.D.P|(a]R)=ÁA 


.zeD'R.zea: 
.2eD'R.zRy.cea (1 
.2eD'R.zRy (2) 


Dem. 
F.a3t1.IF:2(P (IR) 2.5 .(3y).<Py.y(a]R)z. 
(+35:1] >.(qy).aPy.yea.yRz. 
(43314. 10:35] 2.(qy) ye AP yea. 
[22:33 .124:5] 2.9! UPna () 


F.(1). Transp .*24'51..> 
F:UPraa=A.D. oa [P (a1R)z: 

(X11:113] E:UPna=A.D.(2,2).o2(P|(a1 R)|z. 
[25:15] .Pl(a]R)=A:D+H. Prop 

x35472. +:D'Pna=A..(RPa)jjP=A 

*35473. -:d'Pna=A.2.Pl(afRI8)=A 

35474, F:D'PAB=A.D.(oIRIBNP=A 

35:48. +: (PCa..P|(a1R)=P|R 


Dem. 
F.«221. DF: Hp.):yeP.D, .yea: 
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(1e4c71] D:iye ll P.yea.=y.ye 1 'P: 
[10311] DixPy.ye UP. yea. =y.2Py.yed*P (1) 
-.3314.471.D+:xPy.ye 1'P.=.zPy (2) 
E.(D.(2).F:.Hp.D):2Py.yea.=y Py: 
[10-311] >:xPy.yea.yRz.=y.=Py.yRz: 
[351] >:xPy.y(a]R)z.=,.2Py.yRez: 
(*10:281] >:(qy)-=Py.y(a]1R)z.=.(qy).=Py.yRe: 
[«34:1] Dix(PlafR)2.=.x(P|R)z:.D+. Prop 


*35481. F:D'RCB..(PIB)R=P|R [Prueba similar] 
*3551. +.Cnv(a1R)=Rpa 


Dem. 


13552. 
1:35:53. 
13561. 


35:62. 
13563. 


Dem. 


13564. 
*35'641. 
135642. 
1:35:643. 
35644. 
135:65. 
35:66. 
35671. 
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-.*31:131.3F:x(Cnv(a]R)y.=.y(41R)z. 

[1351] =.yea.yRx. 

[31:11] =.aRy.yea. 

35-101] =.c(Rhay:D+. Prop 
H.Cnv(RP8)=81R [Prueba similar a la de la 35:51] 
F.Cnv(aIR[8)=8] Rha [Prueba similar a la de la *x35:51] 
F.D(a] R)=anD'R 

+.433:13.D+:.2eD“a0]R).=:(9y).<(a] R)y: 

(*35:1] =:(4y).zea.eRy: 

[(1e10:35] =:20ea:(9y).zRly: 

[33:13] =:xea.reD'R: 

[22:33] =:xwe(an D'R):.3 +. Prop 
F:aCD'R.3.D(a]R)=a [13561 . 22621] 
F:D'RCa.=.aK=R 
+.43561.D+:0IR=R.).anD'R=D'R. 

[22621] >.DIRCa (1 
F.(1).35:451 +. Prop , 

F.O(RPB)=8B NR [Prueba como en la *35:61] 
Fiao DR=A.).aiR=A [35:61 . 33241] 
F:an(IR=A.D.Rfa=A (35:64 . 33241] 
FranD'R=A..af(RuS)=a1S (35:641:42] 

Fran UR=A..(RuS)fa=SPa [*35642:421] 
E:BCAR.D.A(RI8)=8 (35:64 . *22:621] 
F:¡ARCB.=.R[8=R [Prueba como en la *35:63] 


+. D(R|S)=D(RPD*S) 


SECCION D. LOGICA DE RELACIONES 


Dem, 
F.3313.3F:.0eD(R]S).=:(qy).e(R|S) y: 
[341] =3(9y, 2).<Rz.2Sy: 
[11:23] =: (92 y). 2Re.28y: 
[x10:35] =:(42):x<Rz:(qy).:Sy: 
[33:13] =:(42).«Rz.2eD"S: 
[35101] =:(92).-(RPD'S)z: 
[33:13] =:2e D(RPD“S):. E. Prop 


*35:672. +. (1(R|S)=(1(0R15) [Prueba similar] 
3568. F:an8=A..(aIRPBY=A 
Dem. 
F.3561 64:21 .F.D(aIRT8)Ca. U(a1RISCA. 
[+22:49.424:13] DE:anf=A..D(a] RP8)n Aa] RPB)=A. 
(134:531] 2.(aIRP8y=A:>5+. Prop 
*357. F:p[(RIPBYy).=.yef. $ (Ry) 
Esta proposición se usa frecuentemente en las últimas partes de este trabajo. 
Dem. 
F.*1421.  DF:$(RPB)y].D.E! (RIByy. 


[33:43] .ye (RIA). 
(x35:64] D.yeB (1) 
F.(1).4471.D: $ (RPBYy].=.ye BH ((RPA)Y) (2) 


4473 35101 .Dk:.yeB. 2: 2(RPB)y.=..<Ry: 
[14-272] :$((RTBYy).=.p(Ry) (3) 
F.(3).*582,)F:yeB.$((RPB)Y).=.yeB.p(Ry) (4) 
F.(2).(4). +. Prop 

*3571. Fi.yeB.D,.Riy=8SYy:D.RIB=SP8 


U 


Dem. 
P.47.DE:.Hp.D:yeB.D,.yeB.Riy=8Sy: 
[+35"7] 2:yeB y (RIB)Y=(SPBYY: 
[+35:64] :ye (RIBA) UV U(SPE8).3, (RP) =(SPAYy: 
(33:45) 2:RI8=8SP8:.3+H. Prop 
3575, F.AIR=RPA=A1RP8=aIRPA=A 
Dem. 
F.*3561. — DF.D(AFR)=A. 
[+33:241] H.AIERRA 0) 
E.3564. — DF.A(RPA)]ZA. 
[+33241] H.RPA=A (2) 
F.135:44121.D+.AJRPBEAJR. 
[(1).425:13] DF.AJRIB=A a) 
F.4354421. DF.aJRPACRPA. 
[(2).25:13]  D.afRPA=A (4) 
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F.(1).(2).(5).(4).+F.. Prop 
+3576. F.VIR=RIV=V1RIV=R 


Dem. 
F.a35l. DF:(VIR)y. =.=eV.zRy. 
[424-104..473] =.aRy (1) 
+.435101.DF:=(RPV)y. =.zRy.yeV. 
[+24:104.04"73] =.2Ry (2) 
F.135102.DF:x(VPR[IV)y.=.zeV.zRy.yeV. 
[+24-104.4:73] =.Ry (3) 


F.(1).(2).(3).>F. Prop 
El resto de este número hasta la *35'93 exclusive, se relacionan con a ? $, 
excepto las *35:81:812. 
23581. P:x(a]V)y.=.cea [8351 .125104) 
«35812. F:x(VP8)y.=.ye8 [35101 .+25:104) 
2,3582. +.afB=a1VI8 


Dem. 
F.35103.DF:x(21B)y.=.zea.yeB. 
(*25:104] =.zea.2Vy.yeB. 
(35-102) =.2(a]VP8)y:>F. Prop 
135822. -.afR[B=RA(a? 8) 
Dem. 
+.35102.DF:x(a1RP B)y.=.2=ea.=Ry.yeB. 
(+4-3] =.2Ry.zea.yeB. 
(+35:103] =.2Ry.x(a1 B)y» 
(23:33) =.2(Rá(a? B) y:>+. Prop 
3583. P:D'RCa.AU'RCB.=.RCaffB 
Dem, 
E.133:14. Di. aRy.D:izeD'R.ye AR: 
[1:22:46] 9:D'RCa. AU RCB.D. cea. .yeB (1) 
F.(1).Comm.DF:.D'RCa. ARCA. : Ry. cea.yeB. 
(«35:103] >.z(af B)y (2) 
F.*35:103. DF:.RCafB.D:2Ry.doy.cea.yeB: 
(33:35:351] >9:D'RCa. ARCA (3) 


F.(2).(3). 3F.Prop 
435831. F. <= (aP8)=(-a18B)u(at—-B)w(-21-B) 


Dem. 
F.2335.D hi: [<(07 B)] y.=:(z(a7 8) y) :> 
[235103]  * =smw(rea.yeB):. 
(«4:51] =1.a4mvea.v.yueBs. 
[44:42] =:.xvearyeB.V.yveB ivi. zea. .IvearyveBiss 
(14:4] =:1Ivea.yeB.v ae ymueB vna yeB.v.avea.y a eB:. 
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[+4:25-31-37] 
== WEA. yeB.V.2EA. Y EBay eB:. 


[22:35] EA E 0 A A 
[35103] =:.(—aT B)y.v.z(aT —B)y.v.z-af—B)y: 
[«2334] =:.2((-a7 Bju(aT—B)u(-aT-B)y::D+. Prop 


35832. F.-(a]RPB)=(-aT B)ju(af -Bju(-a7-B)u=R 
(35:822:831 . Transp . 23:84] 
435834 H.(aP 8)A(yP8)=(any)P (803) 


Dem. 
F,*35:103.)> 


Eiol(aP B)AyP 8) y.=.xea.yeB.cey.yeó. 
[+22:33.e35103] =.c (any MBn8)y:>+. Prop 
«3584 F.Cnv(af8)=8Pfa [135103 . 81131] 
13585. +:318.>.D(a? 8)=a 


Dem. 
435103 .*10:281, 


F:.(qy).s(a? B)y. 
[10:35] :2en:(qy).yaB: 
(u24:5] ica. q 18 (1) 
+.(1).433:13 .«10:35.>F. Prop 

*3586. +:q1a.).((af8)=8 [Prueba similar] 


*3587. +:91(078).=.39!a.q18 


:(9y) .nea.yeB: 


"mom y 


Dem. 
F.435103.3F:.9 !(a7 8).=:(q2,y).zea.yeB : 
(+1 1:54] =:(q2).zea:(qy).yeB: 
(+24:5] =:49 14.9 18:.3F.Prop 


*3588. b::aPB=A.=:a=A.v.B=A 
(35:87 . Transp . 24:51 .25'51]) 


«35881. F:1'RCa.D.R|(aP8)=D'RP8 


Dem. 
434.1 .435:103 .> 
H:o[R|(af B) y.=-.(q2).2Rzx.zea.yeB (1) 
E.3314. DE::('RCa.D:2Rz.D.zea: 
[4"73] :imRz.=.2Rz.zea (2) 
F.(1).(2).3+::Hp.:.(R|(a7 8) y.=:(q12).0Rz.yeB: 
[10:35] =1(4£).2<Rz: yeB: 
[33:13] =:izeD'R.yeB: 
[*35:103] =:2(D'R? B)y::5F. Prop 


*35882. F:D'RC8.>.(a7 B)|R=af UR [Prueba similar] 
13589. F:3918.0.(A1BN(BPY=(2P1):9318.5.(aP B)(87 y)=A 
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d. 
E.341. Ds (a? BB] 
:(4y) .c(aP B)y.y(B1 y)z: 


[x35:103] =:3(qy).2e2.yeB.yeB.zey: 

(14:24) =:1(49y).zea.yeB.eey: 

(10:35) =:9!8B:xea.zey: 

(35'103] =:9 !1B:x(a ye 

E... E: 18.0 :z((ar BB INjz.=.x(af y)zz. 
—(918).D: [o ((a7 8)1(87 y) e]:: 5 +. Prop 


*35891. F:.918.v. oq !la:D.(aP 8) (87 a)=(2f a) 
Dem, 
dll +.3588.DF:391a.D.afa=A.afB=A. 


(*34:32] D.afa=A. (a BB =A. 
[*21:24] 2.(afa)=(a1 8)1(87 a) 
F.(1)..3589.>3+F. Prop 

+35:892. +:(afa)=(27 a) [35891 ¿l 


+35895. -:an8=A.D.(aP BY=A [*356882) 
*359. F.D(afa)=U(afa)=C(af a)=a 


Dem. 
+.*358586. M:q1ta.2.D(afa)=a.Uafa)=a 
E.43588, Deng la. tata). 
[33:29] .Diata)=A.Uataj=A. 
[2451] >.D(afa)=a.(l(af a)=a (2) 


E.(D).-(2).483.3-.DY(2afa)=((2fa)=a.3+.Prop 
*3591. F:RCafa.=.C'RCa 
Dem. 
F.135103.3F:.RGafa.=:x5Ry.D,y.2 yea: 
[33:352] =:0'RCa:.3F. Prop 
13592. F:.(qa).P=afa.D:RCP.=.CURCC'P (1359 91] 
*3693. F:(R).¿(D'R).=.(a). da 


Dem. 
dl F.13312.14:18.3+F:(a).pa.3.¿(D'R): 
[10:11:21] E:(a).p2.3.(R). 9 (DR) 
Fx 101. +:(B).$(D'R).3 [Da a). 
[35:9] 3.¿a: 
(1e10:11:21] H:(B). $ (DR)... (a). da 
F.(D).(2). 3H. Prop 


.(a).¿a [Prueba como en la *35:93] 
.(a).pa [Prueba como en la *35:93] 


*35:931. F:(R).P(AR). 
435932. H:(R).P(CR). 
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(qa). da (3593 . Transp] 
(qa). da [35931 . Transp] 
«(qa). a [*35:932. Transp] 


13594. F:(qR).¿(D'R). 
*35:941. F:(JR).¿(UB). 
*35:942. +:(qR).¿(CR). 


11 
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*36. RELACIONES CON CAMPOS LIMITADOS 


Sumario del +36. 


En este número nos interesamos por el caso especial en el que se impone la 
misma limitación sobre el dominio y sobre el dominio converso de una relación. En 
este caso, se logra el mismo resultado imponiendo la limitación sobre el campo, Es 
conveniente ser capaces de considerar a 1 P ta: como una función descriptiva de a: 
o de P, lo que se nos afirma mediante la notación P Ha, en donde, como se 
explicará en la *38, P a y +a“P significan ambas P t a. Si P es una relación serial y 
aC CP, “P ba” significa “los términos de a dispuestos en el orden determinado 
por P”; o, dicho brevemente “a en el orden —P”. P ta se define como sigue: 


*3601. Ppfa=afPfa Df 


De este modo tenemos 
*3613. F:ix(Pla)y.=.%, yea. aPy 


La mayoría de las proposiciones relativas a P + a exigen que P deba tener, por lo 
menos, algunas de las características de una relación serial. Por tanto, las proposi- 
ciones relativas a P ba que puedan darse en este número no son, para la mayor 
parte, las proposiciones más útiles relativas a P Pa. Las proposiciones más útiles en 
este número son las siguientes: 

*3625. +:C'PCa.=.Pla=P 
*3629. H.Ppa=Pñáafa 
+363. +.Pra=Pl(anC'P) 
13633. +.P[CP=P 


3601. Pfa=ajPfa pr 
*3611. H.Pla=ajfPra [(+36:01)] 
*36:13. +t:x(Pla)y.=.2%.y<a.zPy (36:11. 035102] 
Las siguientes proposiciones se obtienen a partir de las respectivas del «35 por 
medio de la *36:11, la cual, como se utiliza en cada uno de los casos, no es preciso 


poner su referencia de nuevo. 
1362. P.PIaAQLB=(PAQ) (008) [*3515] 


*36 201. ?.PLaAPTB=Pllaní) [+36:2] 
136202. H.PLaAQra=(PAQT A (+362] 
«36-203. -.PpañQ=(PAQTA [*35:18] 
13621. +.(PlarA=PE (an) [*35:33-34] 
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43622. F.(Pla)(Qla)E(PLQ)a 


Dem. 
-.36:13 3411 .D+H:x((PlTa)l(Ql a) z.=.(4y) 7, y 2ea.zPy.yQz. 
(*10:5] >. (qy).2, 2ea.zPy. yQz (1) 


F.(1) 10:35. 341 .>F. Prop 
*3623. +.(PvQ)fa=P[auQla [*35:422] 


43624. H:aCB.D.PLaGPT8 [35432] 
«36-241. P:PEQ..PLacQla [35462] 
*3625. -:C"PCa.=.Pla=P 

Dem, 

E .36:13 47 DF: Pla=P.=:xPy.D,y.%,yea: 
[33:352] =:C'PCa:.DF.Prop 
43626. F:CUPna=A.D.P1(Qla)=A.(Q)jP=A [935473474] 
«3627. H:PLA=A [35:75] 
*3628. +-.P[V=P [35-76] 


«3629. F.Pla=Pñáafa [*35822] 
*363. F.Pla=PL(anC'P) 


Dem. 
-.3317..471.DF:0Py.=.x%, yeC'P.xPy: 
[Fact] Dix yea.cPy.=.x,yea.z, yeC'P.aPy. 
(22:33) =.zyeanCP.aPy. 
(36:13) =.(Pl(anC'P) y (1) 
F.(1).3613.>+. Prop 
43631. F:anCiP=A.D.Pla=A [*36:3:-27] 
43632. F:anCiP=8BnAC'P.D.Pra=PI8 [363] 
3633. +.PIOP=P (*36-25] 
*3634. F.CovwPla=(P)ha (+35:53] 
*3635. F.(PLa?cE(PYa [36:22] 
364  FranD'R=A.v.an'R=A:5.(RvS)pa=Sfa 
Dem, 
F.35643.DF:anD'R=A.2.af(RuS)=a1S. 
[+35:21] >.(RusS)a=S[a (1) 
Similarmente F:an('R=A.2.(RuS)[a=S[a (2) 
F.(D).(2).53F. Prop 
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*37. FUNCIONES DESCRIPTIVAS PLURALES 


Sumario del +37. 


En este número introducimos lo que puede considerarse como el plural de R'y. 
“Ry” se definió con la significación “el término que tiene la relación R con 
respecto a y”. Ahora, introducimos la notación “R“f” para significar “los términos 
que tienen la relación R respecto a los miembros de [f”. Así, si B es la clase de los 
grandes hombres, y R es la relación de esposa a esposo, R“f significará “las esposas 
de grandes hombres”. Si f es la clase de las fracciones de la forma 1 — 1/2” para 
valores enteros de n, y R es la relación “menor que”, R“f será la clase de las 
fracciones cada una de las cuales es menor que algún miembro de esta clase de 
fracciones, es decir, R“f será la clase de las fracciones propias. Generalmente, R“f 
es la clase de aquellos relacionantes que tienen relacionados que son miembros de B. 


Precisamos igualmente una notación para la relación de R“Ba f. A esta relación 
la llamaremos R¿. De este modo, R, es la relación que tiene lugar entre dos clases, a: 
y f, cuando a esté constituida por todos los términos que tienen la relación R con 
respecto a algún miembro de 6. 


Un caso especialmente importante surge cuando R'y existe siempre si y € B. En 
este caso, R“fB es la clase de todos los términos de la forma R'y cuando y e f. 
Simbolizaremos la hipótesis de que R*y existe siempre si y e f. Simbolizaremos la 
hipótesis de que R*y existe siempre si y € 8 mediante la notación E ! ! R*B, con la 
significación “las R's de las f's existen”. 

Las definiciones son las siguientes: 

*3701. R“B=2((qy) ye8B.Ry] Df 
*3702. R,=ú8(a=R“B) DF 
43703, R,=Cov(R,) Df 

Esta definición sirve únicamente para suprimir los paréntesis. Sin ella, “Ro? 
quedaría ambigua entre (R)¿ y Cnv(R¿), que no son iguales. En todos los casos en 
que se presente un sufijo, adoptaremos el mismo convenio, es decir, siempre 
debemos poner eN 

Rsufijo = Cnv(Rsufijo) 
43704. R““e=Rx Df 

De este modo, R*““x está constituido por todas las clases que tienen la relación 

R¿ con respecto a algún miembro de k. R*“x sólo tiene significación cuando k es 


una clase de las clases relacionadas con miembros del dominio converso de R; en 
este caso, R*“*k es una clase de clases referentes a miembros del dominio de R. 


*3T05. En R“B.=:yefB.2,.E!lR'y Df 
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Aquí, el símbolo “E ! ! R“f” debe tratarse como un todo, es decir, no debemos 
considerarlo como haciendo una aserción acerca de R“f. Si R“B = a no debemos 
suponer que estemos capacitados para poner “E ! ! a” lo cual no tendrá sentido, 
exactamente como “E ! x” es un sinsentido aun cuando x = R'y y E! R'y. 


La notación R*“a, introducida en este número es sumamente útil, e incorpora 
una idea muy importante. Su uso es, en cierto modo, diferente según la clase de 
relación de que se trate. Consideremos primero la clase de relación que lleva a una 
función descriptiva, digamos D. Si A es una clase de relaciones, D*A es la clase de los 
dominios de estas relaciones. En este caso, D'“A es una clase cuyos miembros son 
todos de la forma D'R, donde Re A. Nuevamente, representamos por “xn”. la 
relación de m a m x n; entonces, si simbolizamos por “NC” la clase de los números 
cardinales, x n “NC representará todos los números que resultan de multiplicar un 
número cardinal por n, es decir, todos los múltiplos de ». Así, por ejemplo, x 2“NC 
será la clase de los números pares. Si R es una correlación entre dos clases a y B, 
esto es, una relación tal que, si y e 6, R'y existe y es un miembro de «, mientras 


que, por el contrario, si x € a, R*x existe y es un miembro de f, entonces, a: =R“B, 
y podemos considerar a R como una transformación aplicada a cada miembro de $ 
dando origen a un miembro de «a. Por medio de tales transformaciones es como 
puede mostrarse que dos clases son similares; esto es, que tienen el mismo número 
(cardinal) de términos. 


En el caso de relaciones seriales, la utilidad de la notación R“f es, en cierto 
modo, diferente. Supongamos, por ejemplo, que R sea la relación de menor a mayor 
entre los números reales. Entonces, si $ es una clase cualquiera de números reales, 
R“B será el segmento de números reales determinado por f, es decir, la clase de 
números reales que son menores que el límite, o máximo de $. En una serie, si f es 
una clase contenida en la serie, y R es la relación generadora de la serie, R“B es el 
segmento determinado por $. Si f tiene un límite o un máximo, digamos x, R*“f será 


Rx. Pero si f no tiene un límite mi un máximo, R“f será lo que podemos 
denominar un segmento “irracional” de la serie. Veremos más adelante que los 
números reales pueden identificarse con los segmentos de la serie de racionales, es 
decir, si R es la relación de menor a mayor entre los racionales, los números reales 
serán todas las clases tales como “R“B”, para los diferentes valores de B. Los 
números reales que corresponden a los racionales serán los que resulten de una $ 
que no tiene límite o máximo; los irracionales serán los que resulten de una f que 
no tiene límite o máximo. 


Este número puede dividirse en varias secciones, de la forma siguiente: 1) Prime- 
ro, tenemos varias propiedades elementales de los términos definidos al principio 
del número; esta sección comienza con la +37:29. 2) A continuación, tenemos un 
conjunto de proposiciones que versan sobre productos relatavos, y sobre símbolos 
tales como P*Q*y, P*Q“k, y así sucesivamente. La proposición central aquí es 


43733, E .(P|Q)y = PóQuo 
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Por definición, (“xk =Q¿“x. Así, pues, PQ'x =(PIQ¿)“k. Esto conexiona a 
las proposiciones que incorporan símbolos tales como P**Q**x con las proposiciones 
que se refieren a los productos relativos. Esta segunda sección la constituyen las 
proposiciones *37"3 a la *+37:39. 3) Seguidamente, tenemos un conjunto de propo- 
siciones sobre relaciones con dominios y dominios conversos, limitados unos y 
otros. Las principales de éstas son 
*37:401. F.DUR[8)=R“B 
$37 412. F.(RMO)“B=R“(an B) 

*3T4L F.D(R]O)=an Ra. M(Rla)=an Ra 


Estas proposiciones sobre relaciones con dominios y dominos conversos limita- 
dos, juntamente con otras relacionadas con ellas, van desde la *37:4 hasta la 
*37'52. 4) Después tenemos un número muy importante de proposiciones sobre las 
consecuencias de la hipótesis E 1 ! R“f; es decir, de la hipótesis de que, para 
cualquier argumento que sea miembro de f, R da origen a una función descriptiva 
R'y. La principal proposición en esta sección es 
2376. F:ENR“B.D.R“B=2 ((qy)-ye8B.2= Ry) 


Las proposiciones con la hipótesis E ! ! R“B se aplican a los casos de R y R, en 
las que se verifica la hipótesis. Esta sección se extiende desde la +*37:6 hasta la 
*37"791. 5) Finalmente, tenemos tres proposiciones sobre el producto relativo de 


a? fB con otras relaciones. Estas proposiciones son útiles en la relación aritmética 
(Parte IV). 


Las proposiciones de este número que más se usan en lo que sigue, aparte de las 
ya mencionadas, son las siguientes (omitiendo aquellas que únicamente incorporan 
definiciones): 


13715, P. Rita CD'R 

$+37:16. +. R“aCAR 

372. Fr:aC8.D).P“aCP“B8 
37:22, F.P(av8)=P“auy PB 


43725. P.DIR=R“AR.MR=R“DR 


43726. +.R“B=R“(8n (AR) 

437-265. +. R''a= Ran CR). Ka = Ran CR) 
43729. F.RUA=A.R“A=A ] 

37:32. +.DY(P¡Q)=P"DQ.11(P/1Q)=Q“0 Pp 
43745. +:.(y).E!lRiy.D: q! URB = 918 
37:46. HizeRa.=.qlan Ría 


3761. F:EMR“3.:.R“BCa.=:yeB.D,.R'yea 


Por ejemplo, sea R la relación de padre a hijo, $ la clase de los etonianos, a la 
clase de los hombres ricos; entonces “R“BC a” significa “todos los padres de 
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etonianos son ricos” mientras que “y € B.D, .R'y € a” significa “si un muchacho 

es etoniano, su padre debe ser rico”. En virtud de la última proposición, estas dos 
: P p 

expresiones son equivalentes 


3762. P:ElR'y.yea.D.R'ye Ra 
13763. +::ENR“a,D:.xeR“a.d¿ yr :yea. dy. y (Ry) 


13701. R“B=2((qy).ye8B.zRy] Df 


43702. R,=0B(a=R“B) Df 
13703. R¿=Cuv(R,) Dr 
23704. Ri“ =Rte Df 


*3705. EN R“B.=:ye8.D,.E! Ry Df 

2371. FixeR"B.=.(qy).ye8B-<Ry [1203 .(37:01)) 
137101. P:0R,B.=.a=R“8 [»21:3.. (437:02)] 
437102. F:a(R)8.=.a=R“8 [«37:101] 


*37:103. Frac R'x.=.(98).Bex.a=R“B.=,00c Rx 
[*37:1:101.. (37:04)] 


437104. PF: ENR“B.=:ye8.)+ElR'y [w42.(87:05)] 
*37:105. P: seRuB. s.(qy).ye8B.yRz (4371 31:11] 
137:106. +:.ElRíx.D:zeR“B.=.R'zeB 


Dem. 
+.37:105.304.D+::Hp.D:zeR“B.=.(4y).yeB.y= Rx. 
[14-205] =s.R'eB:.3F. Prop 
*3711, F.RBmR“8 [(*37:101 . *30:3] 
137111. F.E*R,B (13711 . 14:21] 


43712. E:(8).R“B=Q'B.=.R,=Q [m30:42.0e37:111:11] 
13713, +:P=Q..P“B=Q“B 


Dem. 
-.421:43.D-:. Hp.D:2Py.=2 y. 70y: 
[Fact] Di:yeB Py Za y ye B.2Qy: 
(*10281] :(qyN) yeB.2Py.=. (uy) -yeB.2Qy: 
(37:1] DixeP"B.=,¿.2eQ8: 3H. Prop 
137131. F:P=Q.>.P.=Q. 
Dem. 
-.37:13.D-: Hp.):a=P“B.z=04.a0=Q8: 
(137:101] >:aP,B.=.,p 00,8 2.3. Prop 
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13714. +:P=Q.=.P,=Q, 
Dem. 
+.37:101 .121:15.> 
EP,=Q,. =:a=P“B.z.p.a=Q8B: 


(+13:183] :(8).P“B=Q4B: 

[37 1.2015] =:(8, 2): (4y).yeB.=Py.= «(A1y)-yeB.2Qy: 

(10:1] >:(0):(qy) ye?2(s=w).xPy.=. (ay) .ye2(2=w).7Qy: 

(w20:3] >:(0):(qy).y =w-zPy.=-(qy)-y=w->Qy: 

(+13:195] >: (2): Pw.=.zQuw (1) 


F.(1).*10:11:21 4112.) 

EbP,=Q.. D:(2,0):xPw.=.2Qu: 

(+21:43] >:P=Q (2) 
F.(2)..37:131 .3 +. Prop 

*37:15. +. R“aC DR 


Dem. 
F.871.DF:xeR“a.D.(qy).yea.cRy. 


[*10:5] >. (y). uliy. 
(x33:13] >. reD'R:3F.Prop 


vw 


«ST16. H.ReaCOiR [93715 É.0332] 


37:17. +: R“BCa.=:yeB.2Ry.de y. Zea 
Dem 


F.4371.DF:.R“BCa.=:(qy).yeB.2Ry.d, cea: 
(*10:23] =:yeB.aRy.D, y zea: DE. Prop 


137171. F:. Ra CB.=:wea.rRy.Ddxy.ye8 
Dem. 
F.437:105.DF:. R“aCB. 
[10:23] 


:(qu).zea.=Ry.dy.yeB: 
sea. Ry. y.yeB:.DF. Prop 


43718. F:yeB.D.RyCR“8 
Dem. 
> 
+.13218.D+:. Hp.):2eR'y.D.zRy.yeB. 
(«37:1] D.zeR“B:.3+.Prop 
E 17 

*37:181. F:xea.D.RizCR“a [La prueba como en la *37:18] 
4372. F:aCB.).PacP“B 


Dem. 
+.221.3F:. Hp.D:yea.Dd),.yeB: 
[10:31] >:yea. Py. .yeB.zPy: 
[+10:28] >:(9y) .yea.zPy..(qy).yeB.zPy: 
(37:1] DizeP"a.D.reP“B:.3F. Prop 
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La última proposición (*37:2) es una de las formas de inferencia asilogística 
debido a Jungius, profesor de Leibniz. El ejemplo dado por Jungius es: “Circulus 
est figura; ergo qui circulum describit, is figuram describit (68)”. Aquí la clase de 
los círculos es nuestra a, la clase de figuras es nuestra f, y la relación de descripcio- 
nes es nuestra P, 


*37:201. F:PEQ.D. P“aCQua [Prueba similar] 
*37:202. F:aC8.PEQ..P"aCQ“8 [x37:2:201] 
x3721. +. Pan B)C Pin PUB 


Dem. 
E.371.Dk:.zeP(anfB).=:(q9y).yeanB.aPy: 
[22:33] =3(Hy).yea.yeB.aPy: 
(*10:5] 2:(4y) yea .aPy:(qy).yeB.aPy: 
(3711) Dize a. meP"B: 
[22:33] DizeP“an P“B:.3+. Prop 


37211. F.(PAQYaC Pan Qa [Prueba similar] 
37212. F.(PAQ)NLan B)C Pan P“BnQUanQ“8 [e37:21:211] 
3722. F.P“(au8)= Pay PB 
Esta proposición se usa muy frecuentemente. El hecho de que aquí tengamos 
una identidad, mientras en la *37:21 sólo tenemos una inclusión, se debe al hecho 


de que la *10'42 establece una equivalencia, mientras que la *10'S establece una 
implicación. 


Den. 

E.4371.DE:.zeP au 8). =:(qy) .yeav B.aPy: 

[22:34] =:(qy):yea.v.yeB:xPy: 

[m4:4) =:(qy):yea.Py.v.yeB.aPy: 

[10:42] =:(quy).yea.cPy:v:(qy).yeB.zPy: 

[37:1] =:imeP“a.v.cePB: 

[22:34] =:ite Pau P“B:.3F.Prop 
*37:221. +.(PuvQ)a=P"auv Qa [Prueba similar] 
37-222 F.(PuQ)(av8)=P"av P“BuQ“avQB [137:22:221] 
3723. +.D'R,=4 ((48).4=R“B] (+37:101 .+33:11] 


*37:231. +. (UR, =Cls 


El tipo de “Cls” aquí es el tipo cuyos miembros son del mismo tipo que A*R. En 
la prueba, se hace uso del convenio de que una letra griega siempre significa una 
expresión de la forma é (4 ! z). 


Dem. " 
F.437:101. E:aR,3(p12).=.a= K“2(p!:): 
[.e10:11:281] 2+:(q0).alt,2($!2).=.(qa).a= R“2($!2): 


(68) Citamos de Couturat, La Logique de Leibniz, Cap. III, 8 15 (p. 75 n.). 
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(133:131] D+:2($1) 0 'R,.=.(qa).a=R"2(p$!2) (1) 
F.202.(37:01).D+:2 ((3y)-ye2($12).<Ry] = R“2(p15): 

(*10:11:24] +: (h):(q0).a=R“2 (915) (2) 
F.(1).(2).202. DF:2($1)e Cls.3.2($!2) UR, (3) 
E.20:41 202. DF:2($!2)E UR, .D.2(4! 2) e Clo (4) 
E.(3).(4). +. Prop 


Tal como aparece en esta última prueba, es necesario, cuando debe ser probada 
una proposición que contiene “Cls”, abandonar la notación con letras griegas y 
volver a la notación funcional explícita. 


3724 bF:aeD'R,.D.aCD'R 


Dem. 
+ 33:13 .137:101.DF::0eD'R,.=:.(98).a=R"“B:. 
(20:33.37:1] =:.(48):2ea0.=,.(9y).yeB.xRy:. 
[+11:61] Diuxea.D,: (98, y). yeB. Ry: 
(+11:23] >: (3y, B).yeB.aRy: 
(+11:55] >: (qy):=Ry: (948) .yeB: 
(*10'5] >, :(qy).=Ry: 
(+33:13] 9, :2eD'R::3F. Prop 
3725. +.D'R= RO RO R=REDIR 
Dem. 
F.433:13. Dr:zeD'R.=.(qy).uRy. 
(433:14.471] =.(9y).ye UV R.cRy. 
(837:1] s.zeR“AR (1) 
+.433131 .)+:ye 0'R.=.(q2).xRy. 
[3314.47 1) =.(q2).2e D'R.aRy. 
[+37:105] =.ye RUDR (2) 
F.(1).(2).3F. Prop 
3726. F.R“B=R“(Bn (UR) 
Dem. 
-F.8371.Dh:xeR“B.=:(49y).yeB.7Ry: 
(433:14.471] =:(4y).yeB.yeA'R.zRy: 
[122:33) =:(9y).ye Bn AR.aRy: 
(237:1) =:2e R“(Ba UR): +. Prop 
+37261. +. R“B= Ri(B DR) [637:26 3321] 


237262. +:anU'R=BnU'R.D. Ram RUB [63726] 
437263. F:anI'R=8BnD'R..Ra=R“B [037261] 
237264. +t:qianR“B.=.(qz, y).zea.yeB.2Ry.=.q!lBn Ra 


Dem. 
+.82233 .4371.DF:.q lan R“B.=:(q2):0ea:(qy) -yeB.zRy: (1) 
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(11:55) =: (gu, y).cea.yeB.xRy (2) 
ED. 116.D 0. q tan RB. =:(qy) :yeB:(q2).cea.eRy: 
[37:105] =:(qy).yeB.ye Ra: 
[+22-33] =s: q! Bn R“a (3) 
F.(2).(3).3+F. Prop 
437265. +. R'%a=R*(an CR). Rías Rita n CR) 
Dem. 


37:27. 
37-271. 
37:28. 
+3729. 


1437:3. 


Dem. 


*37:301. 
137:302, 


37:31. 


Dem. 


*37:311. 


F.33:161. 22621.) +A R=O RAR. 
[»22:481] an Ran RAR, 
[*37:262] E. Ra = Ran CR) (1) 
F.(1).33:22, 3H. Prop 

P:ARCB..DR=R“B > [22621 . 37:25:26] 

F:DIRCa.D. OR = Ra [422621 43725261] 

ERUVDR RV R [83727271 24:11] 

FRA =A.RUA=A 


F.105.F:(qy) «ye A Ry. (qy.yeA (1) 
F.(1). Transp .*24:53.D-.v(qy).yeA.eRy. 

[+37:1] DES Rua. 

[*24:51] DELRUA SA (2) 
+2) E. DH.RUA=A (3) 


F.(2).(3).3F. Prop 

— 

E. leg (P|Q)2=P“Q% 
-.132:23:13.) 


Pp, IO 
[x34:1] =2 ((qy).7Py . yde 


[32:18] =2 ((qy). «Py .ye de 
[43701] =PQU.3+. Prop 
F. [ga (P|Q)]tx =Q4Piz [Prueba similar] 


— > «E v + 
F:¿R=P|Q.). Rts= PQ. Ria=QUP!z 
[x37:3:301 . 32:23:231:16] 


F.eg(P]Q)=P. 10 


FLBTULB. DE. (2). (ag P|QNée= PQ a) 
E.(1).134:42.3F. Prop 


F.gs(P¡Q)=(0).1P [Prueba similar] 
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37:32. +.D(PIQ)=P“D'Q.A(P]|Q)= Qap 


Dem. 
F.13313.+341 .2 
Hi reD(P|Q).=: (32) :(qy) Py. yQz: 
(11:23) =:(qy) :(q2) .=Py .yQz: 
(1e11:55] =:(qy): Py: (42) .yQe: 
(*33:13] =:(qy).rPy.yeD'Q: 
[+37:1] =:xe P“DQ (1) 
E. (1) 1071 .2043.> 
+. D(P|Q)=P*D"Q (2) 

.332. DF.(U(P|Q)=D'Cnv(P]Q) 
(342] = D*(Q]P) 
[1 =Q=DP 
(1332] = QUUP (3) 
+.(2).(3).+F. Prop 

437:321. +: PCD'Q.3.D(P]|Q)=D*P [37:32:27] 

37-322. F:D'QCAP.3.1(P|Q)=UQ [37:32:27 1] 


37323. HF: P=D"Q.3.D(P|Q)=D'P.A4(P]Q)=0'Q [*37:321:322] 
43733. FAP Qy=PQy 
Den. 
++.371.DE:.xe(P [Qi y. 
[«341.41155] 


(qe) .2ey.=(P|Q)z: 
:(512, y).zey.=Py.yQz: 


(11 1:23] =:(qy 2).2Py.yQ2.zey: 

(+11:55] =:(9y) :2Py: (92) .yQ2.zey: 

[37:13 =:(qy) Py .yeQy: 

(137:1] =:2€ P“Qy:.H. Prop 

+3734. -+.(PIQ,=P.1Q. 
Dem. 

F.837:11 (PP Qéy=(P 0) 
[1:37:33] = PQ 
(x37:11] =PQy (mm 


F.(1) 1011 .3442.>+. Prop 


437341. +. [Cov(PIQU.=(Q.1(P) [9342 .%37:34] 
43735. E:(2). R2=PQ.D (y). R“y=PQUy 


Dem. 
+ 3442. +: Bp.D.K=P¡Q- 
[37:13] D.RYy= (PQ 
[37:33] = P(Qy : 3H. Prop 


*37:351. H:(a). Rta=P"Q%a.D.(x). Re= PUQUix 
[seras $ «3711. (Tos) | 
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37352. F: (a). R“a=PQa.D.(x). Re = Puse 


[seras E 37:11. (sros)| 


$37:353. E: (2). RS%= PQ.) (y). R“S Uy = PQ 
Dem. 
F.*1421.3-:Hp.>.(2).E! R“Siz. 
[34:41] >. (2). RiS'=(R|S)E. 
[]4:131:144] .(2).(R|S)'z= PQ. 
[37:35] ID. (y) AR|S) y = PQ, 
(+37:33] D (y) > RES y = P"Qy : DE. Prop 


437354. (a). RSta=P"Qa.D (1). RUS": = Pity [«aras3 5) 


q 
137355, :(2). RSi2= PQ.) (y). RUS = Pitu, [sar3s8 El 


13736. F.DIR= RD. RUIR [x37:32] 
13737. +.(R),=(R) [37:34] 
1373711. R*=(R, y Df 
Esta definición sirve únicamente para la supresión de paréntesis. Como en la 
*37:03, esta definición se extenderá a todos los sufijos. 
43738. +. Ro=Ró Ria [4373] 
*3739. E. Ria=R“R“a [43733] 
374. F.U(a]R)= Rea 
Den. 
+.433:131 .351 .+- :ye la] R). «(42).cea.zRy. 
[+37:105] =.yeR“a:D+. Prop 
137401. F.D(RPA8)=R“8 [Prueba similar] 
437402. +.D(a] RP 8)=a0 RU8.A(a1RPB)=8Bn Kia 
Dem. 


F 33:13 .+35:102. 


> 
F:.zeD(a1RP8).=:(qy).zea.Ry.yefB: 
[10:35] =:xea:(qy).=Ry.yeB: 
[37:1] =:i2ceaqa.reR“Bg: 
[22:33] =:ixeanR“B (1 
Similarmente 
F:yelU(a] RP A).=.yeBn Ra (2) 
F.(1).(2).>F. Prop 


3741. F.D(R[a)=an Ra. UR] a)=am Ra [487:402.43611] 
37411. F.(a]R)“B=D(a]RP8)=an Ag 
Dem. 
E.87:401 .DF.(a1R)“8=D(a] RIPA 
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[35:21] =DY(a1RIP 8) (1) 
F. (1) 37442. +. Prop 
237412. F.(RPa)“B=R"an 8) 


Dem. 
F.37:401.3F-.(RPa B=D(RPa pe 
(35:31] =D'R Man 8) 
(37:401] =R“(an B).3+F. Prop 
*37413. F.(R[a)“B=an Ran B) 
Dem. 
F.137:411 35:21 .3F.(R[ a) B=zan(R[PayB 
(37:412] =an Ran B).3H. Prop 


+3742. F:R“BCa.D.(aIR)B=R“B [37+11.22:621] 
237421. +:8Ca.D.(R[PaB=R“B [137-412 .122:621] 
*3743. -::8C1A'R.D:3!:R“B.=.918 


Dem. 
-.37:401.43565.+:. Hp.): R“B=D(R[8).8=(1'(R r8) () 
F.(1).*33-24. +. Prop 
137431. -:.aCD'R.>:7! Ra.=. qta [Prueba como en la +37:43] 
43744. Po OR=V.D0:q:R“B.=.q 18 [37:43 . 24:11] 
137441, +::DIR=V.>:3! R“a.= q ta [Prueba como en la *37:44] 
«3745. +:.(y9.ElRy.D:q1R“B.=.q!8 [+33:431 . 37:43] 
«37461 F:.(0).ElRx.D:q Ra =.q ta [Prueba como en la x37:45] 
«E 
3746. +t:xeR“a.=.q lan Ro (x37:1..+32:181) 
te e 
*37461. kizvoeR“a.=.anRí=A.=.RizCa [537:46.124:311] 
v > > 
*37:462. hizveR“a.=.anfíz=A.=.RiC-a [*37:461 .+32:241] 
37:47. bigqta.=.q Ra. =.q1 Ra 
Dem. 
F.e«87:45:111.D+:3!0.=.3! Ra. 
[(*37:04)] =.q1R“a (1) 
HE. dhigta.=.q1 Ra (2) 


F.(D).(2). DF.Prop 
4378. F:(B).P“B=QB.D (a). Px=0Qx 


Dem. 
+.437:12.3+:Hp.>.P,=Q. 
(+37:13] DPI QU. 
[(37:04)] DP =Qx: DE. Prop 


«37601. +.BNARCRERAB 
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Dem. 
+.37:1.1024.DF:ye8.2Ry.D.meR“B: 
[Exp.e10:1121] Di: yeB.D:2Ry.O ce R“B: 


[+47] DiaRy. 0, cRy.aeRr“B: 

[«10:28] >:(q0).2Ry.>. (az) Ry ceR“B: 

[+33:131.437:105) D:iye ll R.D ye R“R“B (1) 
F.(1). Imp 22:33. 2 


b:iyeBn UR. ye RRUB:D F. Prop 
137:502. F.anD'RC Re Ra [Prueba similar] 
3751. F:8B€ UA R.=.BCRR“B 


Dem. 
F.137:501 22621 .DF:BCAR.D.BCRUREB 0 
-.437:16. DE:BCR URB. BLUR e) 
FAD.Q). 3H. Prop 


3762, H:aCD'R.=.aCR“Ra [Prueba similar] 


A las proposiciones que siguen, hasta la *37'7 exclusive, les conciernen las 
propiedades especiales de R'f8 que resulta de la hipótesis E ! 1 R“B, definida en la 
*37:05. La hipótesis E ! 1! R“B es importante, porque tiene muchas consecuencias y 
en muchos casos se adapta a lo que deseamos tratar. 

4376. -:ENMR“B.D.R“B=2 ((qy) -yeB.2= Ry) 

Esta proposición es muy importante, y se usa constantemente. 

Dem. 
+.37:104.+-:: Hp.:.ye8.>,:E! Ry: 


(+30-4] ):2=Ry.=.aRy:. 

[45:32] diyeB.a=Ry.=,.yeB.aRy:. 

(+10:281] 2:i.(9y)-yeB.2= Riy.=.(qy).yeB.<Ry. 

(+37:1] =.ceR“8 (1) 


+, (1).*10:11:21.:20:33.3F. Prop 
137:601. +:(2).ElR'2.D.R“V=2 ((qy).2= Ry) 
Dem. 
2:02 .4101127.3F:.Hp.D:xeV.>,.E!Ríz: 
(*37:104] 5: E 11 R“V< 
[4376] D:R“V=2(qy).ye V .2=Ry) (1) 
ELA 4r104 473. DF:yeV.2=Riy.=.2c=Ry: 
(»10:11'281] E:(qy) ye V 2 Riy.=.(qy).=Ry: 
[20:15] +:2 ((qy) ye V .2=Ry)=2 ((qy).2= Ry (2) 
E.(D.(2). E. Prop 


3761. F:EUR“B.T:.R“BCa.=:yeB.dy Riyea 


— 
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Dem. 
E.3717. DENRUBCa.=:.ye8B.2Ry. Day. 203 
(11:2:62] =iyeB.,:2Ry.d, zea (1) 
-.137:104.3F +3. Hp.D::ye8.3,:.E! Ry:. 
[30:33] )):.Ryea.=:320Ry.D, cea (2) 


F.(1).(2).3F::Hp.D:.R“BCa.=:yeB.9,. R'yea:: DH. Prop 
*3762. +:ElR'y.yea.D.RyeR"a 


Dem. 
+.130:33.> 
FREtRy.:.RyeR“a.=:0Ry.Dy. ce Ra (1) 
+32. Mh:yea.D: Ry. yea.zRy. 
[»10:24.437:1] dizeRia * (2) 
+.(2)..10:1121.DE:.yea.D: Ry. ce R“a (3) 
+.(1D.(0). >. Prop 


Este último tipo de inferencia está relacionado con lo que dijo Jevons (69): 
“Recuerdo la reciente observación del Prof. De Morgan de que toda la lógica de 
Aristóteles no podría probar que “dado que un caballo es un animal, la cabeza de un 
caballo es la cabeza de un animal' ”. Debe confesarse que esto es un mérito en la 
lógica de Aristóteles, ya que la inferencia propuesta es una falacia si no se le añade 
la premisa “E! la cabeza del caballo en cuestión”. Por ejemplo, la proposición de 
arriba no tiene validez para una ostra o una hidra. Pero añadiéndole E! R'y, la 
proposición ofrece un tipo importante y común de inferencia asilog ística. 


«3763. +: EN R“a.DixeRa.Dd, yor =:yea.D,. y (Ry) 


Dem. 
Ea8 Til. DermoeRa O, prrs c (qy) yea .oRy. O 0. 
[10:23] =3.yea Ry. y. yo. 
[11:2:62] 5iyear.dyiaRy. DO. yz (1) 
+.437:104.3F::. Hp.D::yea.),1.E!l Ry: 
[30:33] dy i y (Ry) .=:0Ry.D,. yz (2) 
F.(1).(2).3F. Prop 


Esta proposición se usa muy frecuentemente, 
3764. F:: EM R“a.2:(qy) yea. p(Ry).=.(q2).ce Ra. yx 
Dem. 
-,43033.23-::Hp.D:.yea.D: y (Ry).=.(q0).<Ry.yx:. 


[5:32] Di.yea. p(R'y).=:yea: (qe). <Ry. yu (1) 
F, (1). 1011121281.> 


+3: Hp.2:.(qy) yea. y (Riy).=:(qy) :yea:(qu).cRy.yz: 
(+11:6] =: (90) :(qy) yea. eRy: yz: 





(69) “Principles of Science, Cap. 1 (p. 18 de la edición de 1887). 
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(*37:1] =:(9x).eR“a.yz::D+. Prop 
43765, H:ENR“B.aCR“B.D.a=RRéan 8) 
Dem. 


F.13021 .43:27 .DF::Hp.D:.ye8.D,:2Ry.aRy.D.z=x 
371.3: Hp.D: 


Te RúRtan B).= -(Hy) «y e Ra nB.xRy. 
(37:105...e1 1:55] =.(9y 2).2ea.2Ry.ye8B.zRy. 
[((0.ae471] =.(9y 2).2e0.2Ry.yeB.aRy.2=2. 
(»13:194] =.(qYy £).2e0.yeB.aRy.2=x. 
(*13:195] =.(qy).2ea.yeB.aRy. j 
[*10:35.37:]] =.2eq.ceR“B. 
(4-71. Hp] =.ea:.DF.Prop 
3766. PF: EUR“B.D0:aCR“B.=.(qy).yC8.a= Roy 
Dem. 


-.37:65. Exp ..13:195 . 22:43.) 
F:. Hp.D:aCR“B..(qy).yC8.a=R“y 
E.372.x1313.DH:yCB.a=R'y.D.aCR“g; 
(*10:11:23] DE:(Hy) y CB a=R“y.D.aCR“B 
F.(D.(2). 3H. Prop 
3707. Fizey.D El RS: RUS Uy =28 (qe) ey .2=R'Sg) 
Dern, 
F.13441. DH: Hp.2ey.D,. RiS'¿=(R|S)z 
F.(1).1421.D+:Hp.zey.),.EL(R|S)% 
F.(2).376. DF: Hp..(R|S)“y=2 ((q2).zey .<=(R|S)q) 
[1] =2 (92) .zey.a=R'S'y) 
F.137:33. E, RUS =(R|Sy “y 
F.(3).(4). PF.Prop 
3768. Fi.zey.D:. PQ RD. PQ > Ry 
Dem. 
F.1421.3F:Hp.zey.D.El P'Q%.ElRiz. 
[34:41] >. PQ =(P|Q)2. El Biz. 
[*14:21:131:144.Hp] >.EN(P|Q)s.(P|QNz= Ri 
F.137:33.23-. P"Qy=(P|Q)y 
P.(2).(3).037:6..5 
F:Hp.2. PQ =2 ((q2) ey .o=(P|Q)2] 
[2 =2 (42) .2ey.2= Re] 
(137:6.(1)] =R“z: 3H. Prop 
*3T69. Hi.yeB.D,.Riy=8y:D.RUB=SB 
Dem. 
F.14:21 .DF::Hp.D:.ye8.D.E!l R'y.ElS'y:. 


(1) 


(1) 
(2) 


(1) 
(2) 


(3) 
(4) 


(1) 
(2) 


(3) 


(1) 
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[*30:4] Di. yeB.D:xRy.=.==RYy- 

[+14:142] =.=Sy. 

[x30:4.(1)] =.a8y :. 

[+5:32] D:.yeB.aRy.=.yeB.28y (2) 


F.(2). 101121281. 
Fi. Hp.D:(4qy).ye8.aRy.=.(3y).yeB-2Sy: 
(+37:1] DizeR“B.=.2e8S“B:.3F. Prop 
eS 
Un caso especialmente importante de R“f es R“B o R*f. Este caso se estudiará 
más adelante (en el *70); de momento, sólo debemos ofrecer unas cuantas proposi- 
ciones preliminares sobre ello. Se observará que la hipótesis E ! ! R“Bo la E! 1 R“B 


siempre se verifica, en virtud de las *32-12-121. De aquí, las siguientes aplicaciones 
de la *37"6 ss.: 


«377. +.RUB=A((qy)-ye8B.a= Ry] [*37:6. 43212] 
437701. +. Ríla=f (qu) cea. 8= Ra) [637:6 . x32:121] 
K37702. Fi. RUBCx =:yeB.D,. Riyex [+37:61] 
437703, Es. RUBC e =:0e8.D,. Rizen [37:61] 
K3T704. F:yea.D. Riye Ra (437:62. 32:12] 
437-705. Pixea.D. Rige Ría [x37:62 . 32-121] 


437:706. F:.ac RBD. parmiyeB DY (Ry) [N37:63] 
437707. b:.BeR“a.Dd) pB:=:0ea.D. y (Ria) [37:63] 
437-708. +:.(qa).ac R“B.ya.=.(qy) ye 8. y (By) [93764] 
*37:709. F:.(qa).a eR“B .Ya.=.(q2).zeB.y (Rx) (*37:64] 


mM 


> — > 
3T71. bi COR“B.D e = R(Cov RI 0 8) [*37:65] 
ud 
«ST71IL Hi CORUB.D x= R(CnvéR) ten 8) [37:65] 
> > 
$37.712. H:xCOR“B.=.(qy).yC8B.=R“y [*37:66] 
“e “e 
$37.713, F:xCOR“B.=.(qy).yCB.x= Ry [+37:66] 
—, 
«3772. H:R=P|Q.). Ry= PQ 
Dem. > > 
F.437:11:302. +: Hp.>.(5). P.Q'2=R'*z. 
-+ 
[137:68] de PQ =R*wy. 
>. > 
[(+37:04)] 9. Pots) = Rey 3D +. Prop 
37721. F:R=P¡Q.> ¿Kit Qee pesa [Prueba como en la *37:72] 


43773. F:qlB.= q IR B.= q! E “Bo [*3745.03212121] 
«37731. H:B=A.2 ROBA. = RU8=A [18773 . Transp] 
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Obsérvese que las A's que aparecen en esta proposición no son todas del mismo 
tipo. Por ejemplo, si R relaciona individuales con individuales, la primera A será de 
la clase de los no individuales, mientras que la segunda y tercera serán las clases de 
no clases. Así, pues, la ambigiledad que se atribuye al tipo de A debe ser determina- 
da de manera distinta en cada una de las presencias de A en esta proposición. En 
general, cuando éste sea el caso con nuestros símbolos ambiguos, adoptaremos una 
notación que indique el hecho. Pero, cuando el símbolo ambiguo es Á, parece que 
apenas merece la pena. 


+3774. FF: BCUR.= ¡ne R“B.D,.qta 


Dem. 
> > 
-.437:706.D+F:.a0eR“B.Dd..qla:=:yeB.D,. q! Ry: 
(33:31) =:BCAR:.3E. Prop 


13775. +::0CD'R.= ¿BeR“a. %.418 [Prueba como en la *37:74] 
43776. F.RUBCOI 


Dem. -— —, 
E,8377 .D:.aeR“B.:(qy).yefB.a=Ry: 
[*10'5] D:(Hy).a« = Ely ? 
(+32:13] :(3y).a=2(2Ry): 
[20:16] D2:(4H).a=2($12): 
[20:4] >:aeCls:. +. Prop 
437.761. E. Reta C Cls [Prueba como en la +37:76] 


WSTTT, bxae RR. qta [6377402242] 
€ 
37771. F:BeR“D'R.d¿.q!8 [Prueba como en la *37:77] 


487772. F. Ave RUGR [8777 . 24:63] 
xSTTT3, EA eRUDIR [637-771 . 24:03] 
48778, +.DR= Rey [x37:28] 

137781. +.DÍR= RUV [+37:28] 


43779. H.ROV=2 ((qy).a= Ry)  [937:601..*32:12] 
A Cl 
437791. H.RV=B (qa). 8=Riz] [e37:601 . 32121] 
*378. HAB) S=aP SB 
Dem. 


85-103 341 Dear B)1S)2-=-(qy)nea.yeB-y8z- 

[*10-35.£37:105] =.2ea.2eS UB. 

[+35:103] =.s(aP8“8)2: 5H. Prop 
*3781. +.R|(a?8)=(R“a)7 8 [Prueba como en la +37-8] 


13782. F.Rlla? B)]S=(R“0)1(S“8) [137881] 
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+38. RELACIONES Y CLASES DERIVADAS DE UNA FUNCION 
DESCRIPTIVA DOBLE 


Sumario del +38. 


Una función descriptiva doble es una función no proposicional de dos argumentos, 
ta'comoanf, a UB,RAS, RUS, R|S,a 1R, Rta,R ta. Las proposiciones de 
este número son aplicables a todas las funciones que en su notación tengan (como 
en los ejemplos anteriores) un signo funcional entre los dos argumentos. A fin de 
tratar de una vez sobre todos los casos análogos, adoptaremos en este número la 
notación 


afy, 


en donde “29” significa cualquier signo como M, U, A, 4,1, 1, t E, o un signo 
funcional cualquiera que se defina en el futuro y que satisfaga la condición 


(a, y)-Et(22 y). 
Las relaciones y clases derivadas, con las que estamos interesados, pueden ilustrarse 
tomando el caso de «MN f. La relación de « N Ba f se escribirá a M, y la relación de 
an fa ase escribirá N $6. De este modo, tenemos 


t.anB=anB=a fa. 


La utilidad de esta notación es importante debido a la posibilidad de notifica- 
ciones tales como a N “kx y MB“k. Por ejemplo, tomemos una frase tal como “los 
miembros extranjeros de los clubs ingleses”. Entonces, si ponemos a = extranjeros, 
xk = clubs ingleses, tenemos a M “xk = las clases de los miembros extranjeros de los 
diversos clubs ingleses. O, de nuevo, sea a: una cónica, y x un lápiz de líneas; 
entonces, «Mx =los varios pares de puntos en los que miembros de k se 
encuentran con a. 


En este caso, ya que «Nf=fNa, tenemos a N =Na. Pero cuando la función 
en cuestión no es conmutativa, esto no tiene validez. Así, por ejemplo, no tenemos 
Ri =|R. 


Las notaciones de este número frecuentemente se aplicarán en lo sucesivo a RIS. 
De acuerdo con lo que se dijo anteriormente, escribimos Rl para designar la relación 
de RiSa'S, y 1S para la relación de RIS a R. Por lo tanto, tenemos 


R|'S=|S'R=R|S. 


Por consiguiente, |S*A será la clase de las relaciones obtenidas tomando miembros 
de A y multiplicándolos relativamente por S. Así, pues, si A fuese la clase de 
relaciones primo hermano, primo segundo, etc., y S fuese la relación de padre a 
hijo, 1S“A sería la clase de relaciones una vez quitado primo hermano, una vez 
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quitado primo segundo, etc., tomado en el sentido que va de la generación más vieja 
a la más joven. 

Con frecuencia es conveniente estar capacitados para exponer |S“A y expresiones 
afines como funciones descriptivas del primer argumento en vez del segundo. Para 
este propósito, ponemos 

A|S=]8"2 
9, 


con notaciones similares para otras funciones descriptivas dobles. Entonces tene- 
mos, como en el caso de RIS, 


AS = [Sk 28. 
Esto nos faculta para formar la clase Al *“u. Esta clase es muy útil porque los 


miembros de sus miembros (es, decir, s'A !Ñ “u, como la definiremos en el *40) 
constituyen la clase de todos los productos R|S que pueden formarse de un 
miembro de A y un miembro de y. 

Así, pues, nos vemos guiados hacia tres definiciones generales para las funciones 
descriptivas dobles, a saber (si x 9 y» es una función cualquiera de éstas): 


x Y es la relación de x ? y a y, para cualquier y. 

2 y es la relación de x 2 y ax, para cualquier x. 

a $ y es la clase de los valores de x 2 y cuando x es una a. 

Ya que a? y es, nuevamente, una función descriptiva doble, las dos primeras 
14] 

definciones de arriba pueden aplicársele. La tercera definición, por razones tipográ- 

ficas, no puede ser aplicada convenientemente, aunque, en teoría es, desde luego, 

aplicable. Las relaciones x ? y 9 y representan la idea general contenida en algunos 

de los usos en matemáticas del término “operación”, como, p. ej., +1 es la 

operación de añadir 1. 

Los usos de las notaciones introducidas en este número intervienen principal- 
mente en la aritmética (Partes 11! y IV). Pocas proposiciones pueden darse en esta 
etapa, ya que la mayor parte de los usos importantes de la notación introducida 
aquí dependen de la sustitución de alguna función especial por la función general 
2” usada aquí. En este número, las proposiciones dadas son todas consecuencias 
inmediatas de las definiciones. 


+3801. cP=uN(u=xfy) DI 
13802. fy=f(u=xfy) DI 


*3803. a Py =%y"a Df 

«381. F:iu(rf)y.=.u=x8y [(*38:01)] 
138101. L:u(fy)3.=.u=x=Py [(«38:02)] 

3811. +.rfy=fyz=xfy (+38:1:101 . 1303] 
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38:12. 
13813. 
138:131. 
133:2. 
13821. 
13822. 
1:38:23. 
*3824. 


Dem. 


1383. 


13831. 
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P.ElxPy.Elfyz [*38:11 . 1421] 
biuezf“a.=.(qy).yea.u=zfy [381.371] 
briuefya.=.(q2).cea.u=xfy [38101 .37:11] 
F.ajy=Py“a [(38:03)] 
F.agy=0 ((q2).nea.u=0?y) («38:2:131] 
Fa y=Pya=0fy (*38:11] 
F.Ela PY «El Pyáa («38:22 , +1 +21] 
Higqlafy.=.gla 
F.138:2.37:29. Transp.D+:3!afy.2.79!a (1) 
+.138:21. >hizea.D (9 y)ea?y- 
[+1024] >.qlafy Ñ (2) 
F.(1).(2).F. Prop o 
H.a9B=9 (ay) -yeB-1=2PN=9 (ay) ye B.1=2y 0) 


(*38:13:2] 
E «Py =$ ((9a) MEX .1=23y)=9 (qa) .acx.y=Py a =P y e 
[+38:131:2.. 37-103] 


NOTA A LA SECCION D 


Observaciones generales sobre las relaciones. La noción de “relación” es tan 
general que es importante percatarse de las diferentes clases de relaciones a las que 
pueden aplicarse las notaciones definidas en la sección anterior. Ocurre con frecuen- 
cia que una proposición que es válida para alguna relación sólo es importante para 
relaciones de ciertas clases; por tanto, es deseable que el lector pensase en algunas 
de las principales clases de relaciones. De entre los varios usos a los que las 
diferentes clases de relaciones pueden aplicarse, hay tres que son especialmente 
importantes, a saber 1) dar origen a funciones descriptivas, 2) establecer correla- 
ciones entre diferentes calses, 3) generar series. Considerémoslas sucesivamente. 


1) A fin de que una relación R pueda dar origen a una función descriptiva, debe 
ser tal que el relacionante sea único cuando se dé el relacionado. Así, por ejemplo, 


las relaciones Cnv, R R, D, (1, C, R¿, definidas anteriormente, todas originan 
funciones descriptivas. En general, si R da origen a una función descriptiva, habrá 
una cierta clase a saber (1'R, a la que debe pertenecer el argumento de la función a 
fin de que la función pueda tener un valor para ese argumento. Por ejemplo, 
tomando el seno como una ilustración, y escribiendo “sen'y” en vez de “sen yp”, la 
y debe ser un número a fin de que sen'y pueda existir. Entonces, sén es la relación 
de y ax cuando x = sen*y. Si ponemos a = los números comprendidos entre —11/2 y 
1/2, ambos incluidos, el sen ta: será la relación de x a y cuando x =sen'y, y 
-1/2 < y <T1/2. La conversa de esta relación, que es a 1 sén, también dará origen a 
una función descriptiva; de este modo, («a 1 sén)'x = un valor de sen”! x que está 
situado entre —7/2 y 7/2. Esto ilustra un caso que se da con mucha frecuencia, a 
saber, que una relación R —como se convino— no da origen a una función 
descriptiva, pero sí cuando su dominio o dominio converso está conveniente mente 
limitado. Así, por ejemplo, la relación “progenitor” no da origen a una función 
descriptiva, pero sí cuando su dominio se limita a machos o a hembras. Similarmen- 
te, la relación “raíz cuadrada” causa una función descriptiva cuando su dominio se 
limita a números positivos o a números negativos. La relación “esposa” da origen a 
una función descriptiva cuando su dominio converso está limitado a hombres 
cristianos, pero no cuando se incluyen hombres mahometanos. El dominio de una 
relación que da origen a una función descriptiva sin limitar su dominio o su dominio 
converso está constituido por todos los posibles valores de la función; el dominio 
converso consiste en todos los posibles argumentos para la función. Nuevamente, si 
R da origen a una función descriptiva, Rox será la clase de aquellos argumentos para 
los que el valor de la función es x. Así, pues, Sentx consiste en todos los números 
cuyo seno sea x, es decir, todos los valores de sen”! x. De nuevo, sena será los 
senos de los varios miembros de a. Si q; es una clase de números, entonces, por la 
notación del +38, 2 x “a serán los duplos de dichos números, 3 x “a sus triplos, y 


361 


PARTE 1. LOGICA MATEMATICA 


así sucesivamente. Para tomar otra ilustración, sea a un lápiz de trazar y sea R'x la 
intersección de una línea x con una transversal dada. Entonces, Ra serán las 
intersecciones de las líneas trazadas por el lápiz con la transversal. 


2) Las relaciones que establecen una correlación entre dos clases constituyen 
realmente un caso particular de relaciones que dan origen a funciones descriptivas, a 
saber, el caso en el que la relación conversa también origina una función descriptiva. 
En este caso, la relación es de “uno a uno”, esto es, dado el relacionante, se 
determina el relacionado, y viceversa. Una relación que se conciba como una 
correlación generalmente se representará por $ o por 7. En tales casos, disponemos 
de una regla que interesa menos a los términos particulares x e y para los que xRy, 
que a las clases de tales términos. Generalmente, en tales casos, tenemos alguna 
clase $ contenida en el dominio converso de nuestra relación $, y tenemos una clase 
a tal que a = SB. En este caso, la relación S correlaciona los miembros de « y los 


miembros de ff. Tendremos también $ = Sa, de forma que, para una relación tal, la 
correlación es recíproca. Tales relaciones son fundamentales en aritmética, ya que 
ellas se usan para definir lo que se quiere expresar al decir que dos clases (o series) 
tienen el mismo número cardinal (u ordinal) de términos. 


3) Las relaciones que originan series se representarán generalmente por P o Q, y 
en las proposiciones cuya importancia principal estribe en su aplicación a las series 
también, como regla, simbolizare mos una relación variable por P o Q. Cuando se usa 


P puede leerse como “precede”. Así, pues, P puede leerse “sigue”, Px puede leerse 


“predecesores de x”, Por puede leerse “seguidores de x”. D'P lo constituirá todos 
los miembros de la serie generada por P, excepto el último (si lo hubiese), (1*P lo 
constituirá todos los miembros de la serie excepto el primero (si lo hay), CP lo 
constituirá todos los miembros de la serie. Pa consistirá en todos los términos que 
precedan a algún miembro de a. Supongamos, por ejemplo, que nuestra serie es la 
serie de los números reales, y que a es la clase de los miembros de una serie 
ascendente Xy, X2, X3, ... Xy, ... Entonces, Pa será el segmento de los números 
reales definidos por esta serie; es decir, estará formado por todos los predecesores 
del límite de la serie. (En el caso de que la serie x,, X2, X3, ..., Xp -.. se desarrolle sin 
límite, Pa será la serie total de los números naturales). 


Ocurre con frecuencia que una relación tiene más o menos un carácter serial, sin 
llegar a tener todas las características necesarias para generar series. Tomemos, por 
ejemplo, la relación de hijo a padre. Es obvio que, por medio de esta relación, la 
serie puede generarse partiendo de un hombre cualquiera y terminar en Adán. Pero 
estas series no constituyen el campo de la relación en cuestión; además, esta 
relación no es fransitiva, es decir, un hijo de un hijo de x no es un hijo de x. Sin 
embargo, si sustituimos por “hijo” la relación “descendiente directo por línea 
masculina” (lo cual puede definirse en términos de “hijo” por el método explicado 
en los *90 y *91), y si limitamos el dominio converso de esta relación a los 
antecesores de x por la línea masculina directa, obtenemos una nueva relación que 
es serial. 
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De nuevo, una relación puede generar un número de series, como por ejemplo la 
relación “x está al este de y”. Six e y son puntos situados sobre la superficie 
terrestre y, en el hemisferio este, esta relación genera una serie para cualquier 
paralelo de latitud. Confinando ulteriormente el campo de la relación a un paralelo 
de latitud, obtenemos una relación que genera una serie. (La razón para confinar x e 
y a un hemisferio es para asegurar que la relación sea transitiva, ya que de otra 
forma podríamos tener x al este de y, e y al este de z, pero x al oeste de z). 

Una relación puede tener las características de las tres clases de relaciones, 
siempre que incluyamos en la tercera clase todas aquellas que conducen a series por 
alguna de tales limitaciones como las que acabamus de describir. Por ejemplo, la 
relación + 1, esto es (en virtud de la notación del *38), la relación de x + 1 ax, en 
donde x se supone que es un número entero cardinal finito, tiene las características 
de las tres clases de relaciones. En el primer caso, nos conduce a la función 
descriptiva (+ 1)x, esto es, x + 1. En el segundo caso, se correlaciona con cualquier 
clase a de números, la clase que se obtiene añadiendo 1 a cada miembro de «a, es 
decir, (+ 1)“a. Esta correlación se puede emplear para probar que el número de 
enteros finitos es infinito (en uno de los dos sentidos de la palabra “infinito””); pero si 
tomamos a nuestra clase a como la constituida por todos los números enteros 
incluido ei O, la clase (+ 1)%a consiste en todos los números naturales excepto el O, 
de forma que los números naturales pueden correlacionarse con una parte (70) 
propia de sí mismos. De nuevo, la relación + 1 puede usarse, igual que la de padre a 
hijo, para generar una serie, a saber la serie usual de los números enteros en orden 
de magnitud, en la que cada una tiene con su inmediato predecesor la relación + 1. 
Así, pues, esta relación participa de las características de cada una de los tres tipos 
de relaciones. 





(70) Es decir, una parte y no la totalidad. Respecto de esta definición de infinito, véase el 
+*124, 
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Sumario de la Sección E. 


En esta sección hacemos una extensión de aN $, U f, R AS, RÚS. Dada una 
clase de clases, digamos k, el producto de k (que se simboliza por p'k) es la parte 
común de todos los miembros de k, es decir, la clase que se compone de aquellos 
términos que pertenecen a cada miembro de k. La definición es 


pu=t(aer.),.zea) Df 


Si k tiene sólo dos miembros, supongamos « y f, pk =a NB. Si k tiene tres 
miembros, a, $, y, entonces p'k =a4 N BN y; y así sucesivamente. Pero este proceso 
sólo puede continuarse hasta un número finito de términos, mientras que la 
definición de p'x no exige que k deba ser finito. Esta noción es de gran importancia 
en relación con los límites inferiores de las series. Por ejemplo, sea A la clase de los 
números racionales cuyos cuadrados sean mayores que 2, y tengamos “xMy” con la 


significación “x < y, siendo x e y racionales”. Entonces, sixe A, Mix será la clase 
de los racionales menores que x. De este modo, MA será la clase de las clases tales 


como Mx, en donde xe€ A. Así, pues, el producto de mM“ A, que llamamos p.Uer, 
será la clase de los racionales que son menores que cada miembro de A, esto es, la 


clase de los racionales cuyos cuadrados son menores que 2. Cada miembro de Me A 


es un segmento de las series de los números racionales, y p.m» es el límite inferior 
de estos segmentos. Así es como probamos la existencia de los límites inferiores de 
las series de segmentos. 


De manera similar, la suma de una clase de clases k se define como la clase que 
está constituida por todos los términos que pertenezcan a algún miembro de k; esto 
es, 

se=2 (qa) .aex.zeaj DI, 


es decir, x pertenece a la suma de k si x pertenece a algún k. Esta noción juega el 
mismo papel por lo que respecta a los límites superiores de series de segmentos 
como p'x lo juega para los límites inferiores. Sin embargo, tiene muchos más usos 
que p'x, y es en conjunto una concepción más importante. Así, pues, en aritmética 
cardinal, si dos miembros de k no tienen ningún término en común, la suma 
aritmética de los números de miembros poseidos por los distintos miembros de k es 
el número de los miembros poseidos por s'k. 


El producto de una clase de relaciones (digamos A) es la relación que se da entre 
x e y cuando x e y tienen cada relación de la clase A. La definición es: 
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PA=2)(RKReA.Dp Ry) Df 
Las propiedades de p*A son análogas o las de p*x, pero sus usos son menos. 


La suma de una clase de relaciones (digamos A) es la relación que se da entre x e 
y siempre que sea una relación de la clase A que se dé entre x e y. La definición es 


¿9=29 ((qR).Rer.cRy] Df. 


Esta concepción, aunque menos importante que s'x, lo es más que p'A. La 
adición de las series y de los números ordinales depende de ella, si bien la conexión 
es menor inmediata que la de la suma de los números cardinales con s'k. 


En lugar de definir p'k, s'x, p'A, $'A, puede ser formalmente más correcto definir 
Pp, S, PB y $, que son las relaciones que dan origen a las funciones descriptivas 
anteriores. De este modo, tendremos 


p=8rR[B=2(aex.D..zea)] Df, 
Por ccnsiguiente debemos proceder a 
F:Bpr.=.B=2(aex.D,.1€4), 
F.px=f(aexr.D,..zea), 
y F.Elp*x. 

Pero en los casos donde la relación, como opuesta a la función descriptiva, se 
requiere muy raramente, es más simple y sencillo dar la definición de la función 
descriptiva en el primer ejemplo. En tales casos, la relación siempre se supone 
tácitamente que ha sido también definida; es decir, cuando damos una definición de 
la forma 

Riz=Stx DI, 
en donde $ es alguna relación definida previamente, siempre suponemos que esta 
definición debe considerarse como derivada de 
R=%(u=S'x) Df 

Además de los productos y sumas tratamos en esta sección de ciertas propieda- 
des de las relaciones R| y |S, cuyos significados resultan de la notación introducida 
en el *38. Tales relaciones son muy útiles en aritmética. La razón para versar sobre 
ellas en esta sección es que una gran cantidad de las proposiciones que se han de 
probar entraña sumas de clases de clases o relaciones. 
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Sumario del +40. 

En este número introducimos las dos notaciones (explicadas anteriormente) 
pr=2(aex.Dd,. zea) DÍ 
“x=2((qa).aex.zeaj DI 


Se verá que ambas notaciones se van haciendo cada vez más útiles, conforme 
vayamos avanzando, pero a lo largo del trabajo será más útil sk que p'x. Para que 
pk y sk tengan significación se precisa que k deba ser una clase de clases. 


En este número, las proposiciones más útiles son las siguientes: 
40:12. Fiaex.D.p Ca 
Esto es, el producto de k está contenido en cada miembro de k 


14013. Fraex.D.aCsx 

Esto es, cada miembro de x se contiene en la suma de k. 
»4015. PF: BCpe=:yex.D,.BCy 

Esto es, B se contiene en el producto de k si f se contiene en cada miembro de k, 
y viceversa. 
140151. F:.oxCB.=:yex.d,.yC8 

Esto es, la suma de k se contiene en $ si cada miembro de k se contiene en $, y 
viceversa. 
402. Fix=A.D.px=V 

Esto es, el producto de la clase nula de clases es la clase universal. Esto, a primera 
vista, puede parecer paradójico, pero realmente no lo es. De los pocos miembros 
que k tenga, el mayor, hablando en modo general, es p'x. Si k no tiene miembros, 
entonces k no tiene miembros a los que un término dado x no pertenezca y, por lo 
tanto, x pertenece a p'k. 
14023. F:qlx.D.prCsa 

Esto es, salvo que k sea nulo, su producto está contenido en su suma. 
40:38. PF. Psx =8 Re 

Esta proposición se usa muy frecuentemente en aritmética. Lo que expresa es lo 
siguiente: dada una clase de clases k, tomemos su suma s'x, y entonces, considere- 
mos todos los términos que tienen la relación R con respecto a algunos miembros 


de s'x; esto da la clase R“s'x; a continuación, tomemos cada miembro separado de 
k, digamos «a, y formemos la clase R“e, que consiste en todos los términos que 
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tienen la relación R con respecto a algún miembro de a. Esta clase de las clases tales 
como Ra, para varias «es que sean miembros de k, es R*“x; la suma de esta clase, 
por la proposición anterior, es la misma que R“s'k. 

404. F:ENR“B..SRUB= ((qy) ye 8. we Ry) 

Esta proposición requiere, para que tenga significación, que R*y deba ser siempre 
una clase. La proposición manifiesta que, si R*y existe siempre cuando y e f, 
entonces la suma de todas las clases que tienen la relación R con respecto a algunos 
miembros de ff consiste en todos los miembros de clases tales como R'y, en donde 
yeB. 


— 
1405.  H.R“B=R“B 

Esta proposición proviene de la *40'4 mediante la sustitución de R por R en 
dicha proposición. 

y 
4061. +.p'R“B=2 lyefB.D, Ry) 
> 
En virtud de la *40'5, p*K“f se correlaciona con R*“f. De este modo, si R es una 
—> 

relación serial, p*R*f se compone de los términos que preceden a la totalidad de $, 
y R“B está constituida por los términos que preceden a parte de f. Si f tiene un 
límite inferior, será el límite superior o máximo de p'R“f; si f| tiene un límite 
superior, será el límite superior de R“f. 


MO6L. iq 18.0. RUBORUB pRUBCRA8 


En esta proposición, la hipótesis es esencial ya que, si B=A, pR“g=V y 
R“B an A. 


4001. pie=2(aex.d..cea) Di 

14002. sk=2 ((qa).aex.zea] DI 

401. bizepe.=:0ex.), zea (203 . (40:01)] 
M011. Pixesx.=.(qa).aex.zea [203 . (+40:02)] 
14012. F:iaex.D pix Ca 


Dem. 
F.4011 1001. Es.cep xr. ae. meca. 


[Comm] Diraex.Dizepx.).cea (1) 
E. (1) 10:11:21 .+22:1..3F. Prop 
14013. Priaer.D.aCstke 


Dem. 
E. 40:11 10:24 .DF:aex.cea.d.meste: 


[Exp] D:.aex.D:zea.dD. cesta (1) 
+. (1) 10:11:21 .x221.3F. Prop 

Há01d Fraex. rep. Do zea [140:12. Imp] 

»10141. Fzaex.zea.Dozese [14011 . 1024] 
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*4015. +: BCp.=:yex.),.BCry 


Dem. 
EL 401. DE: BC pixi= ic. meB Oi ye y EY ts 
[11:62] =S (7, y):iteB.yer.D.mey:. 
(1£:3:84.411:33] Si (%,y):iyex.zeB.D.cey:. 
(xe11:2:62] ==. yer.),:2eB. Oy de ys. 
(+22-1] =1yex.3,.BCy:: DF. Prop 
240161. F:.sCB.=:yex.),.yC8 
Dem. 
F.e40011.D Es: CB. (ay) yer tey. Dd deB it. 
[10:23] = 3 (y 2): yer. rey. ceBi. 
(111 :62] =3u (y): yex.D:(a0):12ey.D.zeB:. 
(22-1] si ye.) .yC8:: 3H. Prop 


Esta proposición se usa frecuentemente, 
14016. F:xCA.D.pACpx 


Dem. 
E.a10:1.DF:: Hp.D3.yer.D.yed: 
[Syl1] Dinyed. DD. meyidiyex.D. ter (1) 
F.(1).*10:11:21.> 
F:: Hp. Din(y)i yd. mey:iDiyer. Dd ey: 
[10-27] Din(y)iyer DD meyiDdily)i yen. deyt. 
[.e£0:1] Dinmep A. cepie (2) 


F.(2) .*10:11:21 DE. Prop 
0161. Fix Ca. .D.sieCsth 


Dem. 
F.a10:1.3-:.Hp.D:yex.d). yen: 
[Fact] Diyexr. ey. yed.tey: 
[10:11:28] Did y)  yex.cey. DD (Uy). yed.cey: 
(+0:11] Dixestx.).cesh (1) 


H, (1) .*10:11:21.3F. Prop 
4017. F.pxupaCpxnh) 


Dem. 
E.422:34 .DE:x:zepru pr. .=:.teprr.v.TEPAS. 
[0-1] = ye. ¿Ey iViyEA. DO ey. 
(»e10:41] Dnsly) io ye. rey: viyed. Do meyos * 
[tet-79] Dinly):yer.yed.D.zey:. 
[22:33] Diy):yernd.D.zmey:. 
[0-1] D:i.zep(xnh) (1) 


F.(1) .*10:11.2+.Prop 
K40171. Ps u sha ó(x 0 A) 
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Dem. 


140183. 


F.22:34 DD ri:cestkus dh. =3.2es VW. TES AZ. 
[30:11] = 20 (qy).yex.tey:vi(qy).yed.cey:. 


[+10-:42) = 1 (Hy):yer tey.V.yEA-DEY:: 
fae4:4] =S (My): yer.V.yed:mey:. 
[22:34] =1 (y). yervd.ceyt 

[se40-11] =:1.2es(« vA):: DH. Prop 

Ep (evr)=pra pa 


Dem. 


140181. 


F.14001.DEs:izep (xv A). = 1. ye UA. .TEY io 


Dem. 


a40-19. 
Esta 


[22:34] =3 (y). yer.V.oyed:id.zey:o 

[+77] = (y) yer.D meyiyen.D.ceyz. 
[+10:22:221] =:.(y):yex.D.zeyi(y):yed.D.ceyi. 
[440:1] =1.LEP Ax. .DEPAs. 

(+22:33] s:izepirnapr:: DE. Prop 

Esad) Csiensr 

F.40:11 .Deiizes (nd). .=:.(Hy).yernd.zeyt. 
[22:33] =3u(qy).yer.yed.ctey:. 

[*10:5] Din(qy) ye .tey: (Ey). ye. ZEY io 


[+40:11.22:33] D:.zestxnsh:: DE. Prop 
bEizesk.=:.yex.), yCB: Dd .0e8 


Dem. 


+40-2. 
Dem 


proposición es la extensión de la *22:6. 

F.140:151.2 

Exyex. dy. yCB:Dd.2eBr.=:.8C 8. ze 8 () 
F.aelO01. Denis CB. Op de Bi iso DD des: 

[22:42] Dixestx (2) 


F.422:46 . DE: cese. CB. .zeB ii. 
[Exp] Dies. Dis CB. .zeBi 


(«*10:11:21]F:.2estx.D:seC8.Dp.ceB (3) 
F.(2).(3).DF:.8C8.D).2e8:=.ze8sx (4) 
F.(1).(4).3F. Prop 

Eix=A.).pi=V 

F.«245:51. E: Hp.D: (qa) .aex: 

[+10"58] D:(a):aex.D.zcea: 

[»e40-1] ):izepx (1) 
F.(1).*10:11:21.3F:Hp.>D.(2).zep'x. 

[24:14] 2. pi =V:3+.Prop 
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40:21. Fix=A.D.se=A 


Dem. 
+.a2451. +: Hp.2>.-(3a).aex. 
(10:5.Transp] D.e(qa).aex.cea. 
(«40-11.Transp] D)D.avesa (1) 
F.(1) 10:11:21 .D:Hp.D.(2).avestx. 
(»24:15] >.2e=A: DF. Prop 


En la proposición anterior, las dos A's son de tipos diferentes, dado que k es del 
tipo superior inmediato al de s'k. Así, pues, debería ser más correcto escribir 


Eix=AnCls.D.se=AnmV. 
Pero en el caso de A no es muy importante mantener la distinción de tipos. 


144022. FiAex.D.p=A 
Dem. 
F.440:12.3F:Hp..p'XCA. 
[24:13] ).p=A: DH. Prop 
En esta proposición, las dos Á son del mismo tipo. 


1440221. F:Vex.D.sk=V 


Dem. 
F.440113.DF: Hp..VCsx. 
[24141] D.se=V: 3H. Prop 
24023. F:qlx.D.prCsr 
Dem. 


E.1e40:12:13.DF:aex.D.pxCa.aCsr. 
[22:44] ip Cetx: 
[*10:11:23] DF:(qa).acex.D.pixCsti: 3H. Prop 
Obsérvese que la hipótesis 1! k es esencial a esta proposición, ya que cuando 
k=A, pik =V y sk = A. Así, pues, 
iq ix.=.p Cs. 
4024 biqix:iyer.Dd,.BCy:D.BCex 


Dem. 
Pax 40015. Dei. yex.d, ¿BC y: DB Cp (1) 
40:23. DE: lx. pe Cae (2) 
F.(1).(2).3-:Hp.29.BCp'«.pie Cs. 
[+22:44] 2.BCstx: DH. Prop 


La última proposición se usa en la prueba de la *215:25, 
:4025. b:ixesx.=.qirná(oea) 


Dem. 
+.22:33.DF:q!1en4(cea).=.(qy).yexr.yed(zea). 
(20:3] =>(Hy)-yexr.cey. 
40:11] =.zestxk:D+.Prop 
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14026. Pigqlsx.=.(qa).aex.qia 


Dem, 
E,440:11.D+:.q18x.=:(392):(q0).aex.zea: 
(11:23:55) =:(qa):aex:(qo).cea: 
(+24:5] =:(qa).aex.q la: DE. Prop 


La siguiente proposición se usa en la prueba de la +216:51. 


*4027. Piansr=A.=:yex.),.any=A 


Dem. 
F.124:311.> 
buansr=A.=:.8xC-az. 
(«22:1:35] Suaestx.,. or als 
[40-1) Sn (H y). yer.tey gr rca. 
[10:23] Dl. yen TEY dy EE 
[111:2:62] =S yen. 1 EY Dd EUA 
[24:89] =iyex.), .anyemA 1: DE. Prop 


Las siguientes proposiciones sólo tienen significación cuando R sea una relación 
cuyo dominio se componga de clases, ya que ellos conciernen a p"R“a os 'R“a, y, 
por lo tanto, se precisa que Ra deba ser una clase de clases. 

403. F.pR“(auB)=p R“anp'R“B [37:22 40:18] 
4031. F.sR“(auB)=8R “aus R“B  (137:22.40:171] 
14032. F.p"R'“aup'R“BCp Ran B) 


Dem. 
+.,437:21.3-.R“(anB)CR“anR“B. 
(w40:16] DF.p(R*an R“B)C p"R'(an 8) (1) 
E.140:17 .DF.p"R“auv pR“BCp (Ran R“B) (2) 


E.(D).(2)..22-41.>+F. Prop 
4033. H.sR“anf)CsR“ansR“B [37:21 .40:161 .40:181] 
Las siguientes proposiciones no requieren más que el dominio de R deba estar 
compuesto de clases. 
14035. +.pR“x=2 (Ber. .zeR“Bl 
Dem. 
EL401. O ice Rc mi ye Ri O ey: 
(37:103] :(58).Bexc.y=R“B.D, .zey: 
(+10:23] ¡Ber.y=R“B.Da y, ey: 
[+13:191] =:Bex.D.zeR“B (1) 
F, (1) .*1011 .*20:3.>3F. Prop 
4036. +.eR“x=2 ((q8).Bex.zeR“8] [Prueba similar] 
037. F.RpCp Rx 
Dem, 


Mon 


4371. .Des:xzeR “pix. =:.(qy).yepx-zRy:. 
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(+40"1] =:0(dy):Ber.da.yeB:zRy: 
[*10:33]) =:.(9y)1.(8):Bex.D.yeB:xRy:. 
(x11:26] :.(8):.(1y):Bex.D.yeB:xaRy:. 
(5:31) >:.(8):(Iy): Ber .D.yeB.aRy:. 
[10:37] 2:.(8):.Bex.>.(4y).yeB.zRy:. 
(37:1] 2: (B):Bex.D.ceR Bi. 
[40:35] Dize p Rx e: DH. Prop 

14038. F.R“sk=s Re 


Dem. 
F.4371.DE:x:xeR“sk.=:.(qy).yestk.uRy:. 


[40:11] =:.(9y)3.(q0).aex.yea:aRy:. 
(e11:6] =+.(qa):.acx:(qy).yea.aRy:. 
[137:1] =:.(qa).aex.ceR“a:. 

[14036] = 1.208 R'““x:: DH. Prop 


Esta proposición se usa frecuentemente en las pruebas de proposiciones aritméti- 
cas. 


404. F:ENR“B..SR“B=2 ((qy).yeB.zeR“y) 


Esta proposición es significante sólo cuando D'R U Cls, 


em. 
F.4376.3+:Hp.).R“B=4((qy) .yeB.a= Ry) (1) 
F.(1). 14011. 
ki Hp.:.zesR“B.=:(qa):(qy) .yeB.a=Riy:xea: 
(11:6] :(Ay):yeB:(qa).a= Riy.zea: 
[14-205] ¡(Hy).yeB.ceR“y:: DF. Prop 
»4041. F:EUR“B.D.pR“B=2(yeB.D,.zeR'y| [Prueba similar] 
24042. +:(20).R'2=Piv Qi. SR “ams (Pas Q a) =5PausQa 
Dem. 


F.x14:21. DF:Hp.D.(2).E!R'.E!Px,E!Q% (1 
F.(1).40:4.2+-: Hp. .sR“a=2 ((qy) yea .ze R“y) 

(Hp) =2 (qy).yea.ze Ptyu Qy) 

[22:34] =2 ((9y):yea:uePy.v.ceQ'y) 

[+44.10:42] — =2((qy) yea .zePy.v.(qy).yen.zeQy] 

((1).40:4] =% (xestPa.v.es Q a) 

[+20:42.22:34] =5 Pau sQa 

[140-1717 = (Pay Qa): 3. Prop 


Esta proposición se usa en la *40:57, en donde hacemos R=C, P=D,Q =Q. 


40:43. F:EUR“B.:.sR“BCa.=:yeB.d),.RyCa 


Dem. 
E.37:63.3+::Hp.D:.yeB8.3,.R'yCa:=:yeR“B.Dd,.yCa: 
(x40:151] =:8R“BCa::3F.Prop 
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14044 E:EnR“g.2:.aCp R“B.=:yeB.D,.aC Ry 


Dem. 
E.3763.+::Hp.D:.yeB.d,.aCRy:=:yeR“B.D,.aC y: 
[40:15] =:aCp'R“B:: 3H. Prop 


La siguiente proposición se usa en la prueba de la *84:44, 
M040. FiyeB.d,. RyCS y: ¿RUBCISB 


Dem. 
F.e1421.) +: Hp.D:ENS“B. EN! RUB: 0) 
[*37-62.40:13] DiyeB.Dy Sy Cs SB: 
(Hp] D:yeB.2,.R'yCs SB: 
[+40-43.(1)] >: RUBCHSUB:. DE. Prop 


La siguiente proposición se usa en la prueba de la +94:402. 
MOA5L F:.ye 8.0, R'yCOSy:) per UBCpiS8 


Den. 
E. 14:21 .437:62.140:12.3+:. Hp.D:yeB..p'R“BCRY. 
(Hp] >. .p"R“BCSY. 
(40:44) 2:p R“BCpS“B: +. Prop 
M05. Fo ReB=R“8 
Dem. 
> > 
-.32:12.404.D.8R“B=2 ((qy) .yeB.ze Ry) 
(x32:18] =2 ((qy) ye B.<Ry) 
[(e37:01)] =R“B.D+.Prop 


MO81. Hp RUB=OyeB.D,.2Ry] [e32:12. 08041 .432:18] 


p.R“B es la clase de los términos cada uno de los cuales tiene la relación R con cada 
miembro de $, así, como R*“'f es la clase de los términos cada uno de los cuales tiene 
la relación R con algún miembro de f. En la teoría de series, pR“B juega un 
importante papel, correlativo al jugado por R“B (que es S'R“B, por la *+40"5). Si B es 
una clase contenida en una serie cuya relación generadora es R, p'R“f serán los 
predecesores de todos los miembros de $, mientras que R*“B serán los predecesores 
de algunos $. 


44052. +. “RuB= R“g [La prueba como en la *x40'5] 
+40:53. + RUBY) [xeB.>,.zRy| [La prueba como en la *40'51] 
M054 Hp RUB=5(BC RD) [+40:51 .432:181] 

14055. F.píRa=J(aC Ry) [40:53 . 32:18] 


Desde este punto hasta la *40'69, las proposiciones se insertan debido a su uso 
en la teoría de series. 
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m4056. +.9C2=PF“x  [33:5.140:5) 
En la proposición anterior, las condiciones para que sea significante exigen que A 
deba ser una clase de relaciones. 


MOST. O DA y AA) =D y A [40:42 33:16] 
— 

M06. — F.PREA=V.pRUA=V [83729 ..1402] 

MO61. Ho 18. ROBO ROB.pRUB CRB 


Dem, as 
-.43773. D+:Hp.).9!R“B. 
— — 
[+40:23] > pRUBC RA. 
[405] PE “BCRAB (1) 
Similarmente +: Hp.>.p*R“BCR“B (2) 
+.(1).(2).3F. Prop 
> tf 
4062 F:q18.3.ppR“BCOR.p'RUBCCR 
(40:61 . 37:15:16 .33:161] 


Las dos siguientes proposiciones (+40'63:64) se usan para probar la +4065, la 
cual se usa en la *204:63, 


— 
*4063. HF: 18-UR..pK “BA 


Dem. E 

+.433:41. Transp. De: AR. REA ay) 
-.37:704.. Me:ixeB. Ia cRia a (2) 
F.(1).(2).02232.Dh:208-0'R.D. Hizo RUB. Koma. 
[20:57] D.AEKUB. 
[40:22] Pp K “BA (3) 
F.(3) 10:11:23. DF. Prop 

4064. F:3918-D'R.D. pR“g =A [Prueba como en la x40:63] 


> £ 
14065. H:q!B-OR..p RBA p RBA [e40:6364.033:16] 
y 
4066. F:aCp R“B.=:xea.yeB. De y» ¿Ry 


Den. 
F.40:51 ¿DenmaCp ROB sia CR (yeB Dye aRy)i. 
(+20:3] =:i.0ea. dy: ye BD, .eRy:. 
(11:62) es (a, y): nea. yeB.D.zRy::9+. Prop 


q — 
2m4067. +: BCp'R"a.=:xea.ye BD y "Ry:=.aCp R“B 
[Prueba como en la *40:66] 
SS e 
14068. F.anpP"aC Pp Pa 
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Dem. 
F,04053.DFi.aeanpíPlla.Dizearyea.D,yPo: 
(+210:26] >D:iaPeryea.d,.yPx: 
[10:24] 3: (as): Pa; yea.D, .yPz: 
(240:53.37:105] DixeP“p'P“a:.DH. Prop 


Esta proposición se usa en la teoría de series (*206:2). 
40681. P.an pepita c PiptPita [Prueba como en la *40:68] 


La siguiente proposición se usa en la *211:56. 


140682. F:qlanp"P“B.D.BC Pa 


Dem. 
E,40:53.D-:. Hp.:(q2):xea:ye8.D,.yPo: 
(5:31) >:(q2):yeB.3,.cea.yPx: 
(*11:61] D:yeB. 2, (qx) .zea.yPz. 
(37:11) D, -yeP“a:.3F. Prop 
e — 
14069. HF: !1C0 Pap P“a.=.41P.q!pPa 
Dem. 
E = e 
F. 43324224561 .3F:3!10PopiPa.3.q1P.qtpP a (1D 
F.e40:62. Date ai io Papi (2) 
E .1e40r6. M:ia=A.D:CPnpPa=CP: 
y DE 
[33:24] >: q? Dd. q:icP oprie (3) 
F.(2).(3) 483. DE: 1P.q tp Pa. q! COP npiPia (4) 
F.(1).(4). 3H. Prop 


Las últimas proposiciones relativas a p.'R'“f y a p Reg tienen, desde luego, otras 
análogas para Ref y para s'R*“f, Debido al la +45- S, estas análogas se expresan más 
simplemente como propiedades de R“fB y Rf. Así, por ejemplo, la x37:264 es la 


análoga de la *40'67. Las últimas proposiciones relativas a p'R“$ y p'R“g se usarán 
en teoría de series, pero hasta que lleguemos a esa parte raramente nos referiremos a 
ellas. 

1407.  +P ¿ag B=2 [(q<, y) .rea.ye8B.z=xP y) 


Dem. 
+ .140:11.238:3.) 


E.028=2 (an y)-yeB 12 y 0.2.) 
[*38:131] =2((q7y, 2.y).ye8B.y=8y4.zea.:=x?fy) 
[13-19] =2|(qx,y).zea.ye8B.2=x?fy).3F. Prop 


Esta proposición es de considerable importancia, dado que ofrece una forma 
global para las clases de todos los valores de la función x 2 y obtenida tomando x en 
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la clase a e y en la clase f. Así, por ejemplo, supongamos que a es la clase de los 
números que son múltiplos de 3, y f la clase de los números que son múltiplos de $, 
y x x y representa el producto aritmético de x e y, entonces s'a x *f será la clase de 
los productos de los múltiplos de 3 por los múltiplos de 5, es decir, la clase de los 
múltiplos de 15. De nuevo supongamos que a y fi son clases de relaciones; entonces 
s'al*8 serán todos los productos relativos RIS obtenidos eligiendo a R en la clase a: y 
a S en la clase $. 
4071. +. sqytx m (ee) Py = Py tae 
Dem. 
F.140:38 38:31 .3+P. qye =P y “sx 
[.38:2] = (ste)? y .H. Prop 


La hipótesis R“arC f, que aparece en las *40:8:81, es una que juega un 
importante papel en una etapa posterior. En la teoría de la inducción (Parte Il, 
Sección E) ella caracteriza a una clase hereditaria, y en la teoría de series, ella 
caracteriza a una sección superior (cuando se combina con a C C*R). 


408. bi.aex.D. RaCa:D. Rise Coste 
Dern, 
-.437:171,F:: Hp.D:.aex.D, :0ea. Ry. y.yeas. 
(*11:62] Divaex. aca. eRy. Der y yeal. 
[+40:13] Der y Y E8z. 
(40:11. 10:23] Dices. Ry. y. yestoz. 
(37:171] Di RCD. Prop 
»+40:81. biaex.D. KR aC a: 0. Rpte C pix 
Dem. 
-,437:171.3 2: Hp.D:taex.D:xea. Ry.) .yea:: 
[Exp.Comm] D)inaRy.O:. aer. ica... yeas 
[2:77] ):.aex. cea: Diaer.J.yea 0d 
-.(1).+10:11:21:27 .> 
bi. Hp.D::2Ry.D: aex.d ¿DEAD MEL Yes 
Jicepr. Jo yepxo: 
(Imp] Iinxepx Ry.) yepi (2) 
P,(2).137:171.3F. Prop 
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*41, EL PRODUCTO Y SUMA DE UNA CLASE DE RELACIONES 


Sumario del *41, 


Las proposiciones que se dan en este número hasta la *41'3 exclusive, son las 
análogas del *40, excluyendo las que van desde la *40'3 hacia adelante, que no 
tienen análogas. Las pruebas se darán en este número cuando las proposiciones sean 
exactamente análogas a aquellas del número *40 que tengan la misma parte 
decimal, La menor importancia de p “A y SA, comparativamente con las p'A y s'A, 
queda de manifiesto por el menor número de proposiciones que hay en el +41 en 
comparación con el +40. 

Nuestras definiciones son 
101. pa=29)(Rer.dg.oRy) Df 
M102. ¿Q=80) ((qR).Rer.zRy) Dí 


De las proposiciones que preceden a la *41'3, y que son análogas de las 
proposiciones que hay en el +40, las únicas que se usan frecuentemente son estas 
dos 
41:13, FPiRer.D.RESA 
Mi151. HF: ACS.=: Ren. RES 


De las proposiciones restantes de este número, que no tienen análogas en el +40, 
las más importantes son las *41'43:44:45, a saber 
DisA=sD“A, Us, Ogre 0 4, 
Estas proposiciones se requieren constantemente en la teoría de selecciones 
(Parte Il, Sección D) y en la relación aritmética. La mayoría de las restantes 
proposiciones de este número se usan sólo una vez o nunca. 


x4101. pa=29(Rerd.Ie Ry) Df 
4102. ¿=29 ((qR).Rer.aRy] Df 
411. Ei c(pA)y.=:Rex.p.2Ry 
LL F:x(82)y.=.(qR).Rer.zRy 
4112. H:Rer.D.PpAER 

41:13, F:RexA.D.RCSA 

*41:14 F:Red.z(pa)y.>.<Ry 
e41:141. P:Rerd.cRy.D.z($A) y 
s116. F::SEp2.=: Red. Op. SER 
+41:161. F::51E€S.=:ReA.IgoRES 
*41:16. P:AC4.D.p EPA 
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41161. F:1AC 4.0.2 CS 
AI17. E. pau pu Cp An a) 
*41:171. F.¿Quip =3S (A y y) 
s4118. F.PQAu)=phAP 
41181. F.QAnp)ESLA 
x4119. bHiur(fA)y.=:+Red.Or. RES: Dg. a8y 
412. F:d=A4..pa=V 
M121 F:1=A.D.$A=Á 
14122. F:Aer.D.par=ÁA 
+41221. HF: Vet.D.$A=V 
44123. F:ql1d.D.PACSA 
+4124 Fi qa: Rer.Op.SER:D.5CSA 
x41:25. b:ia(8M)y.=.qiAnm R(aRy) 
14126. F:918%.=.(qR).Rex.q!R 
*4127. +:.Pañr=A.=:Rer.p.PAR=A 
413, F.Cnvpa=pCnv''A 
Dem. 
F.131:131.> 
Es. y(Covp) a. .=:x(p'A) y: 
(1e41:1] =:Rex.p .eRy: 
(131:131] =:Rer.D)a.y(Cnv'R)e: 
[*37:63.*3113] =:PeCnv“A.p.yPz: 
(41:1] =:y(pCnvA)2:.3E. Prop 
*4131. F.CnvíA=¿CnvA [Prueba como en la *41:3] 
4132, F.Covpx=p9Cnv e [241:3.37:354] 
41:33. b.Onvóttx =$ Cpv [41:31 .37:354] 
s41:34. F.$af“r=a14A 
Dem. 
E .441:11 38:13 .13:195.3F:.2(840]“A)y.=:(qP).Per.c(a1P)y: 
(435:1] =:(qP).Per.zea.zPy: 
[10:35] =:teas(qP).Per.ePy: 
(x41:11.851] =:2(a]$)y:.F. Prop 


141341. P.¿PaA=() Pa [Prueba como en a *41:34] 
141342. H.¿DaA=($) Da 


Dem. 
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F.3611.3521.DF.¿[aA= 30] “Parr 


[+41:34] =af (Par) 
[1e41:341] =a (SA) a 
(«36117 =($4)[ a.3+. Prop 


SECCION E. PRODUCTOS Y SUMAS DE CLASES 


La siguiente proposición se usa en la +85:22, 
mMi35. F.¿MP“=MPoe 


Dem. 
Fe 1:11 38:13.) F: ($ Mp “e)y.=.(qa).aex.z(MPa)y. 
[+35:101] =.(qe).aer.yea.zMy. 
(:40:11.35:101] =.2(MPsx)y:>FH.Prop 


1351. F.8I M'«=(8')] M [Prueba como en la *x41:35] 
*sl4 F e DP CpD“A 


Dem. 
+.433:13.3 
EizeD'ipA. =:.(qy) .:(pA) y 3. 
[e41:1] =:.(qy): ReA. De. TRys. 
[*11:61] >:.Red.Dg-(qy).2Ry 1. 
[33:13] >: Red.Dg.ceD'R:. 


[40'41.3312]>:.xep*D““A :: 3 +, Prop 
+4141. FP. pa Cp UA [Prueba como en la *41'4] 
41:42. +. COPA CpOuA 


Dem, 
33132 Dri. Cp A. = 3: (qy): 2 (PA) y .v.y(PpA)z:: 
[1411] su (9y): Red. .De-2Ry:v: Rer.Dp.yRze: 
[+10:41:221] D 2: (y) ::(R):. Rer.D Ry: v: Rer.D.yRo:: 
(+478] Di: (qy) ::(R):.Rex.DixRy.v.yRos: 
(+11:61] D ::(R):: ReA.D:(qy):=Ry.v.yRo: 
(+33:132] Dixe COR: 
(,40:41.33:122] DisreptC 32. E. Prop 
s41:43. P.DA=sDA 

Dem. 


-,433:13.DF:.2eD'82.=:(3qy)-=(3'A) y : 


[41:11] =:(4y):(qR).Rer.zRy: 
(+11:23:55] =:(qR): Red: (39y).=Ry: 
[33:13] =:(qR).Rer.zeD'R: 
(+40'4.433:12] =:xesD“A:.3+. Prop 


sm144 +.Uiéa=e CA [Prueba como en la *41:43] 
s41:45. F.Cóói=8s CA 
F.13316.3F. 052 =D" y (152 
[+41:43:44] =$ DA us UA 
[40:57] = 802 DE. Prop 


MID. EPA PUEDA 
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Dem. 
P.e341.3 


Ena(palpdr.=:(qy) a(p0)y y (pu)e:. 


(141:1] =30(3y)1. Ped.Dp.zPy:Qeu.Dq.yQs:. 
(e11:56] = 0 (9y):.(P,Q):Per.D.zPy:Qen.2.yQ21. 
[11:37:39] D:.(9y):(P,Q):Per.Qep.D.aPy.yQz:. 
(».11:61] >:.(P,Q):.PeA.Qen..(qy). Py. yQz. 
[«34:1] .z(P|Q)z:. 
(»131191]) D:.(P,Q,R):.Pex.Qen.Re=P|Q..zRe:. 
[e11:21:35] >:.(R):(4P,Q).Per.Qen.R=P|Q.D.5Re: 
[24077] 2 (E): Res |“u.D.aRz:. 
[41:1] 2:. (pau) 2:11: 3. Prop 

MLDL EIA Im 
Dem. 
F.3411.9 
Eua(étajitu)e.=:.(3qy) .z($2A)y.y(8u)z:. 
(+41:11] = 9 (qy):(qP). Per.zPy:(30).Qep.yQz:. 
(+11:54] =2+(9y):(qP, Q): Per.zPy.Qepn.yQz:. 
(11:24:27) =:(9P,Q):.(qy). Peñ.cPy-Qen.yQz:. 
(10:35) =:(9P,Q):.Pexr.Qen:(qy).<Py.yQz 3. 
(14341] =:3(9P,Q):Per.Qen.z(P|¡Q)2:. 
(«13:195) =:3(qP,Q,R).Pex.Qen.R=P|Q.zRgs. 
[e 11:24,407]  =:>.(qR). Resd “un. Re Ze 
(+41:11] =:i2 (6ts |“) :: DF. Prop 


La última proposición, que se usa en la *92:31, expresa que, si A y u son clases 
de relaciones, el producto relativo de la suma relacional de A y la suma relacional de 
u es la suma relacional de todos los productos relativos formados por un miembro 
de A y un miembro de u. 

La siguiente proposición se usa en la *96:111. 
s4152, Piaf CEQ.=:Per.p.ajPEQ 


Dem. 
351 .891:11.> 
F aj EQ.=:.xea(qP). PeroaPy: Das: OY 
(«10:3523] — = 2nxea.PeroaPy: Deo yo OY 
[e35:1] =:. Per.a(a1P)y + Dro ye 209 
(w11:62] =:.Per.dp.a3PEQu:3+- Prop 


La siguiente proposición se usa en la »162:32 y en l2 *166461. 


16. binyeB.y).Py=QyuRy:0.$P“B= yqupoéReB 
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Dem. 
-.437:6 14:21 . 41:11 1131195. > 
Es: Hp.D:.u(P“B)u.=:(qy).yeB.u(P"y)u: 
[Hp] (ay) ye B.u(QyuRy)o: 
(*23:34.+10:42] ¿(ay .yeB.u(Qyou.v.(qy).yeB.u(Ry)u: 
(*37:6.41:11] 2u(SQB)u.v.u($R“B)u:: DH. Prop 
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Sumario del +42. 


Este número contiene varias proposiciones relativas a productos y sumas de 
clases. Ellas se ocupan principalmente de clases de clases de clases o de relaciones de 
relaciones de relaciones. Estas se necesitan, respectivamente, en la aritmética cardi- 
nal y en la ordinal. Así, la proposición *42:1 se usa en los números +112 y +113, 
que se relacionan con la suma y multiplicación de números cardinales, mientras que 
las *42:12:2 se usan en los números *160 y *162, que son los que versan sobre la 
suma ordinal. La *42:22, aunque explícitamente no hay referencia a ella, es útil por 
cuanto facilita la comprensión de proposiciones sobre series de series de series, o 
mejor sobre relaciones entre relaciones entre relaciones, los cuales son necesarios en 
conexión con la ley asociativa de la multiplicación en la relación aritmética. 





421. E. r=8'sx 

Para que tenga significación, aquí k debe ser una clase de clases de clases. La 
proposición expresa que, si tomamos cada miembro «, de k, y formamos s'a, y 
entonces formamos la suma de todas las clases así obtenidas, el resultado es el 
mismo que si formamos la suma de la suma de kx. Esta es la ley asociativa para s y es 
(como aparecerá más adelante) la fuente de la ley asociativa de la adición en la 
aritmética cardinal. La manera cómo esta proposición viene a ser la ley asociativa 
para s puede verse como sigue: Supongamos que xk se compone de dos clases, a y B; 
supongamos que, a su vez, a: se compone de otras dos, ¿ y n, y B de otras dos clases 
z y n. Entonces sa=¿Un.sf= E Un]. (Esto se probará más adelante). De este 
modo Ss *k tiene dos miembros, uno de los cuales es £ U y, mientras que el otro es 
E Ur”. Así, pues, 


etm(Eun)u(E ur). 


Pero s'k tiene cuatro miembros, a saber E, n, E, n.. De este modo s's'k = 
=¿UnUE Ur. Por lo tanto, nuestra proposición lleva a 


Evmuifury)=EuquEvur, 
que, obviamente, es un caso de la ley asociativa. 


Nuestra proposición expresa la ley asociativa, en modo general, incluyendo el 
caso en el que el número de paréntesis, o de sumandos en cualquier paréntesis, sea 
infinito. 


La prueba es como sigue 


Dem. 
P 404. rizes is m2 (qa).aex.cesa. 
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(.e40"11) =:3(qa):aex:(qE).Eea.zet:. 
(*1 1:6] =:1(9É):.(qa).aex.Eeazzet:. 
[40-11] =3(q9€).Eesr.zebz. 
40:11] =szessi:: DH. Prop 

211. F.pp mpx 

Dem. 

F.4041 .Dh:.zeppx.=:Bexr.Dp.cepB: 
[401.41 1:62] =:Ber.yeB.Ddp y ey: 
[*11:2.*10:23] =:(48).Ber.yeB.D,.cey: 
(.e40:11] =:iyestn.D, .cey: 


(e40:1] =:tepsx: 3h. Prop 

Esta es la ley asociativa para productos. Suponiendo de nuevo, como ilustración, 
que k se componga de dos clases e, b, mientras que a; se componga de las dos, clases 
E, n, y 6 de las dos E”, y”, entonces pk se compone de las dos clases EN y yo nr, 
de suerte que pp“x =(¿N7)N(E'N n'), mientras que p'sk =ENMANE'Nr. De 
este modo, nuestra proposición viene a ser 

Enma(Earn)=En7nE nr. 

Una función descriptiva R*k cuyos argumentos son clases o clases de clases puede 

decirse que obedece a la ley asoceativa ofrecida. 


RR“ = RS a. 

Esta ecuación puede interpretarse del modo siguiente: dada una clase a, se divide 
en un número de clases subordinadas, de manera que ningún miembro quede fuera a 
la izquierda, aunque un miembro pueda pertenecer a dos o más clases. Hágase que 
las clases en las que se divide a: compongan la clase k, de forma que k sea una clase 
de clases, y sík =«*. Entonces, la anterior ecuación afirma que si primero formamos 
la R's de las varias subclases de a, y a continuación la R de la clase resultante, el 
resultado es el mismo que si, directamente, hubiésemos formado la R de a. 


En algunos casos —por ejemplo, el mencionado de la suma aritmética de 
cardinales— la ecuación última vale sólo cuando dos miembros de x no tienen un 
término común, es decir, cuando las partes en las que se divide « son mútuamente 
excluyentes. 


Para una función descriptiva cuyos argumentos son relaciones de relaciones, 
encontraremos otra forma para la ley asociativa; esta forma juega en la aritmética 
ordinal un papel análogo al que desempeñaba la forma anterior en la aritmética 
cardinal. 

42:12. F.¿¿hlS2 A 


Dem. 
FA 11 OE ra(s rn) y. =.(qu).pen.z(8p)y. 
[41:11] =.(q4 P).per.Pep.zPy. 
(4011) =.(4P).Pestr. Py. 
(41:11) =.2($82)y:>3F. Prop 
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4213. Epi =p 


Dem. 
Esa 11 IO app A) y Sc peA O (pu) y: 
(41:1] =:ped.Rep.O, p.zRy: 
(+*11:2.«10:23] =:(qu4).4ed.Regp.Dg.cRy: 
[40:11] =:Resh.Da. Ry: 
(41:1] =:x(p''A) y: +. Prop 


1422. E.CHO PR SCUOP a PUMP PP 


Esta proposición supone que P es una relación entre relaciones. Por ejemplo, 
supóngase que tenemos una serie de series, cuyas relaciones generatrices están 
ordenadas por la relación P. Entonces, C*P es la clase de estas relaciones generatri- 
ces; CP es la relación “una u otra de las relaciones generatrices que componen 
C'P”, y C%C'P es la clase de todos los términos que intervienen en cualquiera de las 
series. CCP es el campo de las diversas series, y s*'C“C'Prepresenta de nuevo todos 
los términos que intervienen en cualquiera de las series. F“C“P representa a todos 
los términos que pertenecen a los campos de las series que son miembros de CP, y 


Pap representa a todos los miembros de los campos de los miembros del campo de 
P; cada uno de estos es, de nuevo, todos los términos que intervienen en una 
cualquiera de las series. La prueba es como sigue: 


Dem, 
Fox41:45.D+. CSI. = O UCP a) 
FE 4056 DH. CUOLP= FCHP (2) 
L.335. DE.PUCP =FOPP 
[x37:38] =PuP (3) 
F.(1).(2).(8).>F. Prop 


Las proposiciones siguientes se aplican a una relación de relaciones de relaciones. 
Estas proposiciones son útiles para probar las leyes asociativas en aritmética ordinal, 
ya que estas leyes versan sobre series de series de series, y las series de series de 
series se constituyen simplemente suponiendo a las relaciones generatrices de las 
series constituyentes, ordenadas por relaciones, que se ordenan a sí mismas por una 
relación P. 


> 
14221. P A ¿Orce op a] CS cp = CCC Pp = cup Pp =e cupup 


Dem. 
F.1e40:38. E A EIA (1) 
F.(D).1422.>+. Prop 
214222. +. e O OUOP ¿O gOCP=sCCOP 
=CS4 OS COPR ss CO tFCOP 


> > 
= PU PUP a FOPUP= FP 
[+42:21.. 41:45 . 40:56 .042:2.+37:3] 
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Si P, en la última proposición, es una relación que genera una serie de series de 
series, dicha proposición produce varias formas para la clase de los últimos términos 
de estas series. Así, pues, supongamos Q € C'P; entonces O) es una relación entre 
relaciones generatrices de series. Si ahora R € C“Q, R es la relación generatriz de una 
serie que podemos considerar como compuesta de individuales. La clase de los 
individuales así obtenidas puede expresarse en una de las formas últimas, tan bien 
como en otras que no se han ofrecido. 


> 
1423. F.ss“R“a=s Ra 
Dem. 
> > 
ELA LO ss RA a= 88 Ra 
[40:5] =8R“a.D+. Prop 


«e vw 
*4231. F.ss“R“a=s'R'“a [Prueba como en la *42:3] 
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CON SUS FACTORES 


Sumario del *43. 


El objeto de este número es ofrecer ciertas proposiciones sobre la relación que 
existe entre P y Q siempre que P=QIR, o P=RIQ, o P=RIQIS, en donde R y S 
son fijas. En virtud de las definiciones generales del +38, estas relaciones son 
respectivamente |R, R], y (RI)N(ST). Tales relaciones son de gran utilidad tanto en la 
aritmética cardinal como en la ordinal; también se usan mucho en la teoría de la 
inducción (Parte II, Sección E). En lugar de la notación (RI)I(1S) que resulta 
engorrosa, adoptamos la notación más breve RÍS. Si A es una clase de relaciones, 
RI“A será la clase de relaciones RIP donde Pe A, |R“A será la clase de relaciones 
PIR, donde Pe A; y (RIIS)“A será la clase de relaciones RIPIS, donde P e A. Estas 
clases de relaciones se necesitan frecuentemente en lo que sigue del trabajo. 

En virtud de nuestras definiciones, tenemos 
s43112. F.(R[S)'Q=R|Q|S 


Las proposiciones más usadas en este número (excepto aquellas que simplemente 
incorporan definiciones) son las siguientes: 
143302. +.(P). PeA(R|S) 
43411. E. RARA] RIA 
143421. E. 3 R2=(8'A) | R 


Las restantes proposiciones se usan rara vez; pero sus usos, cuando se emplean, 
son importantes. 


*4301. R[[S=(RI)|(15) Df 
En un paso posterior (en el *150) introduciremos una notación más sencilla para 


el caso especial de RIIR. Las siguientes proposiciones son, en su mayoría, conse- 
cuencias inmediatas de las definciones y, por tanto, se omiten las pruebas. 


s431. F:P(RDQ.=.P=R|Q 
»*43:101. +: P(|R)Q.=.P=Q|R 
»43:102. F:P(R[S)Q.=.P=R|Q|S 
14311. F.R|Q=R|Q 

s43111. F.|R'Q=Q|R 

143112. F.(R|S)'Q=R|Q|8S 

14312 F.E!NR|Q 

143121. F.E!|R'Q 


386 


SECCION E. PRODUCTOS Y SUMAS DE CLASES 


143122. F.EL(RIS)Q 
:432. F.(R)I(S)=(R]|8)| 


Dem. 
43:71. -:L((RI)(S)N.=.(qM).L=R|M.M=S|N. 
(+«13:195.3421] “=.L=R|S|N. 
[»43:1] =.L((R¡S)|]N:>+. Prop 
143201. F.(R)1(5S)=|(S|R) [Prueba como en la *43-2] 


,43202. F.(|R)|(S)=(S|)1(R)=Sp.R [Prueba como en la *43:2] 
14321. F.(PIQU(R)=(P|R)Q 

143211. +.(R)|(P1Q)=(R]PAQ 

143212. F-(PIQI(R)=PI](2|0Q) 

+43213. +.(| R)I(P1Q)=PI(Q]1R) 

14922. +.(PI[Q)(RI5)=(P|8B)11(S|Q) 

1433. F.(P).Pe UR] [14312.33:43] 

+43301. F.(P). Pe | R 

143302. +.(P). Pe1(R|S) 

mM3o31. +.PPAR|=PROR|=P 


Dem. 
F,44312.33431., +. OPCAA] (1) 


[*33:161] + AUPCCR| (2) 
+.(1).(2).35:452.3+. Prop 

143311. +.PPA|R=PPO|R=P 

+43312, +. PPAY(R|S) = PP C(R|S) =P 

14334. H.RR=|R'R=R' — [w43:11111] 

1434 P.RUDIPDR|P (43732. 431] 

143401. FRA. | RP [37:32.43:101] 

2341. RUDA DUR[%A  [x43:4.437:355) 

s43411. E. RU = 4] RA [443:401 .37:355] 

14342. Po ¿R|“h= RIA 


+.41:11.437:1 .043:1.> 
Eo.z($R]|“A)2.=:(q7).Ter.«(R|T)z: 
[341] =:(q7): Tex :(qy). Ry .yTz: 
(+11:6] =:(qy):<Ry:(q7).TeA.yTz: 
(41:11 .4841] =:(R|éA)2:.3F. Prop 
43421. -.¿¡RA=(FAJIR [Prueba como en la *43:42] 
14343. E. ¿(RISA = (2 | S)8A 
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Dem. 
E.37:33.DF.8(R]|S)/A=4R| “| 
[44342] = R|(é*¡S“A) 
[»43-421] =R|éALS 
(43-112) =(R||S)$4 . +. Prop 


14348. F:DPCa..Q|P=(Qha)|*P [w35481] 
143-481. F:UPCB.D.|RP=|(8]RIP [83548] 
14349. F:8D2Ca..(Q))PA=((Qha)|J PA 


Dem. 
F.140:43.3F:. Hp.D:PeA.D.D'PCa. 


[+43:48] .QUP=(Q0701P (1) 
F.(1).3571.>3F. Prop 
43491. F:21AC8B.3.((R)IPA=(1(81 RI PA [Prueba como en la *+43:49] 
21435. F:DIPCa. PCB. (QUEA)'P=(Qa1(81R)P 
[*35:48:481 . 43112] 
4351. Fis D“2Ca.s1AC 8. (QURIA=((Q7 (812) PA 
Dem. 
+ .40:43.3+:.Hp.D:Per.D.D'PCa. A PCE. 
[+43:5] > .(QUR)P=((Q1a)11(81R)P (1) 
-.(1).*3571.>+. Prop 
La última proposición se usa en la prueba de la *74"773, 
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PROLEGOMENOS AL CARDINAL ARITMETICO 


SUMARIO DE LA PARTE ll, SECCION A 


Las cuestiones a estudiar en esta Parte no difieren apenas de las estudiadas en la 
Parte I. La diferencia es tan sólo de grado; las cuestiones que se tratan en esta parte 
son, en cierto modo, de menos importancia general que las de la Parte l, y se 
estudian más bien a causa de sus incidencias sobre la aritmética cardinal que por sí 
mismas. Aunque la aritmética cardinal es la meta que determina nuestra marcha en 
la Parte Il, se verá que todas las cuestiones estudiadas también son requeridas en la 
aritmética ordinal y en la teoría de series. 


La Sección A de esta Parte trata de las clases unitarias y de los pares. Una clase 
unitaria es la clase de los términos idénticos a un término dado, esto es, la clase 
cuyo único miembro es el término dado. (Según se explicó en la Introducción, Cap. 
111, pp. 135 a 138, la clase cuyo único miembro es x no es idéntico a x), definimos el 
1 como la clase de todas las clases unitarias. De igual manera, definimos un par 
(cardinal y ordinal), y luego definimos el 2 como la clase de todos los pares. 
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CLASES UNITARIAS Y PARES 
Sumario de la Sección A. 


En esta sección comenzamos (+*50) introduciendo una notación para la relación 
de identidad frente a la función “x= y”; es decir, llamando / a la relación de 
identidad, escribimos 

1=2%(a=y) D£ 
El objeto de esta definición es principalmente una conveniencia de notación: La 


definición nos permite hablar de L DY, IR, a 1 1, Ta, etc., que de otra forma no 
podría hacerse, 


Al propio tiempo introducimos la diversidad, que se define como la negación de 
la identidad, y se simboliza por la letra J. Las propiedades de / y de J resultan 
inmediatamente del *13, dado que 


«ly.=.c=y. 

Seguidamente, introducimos una notación muy importante, debida a Peano, para 
las clases cuyo único miembro sea x. Si tomamos un punto de vista estricto y 
puramente extensional de las clases, deberíamos naturalmente suponer a esta clase 
idéntica a x. Pero en vista de la teoría de clases explicada en el *20, es evidente que 
x nunca puede ser idéntico a la clase de la que ella es un miembro, aun cuando sea 
el único miembro de esa clase. Peano usa la notación “wx” para la clase cuyo único 


miembro sea x; la cambiaremos por “““x”, siguiendo nuestra notación general para 
las funciones descriptivas. De esta forma tenemos 


—y 
tz=)(y=x)=f (ylx)= ["x. 
Por tanto, como definición nuestra, adoptamos 


—> 
i=I1 DI, 


ya que esta definición da el deseado valor de ¿*x. Las propiedades de ¿ son muchas e 
importantes. 


Es importante observar que “Ia” significa “el único miembro de a”. Así, pues, 
el tal existe cuando, y sólo cuando, « tiene un miembro y no más, en cuyo caso « es 
de la forma “x, six es su único miembro. Así, “Ca” significa lo mismo que 
“Ox) (x ea)” y “2 (pz)? significa lo mismo que “(x) (p$x)”. Lo que llamamos 
“a” se simboliza, empleando la notación de Peano, por “a”. 


Las clases de la forma ¿'x se llaman clases unitarias, y la clase de dichas clases se 
llama el 1. Este es el número cardinal 1, de acuerdo con la definición de números 
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cardinales que se dará en el *100. Las propiedades del 1, en tanto que no dependen 
de otros números cardinales, o del hecho de que el 1 es un cardinal, se estudiarán en 
el +52, 


Después de un número (+53) que contiene varias proposiciones que implican al 1 
O t, pasamos a la consideración de los pares cardinales (+54) y pares ordinales (+55). 
Un par cardinal es una clase “x U ¿y en donde x + y. La clase de tales pares se 
define como el 2, y se mostrará en una etapa posterior (*+101) que es un número 
cardinal. Un par ordinal que, a diferencia del par cardinal, incorpora un orden entre 
sus miembros se define como una relación ¿x ? ¿y (cf. la *35:04), donde podemos 
añadir, o no, x 4 y. Las propiedades de los pares ordinales son, en parte, análogas a 
las de las clases unitarias y, en parte, a las de los pares cardinales. En el *S6 
definimos el número ordinal 2 (que simbolizamos por 2, para distinguirlo de el 
cardinal 2) como la clase de todos los pares ordinales (x ? “y, en donde x * y. Se 
mostrará más adelante que éste es un número ordinal, de acuerdo con nuestra 
definición de números ordinales (+153 y *251). 
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Sumario del *S0, 

El objeto de este número es primordialmente notacional. Por razones de nota- 
ción, debemos estar capacitados para expresar la identidad y la diversidad como 
relaciones, y no meramente como funciones proposicionales; esto es, necesitamos 
una notación para £) (x = y) y para £f (x + y). Por lo tanto, proponemos 

I=89H(2=y) Df, 
Jm I Df. 

A pesar del hecho de que la diversidad es simplemente la negación de la 
identidad, los tipos de proposiciones que emplean la diversidad son completamente 
diferentes de los tipos que emplean la identidad. La identidad como relación se 
necesita, para comenzar, en la teoría de las clases unitarias, que es lo que nos ha 
llevado a tratar de ellas aquí. Más adelante se requiere de una manera constante en 
la teoría de la inducción matemática (Parte II, Sección E). Se requiere también para 
mostrar que el cardinal y ordinal son reflexivos de manera semejante. Estos son sus 
principales usos. 


Por otra parte, se precisa —de diversas formas— casi exclusivamente en la teoría 
de series (Parte V), y en el primer capítulo en que la teoría se dedicará a la 
diversidad. Hasta que llegue esa etapa, rara vez se hará alusión a la diversidad, con 
una excepción importante, a saber, al probar la ley asociativa de la multiplicación 
en la relación aritmética (+*174). 


Las proposiciones más importantes sobre la identidad en este número son las 
siguientes: 
50:16. F.I“a=a 
0504. F.R|I=1|R=R 
2505. F.afl=Ifa=a1Ipa 
»6051. F.Cnv(aj1)=a191 
25052. F.D'(a11)=U(211)=C(21)=a 
15062. -:A'RCa.D.R|(Ipa)=R 
*5063. FP: D'RCa.).IfajR=R 
Las más importantes proposiciones sobre la diversidad en este número son las 
siguientes: 
45023. F:RCEJ.2.REJ 
10024 F:RCEJ.=.(2). > (Rx) 
«6043. +:RCJ.s.RAR=A 
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15045. F:RCJ..REJ 
45047. FP: RER.D:IREJ.2.R'CJ.s.RáR=A 

Se observará que todas estas proposiciones se refieren a RE J o R? € J, las 
cuales se satisfacen si R es una relación seríal. La hipótesis R? E J o R AR=A 


caracteriza una relación asimétrica, esto es, una que, si tiene validez entre x e y, no 
puede tenerla entre y y x. 


*5001. I=2)(2=y) Df 
5002. J=JI Dr 
Muchas de las proposiciones de este número son evidentes y no precisan ningún 
comentario. 
501. Fraly.=.e=y [«21:3.(15001)] 
»5011. PiaJy.=.e+y [623:35 . 501 . (450:02)] 
15012. F.J=2P(24+y) [*50:11.21:33] 
5013. F.q1Z [13:19 . 1024281 . 50-1] 
5014 +.I'y=y [303 , 501 10:11] 
5015. F.(y).E!7'y [50:14 11421. *10:11] 
15016. F.I“a=a 


Dem. 
-.371.Dh:xel“a.=.(qy) yea. zly. 
[501] =.(qy) yea. 2=y. 
[13'195] =.zea:DH.Prop 
15017. Fiaea.Dd Rom: Rama 
Dem. 
Fo 1421 +: Hp.D.E1 Ra (1) 
H.a5014 DF: Hp.D:xe0. O Rico To: 
[»37:69.(1)] >: Rania: 
[50:16] >:R“ax=a:. DE. Prop 
4502. F.I=Í 
Dem. 
F.e501.DE:aly.=.«=y. 
(+13:16] S.y=S. 
(50:1] =.ylz. 
[31:11] =.aly:>+F.Prop 
5021. F.J=mJ 
Dem. 
+ .21:2.(50002).3)+.J==1 (1) 
[50242383] a 
(+*31:16] =Cnvt= 1 
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[(1).+31:32] =J.>+.Prop 
£5022. F:RGT.= REÍ [*31:4.502] 
45023. P:REJ.=.REJ [u31:4.5021] 
15024. H:REJ.=.(0).v(eRo) 
Dem. 


ti 


F.45011.DF:RGEJ.=:2Ry. de y cy: 
[Transp] =:0=Y. Dz y. (uRy): 
(*13:191] =:+(2%). o («Rzx):.3+. Prop 


1503, F.(m).efeo [501 .*1315] 
*5031. -.DI=V.d'I=V 
Dem. 
F.2503 1024. DP: (2): (31y). 2ly 3. (2): (qy) ylz:. 
[*33:13:131] — Dr:(0).zeD'I:(2).zedL: 
[24-14] +.D'I=V.('7=V.>+F. Prop 
46032 F.C =V [u5031.:33:16.*24:27] 


15033. +: q!1J. DD RV. (UY =V.C UY = V 


Dem. 
Fox13171.Transp.DE:y4z Dia py. v.c+z:. 
[50:11] iy dz Dra dy. v ade: 
[33-14] >D:ixeDY () 
F.(Derld1135. DF:q1J.D.zeDY: 
(*1011:21] +: 514.0 (2). aeDY. 
[»2414] 9.DY= V (2) 
F.(2).5021.3F. Prop 


En la última proposición (+50:33), la hipótesis 11. es equivalente a la hipótesis 
de que existe más de un objeto del tipo en cuestión. Esto puede probarse para todos 
los tipos excepto para el más bajo. Para el tipo más bajo sólo podemos probar la 
existencia de por lo menos un objeto: esto se prueba en la *24"52. Para el tipo 
siguiente, podemos probar la existencia de por lo menos dos objetos, a saber A y V; 
estos, por la *24"1, son diferentes. Para el tipo siguiente, podemos probar la 
existencia de 2? objetos; para el siguiente, 2*, etc. Pero para las clases de individua- 
les no podemos probar, desde nuestras proposiciones primitivas, que haya más de 
un objeto en el universo y, por lo tanto, no podemos probar ¿1 J. Desde luego, 
pudimos haber incluido entre nuestras proposiciones primitivas el supuesto de que 
existe más de un individual, o algún supuesto desde el que resultase esto, tal como 


(3H, 7,y).plx.—$ly. 


Pero muy pocas de las proposiciones que pudimos desear probar se apoyan en este 
supuesto y, por lo tanto, hemos de excluirlo. Debe observarse que muchos filósofos 
monistas niegan este supuesto. 
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16034. H.q1J [Cl 


Dem. 
F.2041 2238 .(24:0102).3F.A, VeCls. 
(124"1] DF.AFV.A, VeCla. 
(x36:13.50:11] F.A [JE Cls] Y. 
[10:24] >+H. Prop 


15035. F.tJ[ Rel [La prueba como en la +50:34] 
x604  F.R|I=I|R=R 


Dem. 
E.341.DF:x(R|1)2.=.(qy).=Ry.ylz. 
(150:1] =.(qy).=Ry.y=2. 
(+ 13:195] =.1tRz (1) 
+.341.Dr:x(I|R)2.=.(9y).zly.yRz. 
(x50:1] =.(qy) a=y.yRz. 
(13195) =.12Reg (2) 


F.(1).(2).3+. Prop 
45041. F:R|PEJ.=.R|PEJ.=.RAP=A 


Dem. 
F.134r] .e50:11 -ERIPEJ.2:(qy).aRy.yPs des 042: 
(»13:196] =:(0):(9y).=Ry.yPz: 
(»10:252] =:2w(9a, y). 2Ry.yPz: 
(31:11) =:0w (qe, y). Ry. «Py: 
[x23:33.+2551] s:RAP=A: (1) 
(+*31:14:24] =:RáaP=k: 
(0573 =:R|CowPEJ: 
[«34:203] =:R|PCEJ (2) 
F.(D).(2).3F. Prop 
15042. +.I!=I 
Dem. 
EL345.D:2P%%.=.(5y).uly. ylz. 
(501) =.(qy) .aly.y=2. 
[*13:195) =.alz2: +. Prop 


46043. P:REJ.=.RAR=A [esos1 $] 


DA 
Esta proposición es útil en la teoría de series. “RMN R =A” es la característica 
de una relación asimétrica. 


5044 HERURAD).D Gira) 
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Dem. 
+.e2333 501.3: qIU(RAID).=.(qe,y).oRy.=y. 
(13:195] =.(q2).<Rz. 
[13454] .(92).2Rx. 
[+13:195] >. (qx, y) Ry .c=y. 
(23:33.50'1] 3.41 16R4A1):5H. Prop 


15045. F:RCEJ.D.REJ [50:44 . Transp . 25311] 
*6046. HF:RAR=A.D.RES (u50:43:45] 
45047. Fi RER.O:REJ.2 RES .=.RAR=A 


Dem. 
+.2344.DF:.Hp.D: RES. RES (1) 


E. (1) 50:45:43 .3+. Prop 


Esta proposición se usa en la teoría de series. Si R es una relación serial 
tendremos R? E RyREJ. 


1505. F.all=IPa=af/pa 


Dem. 
-.4351.Db:2(a]/)y.=.=ea.cly. 
(50-1] =.LEA.LE=Ya 
(13-193) =.yeq.a=y. 
(e50:1] =.ely.yea. 
[35-101] =.2(I[a)y (1) 
F/(1).123:5.3F.a1/ =aflñálpa 
(35-11] =afffa (2) 
F.(1).(2).F. Prop 


*5051. F.Cnv(a1/)=a11 [35:51 .150:2:5] 
*5052. +.D(a11)=((a11)=C(a11)=a 


Dem. 
-.435'61 .9+.D'(a]7)=an DT 
[50'31] =anV 
[24:26] =4 (0) 
Similarly F.(U“(afl)=a (2) 


F.(1).(2) 33:18.) +. Prop 


5053. F.afIPB=(an8)]I=1 Man 8) 


sisi F.3521 .50:5.3+.a1/PB=a1(811) 


(35*32] =(an B)11 (1) 
F.(1).505.3F. Prop 
5064. +H.(a1/y=a1! 


Dem. 
E.50:5.DF.(a113=(a11)|(1Pa) 
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[35:12] =afl Pa 
[50:42] =aliPa 
(+50:5] =a11.>F. Prop 
*5055. FianfB=A.=.af8CEJ 
Dem 
F.124-37 .1e50:11.> 
FianB=A.=:xcea.yeB.Dde y. 2dy: 
[+*35:103] =:+afBCEJ:.3F.Prop 
15056. -:ql(anf8).=. 4! (ar BIAÍ] 
Dem. 
E .50:55 . Transp . 24:54 . > 
F:iqi(anfB). =.=(af8GEJ]. 
(2555) =. (a BJ. 
(+23:831.(*50:02)]=. 4 ! (a? B) AT]: E. Prop 
*5057. F.I[ña]R=l1ARPa=I[ñafRlPa 
Dem. 
F.3516.3+.1A4a]R=afIAR 
[505] =IfaAR 
($35:17] =IARPa (1) 
(150:5] =a]lPaAR 
(135:16:17:21]) =IñáaiR[a (2) 


F.(1).(2) DF. Prop 
«50:58. F:aREJ.=.RaGJ.=.afRfaGEJ 
Dem. 
-.5057.3D+:75ha]R=A.=.IARfa=A.=.Iñóa]Ria=A (1) 
E, (1)..50:41 .3+. Prop 
15059. F.(IPa)“B=anf8 


Dem. 
F,37:412.3F.(1Pa)“B=I“an 8) 
(50:16) =anfB.3F.Prop 
2506. F.R|([Pa)=Rha 
Dem. 
F.3523.3-.R|(1Pa)=(R|D) Pa 
[150:4] =R[a.F.Prop 
*50'61. -.TPajR=ajR 
Dem. 
F.135354.3+.1[a¡R=1[(a1] R) 
[+50:4] =a1R.>3+.Prop 
15062. -:1'RCa.D.R|([Pa)=R [150:6 .1:35:452] 
5063. H:D'RCa..IfajR=R [50:61 . 35-451] 
5064 FP.R|[UPAR)=R|UPC'R)=R [50:62 .422:42 . *33:161] 
15085. F.INMD'R)|R=IMCR)|¡R=R [50:63 . 1:22:42. 33161] 
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«507. F:A*RCa.D.R[TpPa=R [50:62 . 43:11] 

15071. F:D'RCa.2.|RIpa=R [1:50:63 . 143-111] 

15072. F.RI(IPC'R)=|R(IPC'R)=R [50:7:71] 

*5073. FP.R|T=|R'[=R [150:4 .143:11:111] 

«5074 F.R|[I=R| 

Dem. 

F.e43-112.3F.(R|7)Q=R|Q|1 
[+50:4] =R|Q 
[43-11] =R|'Q (1) 
F.(1).30:41.F. Prop 


*5075. F.T|R=|R [La prueba como en la *50'74] 
*5076. +:P|=R|.=.P=R 


Dem 
+ .434:27 43041 .DF:P=R.>.P|=R|] (ey) 
F.150:73.30:36.3-:P|=R|.9.P=R (2) 
F.(D).(2).3F. Prop 


150761. F:|P=|R.=.P=R [La prueba como en la *50:76] 
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*51. CLASES UNITARIAS 


Sumario del *S1. 


En este número introducimos una nueva función descriptiva, (x, con la significa- 
ción “la clase de los términos que son idénticos ax”, que es lo mismo que “la clase 
cuyo único miembro es x”. De este modo tenemos 


“x= (y=0). 
> 
Pero $ (y =x)= [''x. Por eso logramos lo que requerimos por la siguiente defini- 
ción: 
>. 
*5101. ¿=1 Df 


> 
Por lo que respecta a la notación, podría pensarse que / haría lo mismo que t, y 
que esta definición es supérflua. Pero necesitamos también la conversa de esta 


ho 
relación, y “Cnv*f” no es un símbolo que convenga suficientemente. 


Las proposiciones de este número se usan constantemente en lo que sigue. Debe 
observarse que la clase cuyos miembros son x e y es “xUdty, la clase cuyos 
miembros son x, y, z es ix U ¿“y U éz, la clase formada al añadirle x aa esa U tx, y 
la clase formada quitando x de a es a — ex. (Si x no es un miembro de a, esto es 
igual a d*). 

La distinción entre x e ('x-es uno de los méritos de la lógica simbólica de Peano, 
así como de la de Frege. Con el apoyo de nuestra teoría de clases, la necesidad en 
cuanto a la distinción es, desde luego, evidente. Pero, prescindiendo de esto, la 
siguiente consideración hace aparente la necesidad. Sea a una clase; entonces, la 
clase cuyo único miembro sea «: tiene un solo miembro, a saber, a, mientras que a: 
puede tener muchos miembros. Por tanto, la clase cuyo único miembro es a no 
puede ser idéntico a a (71). 


Las proposiciones de este número que se usan más son las siguientes: 
a51:18. Fiyelz.=.y=xe 
ab116. F.wmetz 
12  b:izea.=.ioCa 


Esta proposición es útil porque nos permite sustituir los miembros de una clase 
(x € a) por la inclusión en la clase (ex C a). 


+51:211. F:ixrea.=.tzna=A 
*61221. F:xca.=.(a—tx)juiir=a 
(71) Este argumento se debe a Frege. Véase su artículo “Kritische Beleuchtung einiger 


Punkte in E. Schróder's Voriesungen iiber die Algebra der Logik”, Archiv fúr Syst. Phil., vol. 1, 
p. 444 (1895). 
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*b1222. F:xrvea.=.a-to=a 
2123. F:ila=ity.=.ye lc. .=.cely.=.cy 
wbl14  F:qla.aCiz.=.a=Ux 
Esto es, una clase existente contenida en una clase unitaria debe ser idéntica a la 


clase unitaria. A partir de esta proposición resultará que O es el único cardinal que 
es menor que 1. 


us 


»51:61. bai mia aia eta 


Para clases, ia tiene los mismos casos que (1x) (fx) tiene para las funciones; 
a” significa “el único miembro de a”. Tenemos 


«61:09. H:Y(2(48)].=. y (10) ($0) 


ses 


>x3 
e5101. (= Df 
*b11. — Fiaxr.=.a=f(y=x) 


Dem, 

F.3d:2. (25101) .DFialr.= «ela, 

(132:1] =.a=P(ylz). 

(+50:1] =.a=)(y=0):>F. Prop 
e*b111. .ite=9(y=x) («303 . e51:1] 
«01:12. -.Eliz (85111 .«1421] 
«61:13. Fia=¿x.=.a=f(y=x) [220:57:2 . 51:11] 
e01131- +:atx.=.am tz [e51:1:13] 


e6114 biamix.=:yea.=y.y=x [151:13. 20:33] 
s61141. Hiram. .=:qla:yea.d, .y=C:=:32EA: yea. dy .y=a 


(+51:14 . *14:122] 
a6115. F:iyelz.=.y=x [*51:11 . 20:33] 
«116. F.xeta (+51:15..1315] 
e61161. F.qtez («51:16 . 10:24] 
se6117. F.(uúxmV 
Dem. 
E. 511 .120:2.3-.(9(y =x)] tx. 
[«10:24] >+.(qa).aiz. 
[+33:131] Di.ve lu. 
[*10:11] ,(2).0e 1. 
[12414] +. 4=V 


La última proposición se usa en la teoría de selecciones (+83"71). 
*s612 b:izea.=.tCa 
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Dem. 
F.*13191.F:.xea0.=:y=x.D,.yea: 
(15115) =:1yelx.Dy yea: 
(«22-1] =:tf2Ca:.3F. Prop 


La última proposición enseña cómo sustituir un miembro de una clase por una 
inclusión en una clase; así, por ejemplo da: 


Sócrates es un hombre . =. la clase de términos idénticos a Sócrates está incluida 
en la clase de los hombres. 


Antes de Peano y Frege, la relación de membrecía (€) fue considerada como un 
nuevo caso particular de la relación de inclusión (C). Por esta razón, la lógica 
formal tradicional trató a proposiciones tales como “Sócrates es un hombre” como 
ejemplos de la universal afirmativa A, “Todo S es P”, que es lo que expresamos por 
“q Cf”. Esto entraña una confusión de clases de proposiciones fundamentalmente 
diferentes que en gran manera impidió el desarrollo y utilidad de la lógica simbólica. 
Pero, por medio de la última proposición (*51"2), podemos obtener siempre una 
proposición manifestando una inclusión (a saber, “““x C a”), que es equivalente a 
una proposición dada afirmando que es miembro de una clase (a saber, ““x e a”). 
61:21. F.zvea—ix 

Dem. 

E.4223335.DE:zea— (2.2.0. Ervelz. 
[3:27] Dimelo (1) 
F.(1). Transp .e51:16.3F. Prop 

451211. P:xwea.=.Uzna=A 


82439.) hi.iana=A. iyelx.Dy.yvea: 


[51:15] S:y=2%.Ddy.ymea: 
(*13:191] =:2wear DE, Prop 
122. Fianiom=A.aviir=8B.=.xeB.a=8-(x 
Dem. 
F.2m24:47 .> 
Fiantr=A.aviiz=B.=,(2C8B.a=8B-lz, 
(51:2] =.2eB.a=8-tx:3F.Prop 
*51221. P:mea.=.(a-ix)u tiza 
+.512.DF:xea.=.txCa. 
(122-62] =.UTUVAamAa. 


[22:91] (Ace) uiéa=a: DH. Prop 
151:222. Fizwea.=.atz=a [51:211 .+24:313] 
51:23, F:ila=iUy.=.yeld.=.tely.=.e=y 
Dem. 
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F.20:31 .51:15.> 
Erutlr=(y.=:1=%.=3,.2=y! 


[113183]  —=:2=y: (D 
[51:15] =izeEly: (2) 
[().*13:16] =:yetz (3) 
F.(1).(2).(3).3F. Prop 
151231. +t:“enty=A.=.c+y 
Dem. 

F. 24311. :.(o2niy=A.=: Cy: 

(+51:15] =:i1=x.),.8+y! 

(+13:191] =:32%4$y:.3+. Prop 


51232. F:i.ze(txuiy).=:2=x.v.2=y [32234 .*51:15)] 
Esta proposición manifiesta que un miembro de ¿“x U:t'y debe ser o x 0 y, y 
viceversa, es decir, que ¿e U ¿“y es la clase cuyos únicos miembros son x e y. 


61233. H:i:a=i uy Di (2):.200.=:2=x0.V4.2=y 
(*51:232 . 11011 .+20:18] 
151234. biia=¿ruiy.D:.zea.D), p2:=. 2. dy 


Dem. 
-.451:233.DF::. Hp. i:2ea0.D, ¿poi 203=0.V1.2=Y:D,.p21. 
[4:77] Els 2=x.D. q r:2=y.D.p2:. 
[1:10:22] =11=4%.).p2:2=y.D,.Q2:. 
[13191] =! de dy ::.D+. Prop 
151:235. Fi:a=¿e cu tiy.D:.(q2).zea.p2.=: px. v. dy 

Dem. 

F.151:233..) 


Fi: Hp.) :.(92).2e0.d2.=:(92):2=x.V.2=y: 2: 


[144] =:1(q):1=x.p2.v.2=y.Q2: 
[11 0:42] =:1(392).2=x.p2.v.(92).2=y.d2: 
[x13:195] =:Qx.V.dy:: +. Prop 


51236. b:.zeltzuB.=z:s=x.v.zef [1x2234.*51:15] 
51237, biia=¿zuB.D:.(s):.200.=:2=x%.V.2E8 


[51:236 . *1011 . 20:18] 
151238. +::a=ixufB.D: zea.) .2:=: 3 :2E8.D,. 2 
Dem. 
+.151237 .DF::. Hp.Dioizea.D,.dec= 2 2=0.W.2e8B:D,.Q21. 
[4:77] =1.(8):.2=x.D.p2:1e8B.D.d2:. 
(.10:22] s:i2=%.),.b2:8€8B.),.b2:. 
(13191) =:.da0:10E8B.D,.p2::.D +. Prop 


51239. Fu:a=t2uB8.3:.(92).2ea .d2.=:dx.v.(q2).2e 8. q2 
Dem. 
+.051:237 .> 
Fi: Hp.D:.(q2).z2ea.d2.=:(92):2=x.v.zeB:r 2: 
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[r4:4] =:(qe):2=x.pr.v.2eB.q2: 
[+1042] = (92) .2=2%. 2.1. [qs).2e8B.qe: 
(*13195] =:;$x.v.(qs) .2e8B.p2:: +. Prop 
5124, Pb: dyCiouB.z:y=x.v.yef8 
Dem. 
+ ..51:236 .> 
EityCiovB.z:telly O ica v.teB:. 
[51:15] S:i2=y.D),11=0.V.teB:. 
(*13191] =1y=zx.v.yeB:: 3H. Prop 


15125. +F:aCixuB.avea.D.aCA (151211. 24:49] 
ab13. Fiyea.ypz.=.yea—tz (51:15 . 22:33:35] 


ab1:31. Pigqlantz.=.2Ca.2.antr=1x.=.2e4a 


F.42233.45115.)h:qtaniz.=.(qy).yea.y=x. 


(«13:195] =.2E4. (1) 
(51:2] =.txCa. (2) 
(x22:621] =.Ex=tirna (3) 
+,(1).(2).(3).>+. Prop 


ab134 b:izea.=.—aC—te [x51:2.42281] 

x6135. biz=eca.=.to Ca [51:2.+22:35] 

xb1:36. Piro ea.=.aC-ia [51:35 .22:811] 
La *51:36 se usa frecuentemente 


61:37. F.a=2(xCa) [*51:2 . 20:33) 
*b14. F:iqla.aCiz.=.a=tz 
Dem. 


42405 5115.33: 79 1a.0Ci.=:(qy).yea:yea.D,.y=0: 
[14122] YE LEyY=0: 
[*51:11.420:33] sam to: . Prop 

*B1401. F:i.aCic.=:a=A.v.a=iz 


Dem. 
R.r5l4 156. DeinaCi.D:a=A.v.amta (1) 
E,42412 .122:42.D)F::0=A.v.a=é2:D.aCix (2) 
+.(1).(2).>3F. Prop 


Esta proposición muestra que las clases unitarias son las más pequeñas de las 
clases existentes. 
141. bizuiy=iauir.=.y=2 

Dem. 


F.4202.41313.DF:y=2.).2u yz ts (1) 
E.422:58.D Fo. ¿au ty=izviz.D:tyCizu its. Ciau ty: 
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[+51:16:232] Diy=tn.v.yor:s=x.v.t=yt 
[+13:16.4441] DOiyon.rez.v.y=2: 

[»13:172.42:621] d:y=z (2) 
E.(1).(2).+. Prop 


Las dos proposiciones siguientes son lemas para la +51:43. 


ab142 bitrviy=ieviw.D:ic=1.yaWw.V.TRw.y=f 


Dem. 
F.51:232.5 
Esxtrvilyalsuiw.=:.4=Z.V.AmMY:=10=7.V.0=4:. 
[«10:1] Dine= 0.1. IE Y iZ iS 2. V.IZW0 
(13:15) Dinc=2.v.2=w (1) 
F.820:2 1313. h:zuity=éz2U wm. luly ie tiw. 
[51:41] ).y=w (2) 
Similarmente Estzuiy=tizu tw. .c=w.D.y=x2 (3) 
+. (1)-(2).(3).>3F. Prop 


a51421 boio=s. yw. v.c=w.y=2:D zu y=iguiw [*51:41]) 
85143. bi louiyalzuiw.=:4=2.Yy=W.V.2124.Yy=2 
[1051:42:421] 

Las proposiciones siguientes hacen referencia a i, es decir, a la relación del único 
miembro de una clase unitaria a esa clase. Si a es una clase unitaria, a: es su único 
miembro. (x) (fx) y 12 (fz) son iguales siempre que existan, y cualquier proposi- 
ción acerca de una de ellas es equivalente a la misma proposición acerca de la otra. 


ab181 Fia=tx2.=.2=tqa.=.2la 


Dem. 
+.451:131.*3111.)F:a=¿2.=.zta (1) 
F.(D).D:zca.yta.d. asi. amty. 
(+51:23.20:57:2] >.emy (2) 
F.(2). Exp.*1011.471.DF:.2ta.=:cta:ylta.dy.2=y: 
[30:31] =:it=tUa (3) 
F.(1).(3).F. Prop 
WSLD1L + ita [ess =. «02] 
45152 P:El%a.=.a=u'a [ess a : 142118] 
«5153. H:Elia.=.llaca [+51:52:16 . 142118] 
*6154 F:Elóq.=.(qo).a=cz [u51:51.14208] 


45155. HP: Ela.=.El() (cea) 


-— 
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Dem. 
E r51054 14.5. Elia. :(qo):yea.=y.y=x: 
[el 411] :El(2)(7ea):. +. Prop 
W156. Erb=Q(óy).=-P(óy)=0b.=.b=(1m)(40) 
Dem. 
F.5151.DErb= 9 (óy). 
[»20:15.451:11] 
[+14:202] 
+.(1).(2).5+. Prop 
157. H:ElUO(gy).=.“Y(éy) =(10) (62) .=. El (12) (40) 
Dem. 
E. 614-204 5156.) +: El 9 (9y).=.El(m)($a) 
F.a14205.D-:(12)($2)=9 ($9) - 


o 


:9(óy) =0b: 
dy -=y.y=b: 
:b=(12) (px) 


(51:56.471] E «(q49).b=() (dx). 
(+14:204:13] =.E1!(12) (px) 
F.(1).(2).+. Prop 


05158. F:Ela.=.“a=(1)(cea) [51:57 .208.14272] 
0169. H:p(U2(p0).=. y (12) (60) [e51:56.. 14205] 


(ab) -b=(12) ($2) .b =P ($y) 


(1) 
(2) 


(1) 


(2) 
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*52. EL NUMERO CARDINAL 1 


Sumario del +52, 


En este número introducimos el número cardinal 1, definido como la clase de 
todas las clases unitarias. El hecho de que el 1 así definido sea un número cardinal 
no es relevante por el momento y, desde luego, no puede probarse hasta que se haya 
definido el “número cardinal”. Por ello, de momento, el 1 debe considerarse 
simplemente como la clase de todas las clases unitarias, siendo tales clases de la 
forma ¿x para cualquier x. 


Al igual que la A y la V, el 1 es ambiguo por lo que respecta al tipo: significa 
“todas las clases unitarias del tipo en cuestión”. El símbolo “*1 (a)”, donde a es un 
tipo, significa “todas las clases unitarias cuyos miembros únicos pertenecen al tipo 
a” (cf. *65). Así, por ejemplo, “¿e 1 (Indiv)” significa “E es una clase que se 
compone de un individual”, si ““indiv” representa a la clase de los individuales. 

Las propiedades del 1, que se han de probar en este número, son las que 
podemos llamar lógicas, por oposición a las propiedades aritméticas; es decir, no se 
refieren a las operaciones aritméticas (suma, etc.) que pueden realizarse con el 1, 
sino a las relaciones del 1 con las clases unitarias. Las propiedades aritméticas del 1 
se considerarán más adelante, en la parte III. 

Las proposiciones de este número que más se usan son las siguientes: 

15216. F:.ael.=:q!a:x yea. y. c=y 

Esto es, a es una clase unitaria si, y sólo si, no es nula y todos sus miembros son 

idénticos. 
5222. F.tíwel 
524 — briaelulA.=:x,yea. de y.=y 

Definiremos el O como ¿“A. Así, pues, la última proposición establece que una 
clase tiene un miembro o ninguno cuando, y sólo cuando, todos sus miembros sean 
idénticos. 

25241. b:iqta.avel.=.(q%,y).2,yea.r+y 


Esta proposición puede obtenerse de la *+52'4, mediante transposición; es decir, 
negando cada miembro de la equivalencia. 


*0246. F:.a,Bel.2:aC8.=.a=8.=.q !(anf) 


Esto es, dos clases unitarias son idénticas cuando, y sólo cuando, una se contiene 
en la otra, y cuando, y sólo cuando, tienen una parté común. 


»5201. 1=3((q2).a=e0] Df 
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2521  biacl.=.(q0).a=ez [»203.(+52:01)] 
*ó211. Fiael.=:(q0):yea.=y.y=2 [521 .51:14) 
16212. +:2(p2)e1.=.E!(12)(px) 


F.452711.D+:.2(92)e1.=:(q0):ye2(d2).=y.y=%: 


[20:3] =:(qxu): dy =y-y=23 
(+14:11] =:E!(12)($x)3. +. Prop 
16213. +.1=D“% 


Dem. 
+.e51:131 .D:a=txc.=.atx: 
(+10:11:281]3+:(q2).a=e0.=.(q1). ate: 
(152:1] Diael.=.(2). az 


(33:13) =.aeD'“:3+H. Prop 
A214. +.I=:0V («52:13 . 37:28] 
A5216. Piael.=.Elva [+51:54 .52:1] 
15216. Fiacl.s:qla:xm yea. y 2 y (52:15 51:55 . 14203) 
5217. Prael.=.ta=(m)(cea) (x51:58 . 52:15] 
152171. -F:ac1.=.E!(10)(xea) (51:55 52:15] 
452172, Fracl.= iaa [151:52 . 52:15] 
452173. P:ael.s.taca [x51:53 . 52:15) 
15218. F:.ael.=:(q0):cea:yea. dy .y=% 
Dem. 
Fo451141.DF:.(q0).a=2.=:(q7):i2ea:yea. dy. y=w (1) 
F.(1).521.>3F. Prop 


152181. F:i.awel.=:2c0.D, (y) .yea.y + [52:18 .2e10:51] 
1522.  P.1CCls 


Dem, 
521.201. (52).a= 0%. 
(51:11] >.(qu).a=2(1=0), 
(2054) >.(32.)).2(p12)=2(2=x).a=2($!5). 
(*105] >.(16).a=2 ($12). 
(20:4] >.aeCis: DH. Prop 

45221. F.Acvel 
Dem. 


EF. 152:16.DF:ac1.9,.q la: 
[2463] DF:Armel 


15222. F.ttxel [x5112.14:28 10:24 , 521] 
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5223. +.qil.q!-1 


Dem. 
F.5222.1024. DE.(qa).¿zel. 
(*20:54] tH.(47,a).a=tx.ael. 
[*10-5] >t.(qa).ael (1) 
F 52:21. 22:35 .DF.Ae—-1. : 
[«10:24] E. (qa) .ac-1 (2) 
+.(1).(2). +. Prop 


15224. P.IFHANCIS.1+ Va Cis [55223 . «24:54 . 24-17 . Transp] 
0023. E.4C1 


Dem. 
E .4152:22 . 2:02, :yea.D.tyel: 
(51:12.10:11.37:61] 3+. ca C1 


*5231. F:xCl.=.(30).«=:¿“e 


Dem, 
F.52:14.DF:xCl.3.« Ce tY, 
(*37:66.51:12] =.(qa).aCV.x=:¿a. 
(«24:11] =.(qa)..=¿“a:>3+. Prop 
x524. Friaelv'A.=:%,ye0.do y. T=Y 
Dew, 
P.152:16 12454 .3 
Fr.ael. =:a4A:x,yea.D, y .c=Yy:. 
[4:37] Dibrael.v.a=A:=:.a=Ac.viapA:2yea.Oe y. 0=Y it. 
(+5:63] =31.0=A:V:2%,y€4.dey.1=Y (D 
E.424:51 1053 .1162.3)F:.a0=A.D:2,y€4.-day.2=y (2) 
F.().(2).472. Miael.v.a=A:=:.2,Yy€0.Do y. =y (3) 
F. (3) ..51:236 . +. Prop 


Esta proposición es útil frecuentemente. Debemos definir el número O como “A; 
de este modo, la última proposición declara que una clase tiene un miembro o 
ninguno cuando, y sólo cuando, todos sus miembros son idénticos. Se observará que 
Xx, y €04.Dx y x= y no implica 1! a, y que, por lo tanto, admite la posibilidad 
de que a carezca de miembros. 
«5241. F:qta.anel.=.(q2,y).2%,yea.c+ y 

Dem. 

+.«2454.DF:.q!la.amvel.=:a+A.arvel: 


[4:56] =ivfacl.v.a=aA): 

(151:236] =:v(ael uv LA): 

(1524.Transp] =:w (2, yea. y. 2=y) 

[11:52] =:(qa, y). yea. ay: DE. Prop 


«5242. F:iacl.d:qlanB.=.anBel 
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Dem. 
Ex51:31. egiten Bf. Ss. ton fB=iz:. 
[20:53] Mia=¿2.D:qglanfB.z=.anfBs=tiz:. 
(*10:1128] — +-:.(392).a=12.3:(q0):3lanB.=.anfBu=itr; 
[10:37] :q!lanB8.3.(q0).an B=1x 


P.(1).1521. +: ¿ael.):qtanfB.2).anfel 
-152:16. M:anfBel.D.qtaní 
F.(2).(3). F.Prop 
5243. FPrael.qlanB.=.acel.anfel [52:42 .5:32] 
45244. F:.ael.D:q!lanB.=.aC$H. 
Dem. 
P.x513l. ig lienfB.=. UCB: 
(*+13:13.Exp] Dr:.a=2.):qlanfB.=.aC8:. 
[10:11:23] DE: (q) .a=2.D):qlanfB.=.aC8:. 
(1e52:1] Mh:iael.D:q!lanB.=.aC8 
F.(1).22:621 . +. Prop 
x5245. Pia Bel.D:.aC8uy.=:a=8.v.aCy 
Dem. 
H.x51:236 LOA" B 
dl Einxzelyuy.=:2=y.V.TEY¡. 
[451223] — Di. ¿2Coyuy.=:o=¿ y. vo Cy:. 


' 


JanB=a 


(*13:21] Mh::a=12.B=ty.D::aCBuy.=ta=B.v.aCy:: 


(+11:1135] DE::(qa, y) a=tx.B=y.D:.0C8Buy.=:a=B.v.aCy 
F.(1).52:1.>3F . Prop 


15246. F:a,8el.D:aC8.=.a=8.=.9 !l(4n B) 
Dem. 
E.51:2:23 . Dir C iy. ==. =1y 
FP. (1) 1321. ias By. :a CB. =.a=8 
F.(2).+11:1135 .152:1.3F:.0,8e1.>:a4CB8.=.a=8 
+.(3).52:44. +. Prop 
152:6. biael.Dimca.2.Uoma.=.amiía 
Dem. 
F151:23. Deixely.=.o=i y: 
(*1313.Exp] M:ia=ty. >: EAS UA, 
(*10:11:23.452:1]b:.ael. D:irea.=.(e=a. 
[51:51] =.e=a 


F.(1).(2).>F. Prop 


152601. bsael Di p(0a) 3:20. bois (qa) mea. $e 
Dem. 


(1) 
(2) 
(3) 


(1) 


a) 


0) 
(2) 
(3) 


(1) 
(2) 
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F.05215.DF:. Hp.D: Elia: (1) 
[e30:4] D:sta.=.2ta. 
(252:6] =.2ea (2) 
F.(1).30:33. > 
bs: Hp.Di.p(1a).=:2010.D,.$r:=:(q2).c1a. $e (3) 
F.(2).(3).3F. Prop 

252:602. F:.2($2)0e1.D: Y (12) ($2).=. $23,123 .=.(92). bz. yz 

[52:12 . 1114:26] 
6261. Prael.D:taef.=.aC8.=.q!(ané) («52601 *£2| 
15262. bia,Bel.D:a=8B.=.1a=08 
Dem. 

F.052:601.D 3: Hp. a sica. o UB: 
[152:6] =:10€0.),.2eB: 
[52:46] =:a=8::F.Prop 


*5263. +:aBel.ap8.D.anB=A [52:46 . Transp] 
52064. F:ael.D.anfBelu'A 


Dem. 
F.152:43. IF:Hp.q!tanB.>.anfel: 
[156-2454] 3+:. Hp.>:anB=A.v.anBel: 
[1e51:236] >:anBelurA:.DF.Prop 
1527. +: B-acel.aCE.ECB.D:E=a.v.E= 8 


Dem, 

F.12241. F:Hp.¿Ca.D2.E=a (1) 
F.a24:55. MD:(EC a). 29.9! E-a (2) 
F.422:48. 2+:Hp. 2>.E-aCB-a (3) 
F.(2).(3). :Hp.(¿Ca).D9.q!E-a.E-aC Ba (4) 
P.a52l. 2+:Hp.>.(q2).B-a=x (5) 
E,(4).(5) 514.3: Hp. (£Ca).D.E-a=8B-a. 

(*24:411] >.E=B (6) 
F.(1).(6).>F.Prop 
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+53, MISCELANEA DE PROPOSICIONES EN LAS QUE INTERVIENEN 
CLASES UNITARIAS 


Sumario del *53, 


Las proposiciones que se ofrecen en este número son en su mayoría tales que 
deberían haber venido, naturalmente, en una etapa anterior; pero no pudieron darse 
tan pronto porque en ellas intervienen las clases unitarias. Debe observarse que 
¿x U (y es la clase constituida por los miembros x e y, mientras que ¿x * (“y es la 
relación que existe sólo entre x e y. Si a y f son clases, ¿a U (ff es una clase de 


clases, siendo sus miembros a y 6. Si R y $ son relaciones, ¿R 1 ¿“S es una relación 
de relaciones; y así sucesivamente. 


Este número comienza por conectar productos y sumas p'x, s'k, p'A, A, en los 
casos donde se especifican los miembros de kx o de A, con los productos o sumas 
aNg,aUB RANAS, RUS, Tenemos 


*5301. F.pia=a 
31. F.pltaviB)=an A 
5314. E.p(xvitta)=pena 
con proposiciones similares para s, p y 3. 
A continuación tenemos un conjunto de proposiciones sobre sumas y productos 
de clases de clases unitarias. La más importante de éstas es 
15322. F.si“a=a 


Seguidamente, tenemos una proposición que muestra que la suma de k es nula 


cuando, y sólo cuando, x es nula o tiene a la clase nula como único elemento; esto 
es 


15324 b:is«=A.=:e=AnmCis.v.r=“A 


(Aquí escribimos “A N Cls” para enseñar que la “A” en cuestión es del tipo 
inmediato superior a las de las otras dos A's). 


> 

Tenemos a continuación varias proposiciones sobre las relaciones de R'x y R'x y 
Ra en varios casos, primero para una relación general R, y después para la relación 
particular s definida en el *40. Tres de estas proposiciones se usan muy frecuente- 
mente, a saber: 


1453:3. L:ElRx.=.Kicel 
453301. H. Ritz = Rig 
15331. F:ElRiz2.D. Ra = Rios Ria 


Las restantes proposiciones de este número son de escasa importancia, y rara vez 
haremos referencia a ellas. 
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*5301. P.pi1i=a 


Dem. 
F.1401.Dhs.zepua.=: Bela. Dd. ceB: 
(51:15) =:B=a.D.zeB: 


(+13191] ¿wear DF. Prop 
5302. F.sta=a 

FLAd011. Eres a. =.(q48).Bela.ceb. 

(+51:15] =.(48).B=a.zeB. 

(=13'195) =.vea: DF. Prop 


15303. P.pR=R (Proof as in 125301] 
45304 +.¿RmR (Proof as in 53:02] 
*531. F.p(“aviB)=an 8 

Dem. 

Fb018..D E. pay 8) =p van pu 8 
115301] =anB.DH.Prop 

Esta proposición puede extenderse a “a UB UL“y, etc. Muestra la conexión 
(para clases finitas de clases) entre el producto p'x y el producto de los miembros 
engíNyN.. 


*5311. F.s(1MauiB)mau 8 


F,140:171 DF. (eau 1 B)=85 au 18 
[53:02] =avB8.3+. Prop 

Aplicamos a esta proposición observaciones similares a las de la +531. 
15312. P.p(URuiS)=RAS [*41:18.15303] 

Esta proposición muestra la conexión entre el producto p'x para una clase k que 
consta de dos relaciones R y S, y el producto RÁS. La proposición puede 
extenderse al producto de cualquier clase finita de relaciones 
56313. F.¿(“RuiS)=RuS [141:171 .53:04] 

Aplicamos a esta proposición observaciones similares a las de la *53"12. 

*5314, F.p(xuita)=piena 
Dem. 
E,440:18.)F.p(xuia)=px nm pita 
[25301] =pena 
5315. F.s(xuita)j=sxua [Prueba como en la *53"14] 
63:16. F.p(AUUR)=PpAAR [Prueba como en la +53"14] 
0317. F.¿(QuiR)=huR [Prueba como en la *53"14] 

La última proposición y la siguiente se usan en conexión con la inducción 

matemática (+91:55 y +97:46, respectivamente). 
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5318. F.s(a—:A)=8x%q 


Dem. 
F.51221.DF:Aea. D.la-AJuifA ma. 
(w53:15] dos a—eA ju A=80. 
[x24-28] >. a— A) =s'a (1) 
E.451222.D)F:Awcea.d. a-tAz=a. 
[+30:37] >. sac A)=8'a (2) 
F.(1).(2). +. Prop 


«63181. F.¿(A—e¿A)=3% [Prueba como en la *53'18) 


«632. A 

Esta proposición requiere, para que sea significativa, que k deba ser una clase de 
clases. Se usa en la *88'47, en el número sobre la existencia de relaciones y el 
axioma multiplicativo. 

Dem. 
+.152601.3F:: Hp.D:.xetir:z:aex.D  cea:=:(qa).aex.cea (1) 
F.(1).80:1:11. > +. Prop 
0321. Fidel... LA pr=s% [Prueba similar] 

Esta proposición requiere, para que sea significativa, que A sea una clase de 
relaciones. 
140322. F.sta=a 


Dem. 
F.4011.DEzzesua.=. (gy) yet “a rey. 
(+37:64.51:12] =.(Uy).yea.cety. 
[51:15] =.(Hy).yea.cy. 
(»13:195) =.2ea3 3. Prop 
853221, Fer iy) meo y ey 
Dem. 
871 O sae (ezo ey). :(qs).re(zuty).ate: 
(«51:131] 5 3(395).se(gruiy).amte: 
(»51:235] =ia=tz.vía=0y: 
(=51:232] =:ae(uz uy): DE. Prop 
163222. Fir=0 “0. ami ia 
Dem. . 
E.13:12.0202.D +: Hp... 02 tg 
(+51:511.*14:21.37:67] =2(9y).yea.z = iy] 
(+51:511] =2 ((qy).yea.2=y) 
[13195] =4:3F, Prop 


03:23. PixCl. Domo 
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Dem. , 
+.5231.3-: Hp. =4(qa).x=4éa (1) 
F.15322.DF:x=1“0.).8x=a 
(153:222] E = Lg (2) 


F.(1).(2).*10:1123.>F. Prop 


53231. F:iixea.D¿.T=y:=:a=A.v.a=ly 
Dem. 
F.a51:141.D +3. gqla:cea.d¿.2=yiz:a=ty () 
ELe1053. Deiogla.D: mea. i=yo. 
[14:71] Diioglarrea. dem yi= o gia. 
[24:51] =.a=A (2) 
E.(1).(2) 14:42:39. +. Prop 


15324. F:isár=A.=:x=AnCls.v.r=éA 


Dem, 
E, 42415 14011 .> 


kisi=A. :(2) :v((qa).aex.zea): 


[10:51] =:(%,a):zea.D.amven: 
(+11:2.410:23] =:(q2).2ea.D), amen: 
[24:54] =:a A... arvex: 
[Transp] =:4€ex.D),.a= A: 


(453:231] =sir=AnCls.v.r=4A 2.3. Prop 


En la enunciación y en la última línea de la prueba de la última proposición, 
escribimos “k = A MN Cls” mejor que “k = A” porque esta Á debe ser del tipo 
inmediatamente superior al de A en “k = “A”, 


La proposición siguiente se usa en la teoría de selecciones (+*83"73). 


15325. FisrnsA=A.D:xnmid=AnMCis.v.rnmdh=éA 


Dem. 
+.140181.3F:.Hp.3:s(xnA)=A: 
[53:24] dixnd=AnCls.v.rnh=0A:.3F. Prop 


—y 
533. F:ElR'z.=.R“xel 


Dem. 
+.4302.D+:,E! R'z.=:(9b):yRx.=y.y=b: 


(132:18.51:16] 


:(q0):yeR“.=,.yetDb: 


[«2031] =:(q0). Rie=0b: 
> 
(152:1]' =:K'ze1:.3+. Prop 


Esta última proposición se usa muy frecuentemente. 
—, 
153:301. F.R““z=R*z 


-.4371 .e5115.DF:yeR“z.=.(q3).2=x.yRz. 
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(xe13:195) =.yRz. 
> 
(*32:18) =.yeR'x:>F.Prop 


453302. E. R(Uzuiy)= Rizo Ry [u37:22.53:301] 
y y 


Esta proposición se usa en la fundamental teoría de la exponenciación 
(*116'71). 


=> 
16331. F:ElR'2.D.R“r=R'ix= Rx 


Esta proposición es una de las de uso más frecuente en lo que sigue. 


Dem. 
F.51:11 .14:18.3+: Hp. .¿Ríz=f (y =R'2) 
[+30:4 = 9(yRa) 
[32:13] =R%z (1) 


.(1).53:301. DH.Prop 
05332. F:ElR'2.El Ry... Rezo y) = Rx Ry 


Dem, 
-.37:22.D +. Raw ty) Roy Ry (1) 
F.(1) ..53:31.3+. Prop 
15333, Fs U=1tete [ase 2) 


R0IIA. hos (UA) <= 8 UB | «332 2) 


5335. Fost (Uv A) =8 68 has (A) 


Dem. 
E.53:34 bss (e UA) (SA) 
[53:11] =8'k USA 
(+40:171] =8s'(x VA). DF. Prop 


La última proposición también puede probarse así: 
ELO A) (Le A) 


(53:11) =8s (xv A) 
[440-171] =3x 68 .,3F.Prop 
> > > v— 
*034. k:ix=Rty.=.Ryel.xeRy.=.(x=Ry.=.1=R'y 
Dem. 
-.x14:21.471.DF:2=Ry.=.El Ry.2= Ry. 
[x30:4.5:32] =.E!R'y.xRy. 
— => 
(+53:3.432:18] =.Hyel.ceRy. (1) 
> > 
(152:6.45:32] =.Riyel.z=Ry, 
—> 
[52:22] =. (x= Ry. (2) 
v— 
(+*51:51] =.a= Ry (3) 


F.(1).(2).(3). DF. Prop 
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535. F:qla.=.aecCis— A 


Dem. 
F.820:41.3-P:7912(92).=.2 ($2) e Cls. q 12(p2)- 
[24:54] =.2(p2)eCla.2 (92) +A. 
(*51:3] =.2 (q£) e Cls — ¿A : DH. Prop 


En la última prueba, así como donde usualmente se presentan ““Cls” u otro tipo 
de símbolos, es preciso abandonar la notación con letras griegas y volver a la 
notación explícita. 

«53561. PL: q1R.=.ReRel—-“A [Prueba como en la *53"5] 
25362. Priaex.qla.=.aex—“A 
Dem. 
+.12454.D)F:aex.qla.=.aex.atA. 
(*51:3] =.aex—=t“A: DH. Prop 
*06353. P:Rerd.q!IR.=.Rer-8ÁA [Prueba como en la *53'52] 

Las proposiciones siguientes se incluyen aquí debido a su conexión con la 

definición de a > $ en el «70, R“GR y R“V son clases importantes, 


.53:6. H:R=A glad. Ra=ca.RUa=iA 


Der. ss 
b 33:15:24] .2413.F: Hp.) R'z=A 1) 
b.(1) 377.0 +:Hp.D.R“a= $ (qa) .zea.B=A) 
[10:35] =Blqla.B=A) 
[+4:73] =B(8=A) 
[51:11] na (2) 
Similarly +:Hp.).K“a=“A (3) 


F.(2).(3).>3F. Prop 
+53601. F:q!la.and'R=A.2. Rita= A 
Dem. pa 
E.1334l. )+:Hp.2ea.2).R'=A a) 
FP. (1).8377.DH:Bp.2.Ka=É (92) cea. B= A] 
[10:35] =$(q!1a.B=A) 
[+4:73.051:11] =“A: >. Prop 
153802. FL: qla.anD'R= e >. Rata [Prueba como en la *53'601] 
453603. F:q1-0'R.D.RU(- OR) =4A [e24:21.453:601] 
253-604. F:q1=D'R.>. Fe —D"R) mA [424:21 . 53-602] 
16361, HF: URCA.UR4a.D Ram EUR LA 


Dem. 
F.122:92. >+:Hp.).a=(URu(a- (UR) (1) 
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+53614. 


Dem. 
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H.a246.. —DF:Hp.).q la-(AR. 

[424:21.53601] >. Ri (a—- UR) ELA (2) 
F.(1).37:22.F:Hp.>. Rtq= RU Ry Ria (UR) 

[(2)] e RRA: DE. Prop 

+: D'RCa.D'R+a.D. Rias RUDR UA [Prueba como en la +5361] 
E: UREV.D AV RR A [453:61 . 24:11] 

E: DIRE VW. RV RUDA (453-611 2411] 

p.RUR RV LA 


E .53:612 . 22:68 . 12421 .> 


E:UREV REV CA e RARO A a) 
E 22481. VD RIVA RRA (2) 
037772 .451:36 022621 DH. RR A > RUOER (3) 
F.(1)-(2).(3). DF. Prop 


€ 
+03615, +. RDR=R“V—A [Prueba como en la «53'614] 


Las dos siguientes proposiciones se usan en la *70"12. 


53:62, 


Dem. 


153621. 
5363. 
153631. 
15364. 
+53:641. 


— — 
E: RU RCy.=.R“VCyuitA 


H.153614.3+ ¿MARC y EV A Cy 

[24:43] =>-R“V CyuA DH. Prop 

E: EDIR Cy.=. Rey CyuéA [Prueba como én la *53'62] 
F:A REV. .D'R= R“dR véA (37-78. 53:612] 
F:DREV.2.DR=RUDIRULA [e87:781.053:618] 


>) > 

E: UR VD DR= RAR [+37-78] 
tc E 

F: D'R =V De D'R = R*D'R [e37-781] 
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+54, PARES CARDINALES 


Sumario del *54, 


Los pares son de dos tipos, a saber 1) ¿“x Ut*y, en el cual no existe un orden 
entre la x y la y, y 2) ¿x f “y, en el que hay un orden. Podemos diferenciar entre 
estos dos tipos de pares como cardinales y ordinales, respectivamente, ya que (como 
se verá más adelante) la clase de todos los pares de la forma «*x U ¿“y (en donde 
x F y) es el número cardinal 2, mientras que la clase de todos los pares de la forma 
¿x t “y (en donde x + y) es el número ordinal 2, al que, con objeto de distinguirlo, 
le asignamos el símbolo **2,”, en donde el sufijo “r” significa “relacional”, dado 
que el ordinal 2 es una clase de relaciones. En éste y en los siguientes números, 
definiremos el 2 y el 2, como las clases de pares cardinales y ordinales, respectiva- 
mente, dejando para más adelante el mostrar que 2 y 2,, tal como se definieron son, 
respectivamente, un número cardinal y ordinal. A un par ordinal también se le 
llamará par ordenado o bien par con un sentido. Así, pues, un par con un sentido es 
un par del cual uno viene primero y el otro segundo. 


Introducimos aquí el número cardinal O, definido como A. Que el O así 
definido sea un número cardinal se probará en una etapa posterior; por el momento, 
posponemos la prueba de que el O así definido goza de las propiedades aritméticas 
del cero. 


Los pares cardinales son mucho menos importantes, aún en la aritmética cardi- 
nal, que los pares ordinales, que se considerarán en los números siguientes (+55 y 
*56). Es preciso, sin embargo, probar algunas de las propiedades de los pares 
cardinales, cosa que se hará en este número. Algunas propiedades de los pares 
cardinales que ya han sido probados se repiten aquí por conveniencia de la 
referencia. Las definiciones del O y del 2 son: 

5401. 0=L£A Df 
5402 2=4((qx,y).2+y.a=ixuityj Df 

Muchas de las proposiciones de este número, excepto aquellas que únicamente 
incorporan las definiciones (*54*1*101*102) se usan muy pocas veces. Entre las más 
importantes están las que vienen a continuación 
6426. F:trutyel.=.=+y 
ab43. +.2=4((q2).cea.a—¿zel) 

«44. +:BClrzury.=:B=dA.v.B=ic.v.B=tly.v.B=tízu ly 
45453. F:ace2.x yea. 2 y DD. a=ixviy 
15456. F:are0du1v2.=.(q2,y,2).2,y 160. cpy. cz .y+z 
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SECCION A. CLASES UNITARIAS Y PARES 


*5401. 0=4“A Df 
*5402. 2=4 ((qe, y) .2+y.a=ézu ty) Df 
aL. +.Q=CéA ([(«54:01)] 
64101. bL:ace2.=.(qa, y) .c+y.a=tov iy [(x5402)] 


54-102. F:ae0.=.a=A f154:1] 


Las dos proposiciones siguientes ya aparecieron en el *S1, pero se repiten aquí 
porque pertenecen al objeto de este número. 


AL. bit iy= ie ir, =.y=z [+51:41] 
422, Pitlruiy= zu iW.=:ia=2.y=W.V.0=0.y=f [51:43] 
0425. Fiteviyel.=.eey 


Dem. 
EL452:461 2258. riu ttyel.D. gu Uy=éc. ey Uy ety. 
[+20:23] Dd. la=ty 
FL22056. Dra=y revista, (1) 
[52:22] Dd. “yel 
F.(1).(2) Desteviyel. stoy. (2) 
(+5123] " =.2=yiDF.Prop 
*5126. F:ixviyel.=.e+y 
Dem. 


FAO Dit yl. 
2(JW) ¿WU ye ts, 


[*54-22] =S1 (9 wW):£Hwix=t.y=0.V.2=41.ysg; 
[+44.41141]=3.(92,0).24w.20=2.y=w.0, 2. _ 
(w13:22] Soy vay os, Gr. DH yu, 
(*13:16) s:i2+y:: DH. Prop 
*5427. F.irutyelu2 [«54:25:26) 
54271 F.102=4 (qu, y).a= ty y) 

Dem. 
F.44:42.5 
bam tzuiy.=:0=y,a=1xu 

Y VW.<Ey ame". 
F.(1) ALTURA Eo. (32, y) am to y. ty 
Si(92,y).2=yY .a=tou iy v 1) 
. *V.(H2, . 

(*13:195] te og ASE ey, 
(x22:56] =:(92).a=Ub.v. (qe y). c+y.amtos ty: 
(«521.54 101]=:ael.v.ac2: ys 
[x22:34] =:aelu2:.3F. Prop 
«543. +.2=2 ((qu).zea.a— tel] 

Dem. 
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PARTE IL PROLEGOMENOS AL CARDINAL ARITMETICO 


F.1562:1 .10:35.> 

P:(qu).zea.a—tzel.=.(9z, y). cea. .a-ta=tiy. 
[ss122 22] =S (qe, y) ¿enty=A.Uxviy=0a. 
[w51:231.e54:101]) =.qae2:3F. Prop 


044 E Blrrviy.=:B=A.v. Bi. v.Baty.v.B=Urv Uy 
Dem. 

F.4512. De: yeB. Dd ixuviyCOB8: 

[Fact] :ABCiteviy aye BD BC ia ty tru ryCB. 


(+22'41] Din iy 
F.5125 DP: Blitz uy yoeB.D:BC io: 
[51:401] D:B=A.v.B=itx 


Similarmente F:.BCizvuty.2neB. DBA. v.B=t y 
+.(2).(3) 348.) 
FipBlrruviy (a, yeB).D0: BA. v.B=tte.v.B=ty 
F.(1).(4) 348.) 

F:BClavty Di: B=A vv Bola ¿Bully v Bm lv ty 
F.«2412.1225842.3 

tnBRA.v Belo vr. Bmily v Bru iy: BC iavty 
P.(5).(6).3F. Prop 


(1) 


(2) 
(3) 


(4) 
(5) 


(6) 


Esta proposición muestra que una clase contenida en un par o es una clase o 
o la clase unitaria, o el par mismo; de lo cual resulta que el O y el 1 son los único 


números que son menores que 2. 
5441. bi:ae2.9::8Ca.):B=A.v.Bel.v.Be2 


East. De Bio v.Bmity:D.Bel 
E.450426.D hina y. DB zu tty.).Be2 

F-(1).(2).544.> 
bua+y.::BCiaviy.D:B=A.v.Bel.v.Be2:: 
(«1312J)h::a=av iy. apy.2::BCa.D:B=A.v.Bel.v.Be2:: 
[11:11:35] > 

E:.(qu, y). a=txviy.+y.D:.BCa:B=A.v.Bel.v.Be2 
F.(3)..54:101 .3F. Prop 


54:411. F:.ae2.3:8Ca.2).Be0v1v2 (15441:102] 


0442. b::ae2.3:.BCa.q!18.Ba.=.Betóa 
Dem. 
F.e544. Denma=tauiy.D:. 
BCa.q!1B.=:B=A.v Briz .v.Biy v Bai glB: 
(124:53:56.51:161] =:Bta.v.Bely.v.Bza 
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(1) 
(2) 


(3) 


(1) 


SECCION A. CLASES UNITARIAS Y PARES 


45425. Transp.15222.Dh:0+y.D.ouiyd iz. ruiy+ ly: 


(*41312] Dr:ia=eéxviy. cy. apto. adi y (2) 
F.(1).(2).Drua=izuéy. 2 y.D:. 
B£Ca.94!:B.B+a.=:B=lx.v.B=t'y: 
(51:235] =:(q7).2e0.B=1%z: 
[37:6] =:Bela (3) 
E, (3) 11:11:35. 954101 DF. Prop 
*5443. F:.aSel.D:anB=A.=.auBe2 
Dem. 
Fa5426.Oh:.a=t0.B=i y .D:au Bel. .=. cy. 
(451:231] =.Uznty=A. 
(*13:12] =.anf=A 0 
E. (1) 11:11:35.) 
E:.(qa, y).a=2.Bx=i'y.D:auvBe2.=.anf=A (2) 


F.(2).*11:54.52:1.D +. Prop 


A partir de esta proposición resulta, cuando se haya definido la suma aritmética, 
que 1 +1=2, 
5444. Fiz wel zu y. p(2,w):=. (2,2). (2, y).$(y, 2). $ (y, y) 
Dem. 
F.51:234 .411:62.DF:.2,wetxuty.Dv.p(2,w):=: 
zelrvty.2,.d(:0).p(2, y): 
(x51:234.41029]=:p (2,2). (2, y) b(y,2) $ (y, y):.+F. Prop 
4441. Fiz welbtouiy. ww ple, Ww):=:.2=y:v:9(x,y). $ (y, 2) 
Dem. 
EG Decio wet iy. 2 WD. p(5,w):=:. 
E, WeElZVLEY. deco w.V.P(L,w):. 


[45444] =:0=x.v.q(2,1):2=y.v.p(2,y): 
y=x%.v.p(yi):y=y-.V.P(y y): 
[1315] =:i0=y.V.p(,y:y=zx.v.p(y 2): 


[x1316.441]=:x=y.v.d(2, y). (y, 2) 
Esta proposición se usa en la *163'42, en la teoría de relaciones de relaciones 
mútuamente exclusivas. 
504442, EuztHy Diz welzu y. : WO p(2,0):=. (2,4). $ (y, 2) 
[54441] 
64443. biurBy:d(a,y).=. (y 2): D:. 
zwelecviy sw. ¿(5 w):=.p(2,y) [54442] 
*B4:46. F:.(q2,w).z welzuty.p(x,w). 
=:3Q(x%,x).v.$(2,y).v-¿(y,2).v.p(y, y) [u51:235] 
54461. bio (a) ly y). :.(q2, 0). welzu ty. (sw). 
=:0(x,y).v.$(y, a) (54:45) 
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PARTE 11. PROLEGOMENOS AL CARDINAL ARITMETICO 


64452. hiiw¿ó(2,2). $ (y y): 9(3,y).=.b(y,2):3: 

(qz,w).2,weteuy.p(,w).=.p(2,y) [54451] 
5496. Ex(qw).zwertzuiy.epw.=.o+y [154452.+1315:16) 
*54b. F:.ae2.D:aCcézuiw.=.a=iézui'w 


Dem. 
-.e544.3 
FinaCiózuiw.D:amA.v.a=(2.v.a=tw.v.a=izu LW 
-,154:3 24:54. F:Hp.2.aFA 
542601315. >: Hp.D.aqutz 
F.(8)2- >H:Hp.D.a4iw 
E.(1).(2)-(3).(4).*2:53.F:. Hp.D:aCiguiw.D.a=1su 0 
+.122:42. De:a=2u 1 w.D.aCigu tw 
F.(5).(6).3+. Prop 
*54:51. +:.ae2.8e1lv2.>:aC8.=.a=8 

Dem 


h.o54o5.Dbi.ac2 Biz. Dra CB .=.0=8 
+.(1) «e11:11:35:45 . > 
bs.ae2:(qe,w).B=i2viw:D:aCB8.=.a=8 
F.(2) .54:271..3F.. Prop 
15452. P:.a,Be2.D:aC8.=.a=8.=.8Ca [5451] 


54:53. F:ac2.2 yea. py.) .a=iruly 


Dem. 
F.51:2. +: Hp..¿oCa.tyCa. 
(+22:59] DD. iruvityCa 
F.45426 . DF: Hp... tu tye2 


F.(1).(2) .15452.>3+F. Prop 
a04:531. F:.ae2.D:x2,yea.2+y.=.a=tu ty 


Dem, 
F,45453.Exp.)F:.a0€2.D:2,yea.2+y.D.a=tzu ly 
F.5426. )h:ac2.D:ra=i zu iy DO ay 
5116. I:ia=éxuty.D.zyea 


F.(2).(3). Dial. :a= iu iy... yea. oy 
F.(D.(4). 3H. Prop 


4D4. b:ael.=:x yea. +y doy aio iy: (qe, y). yea.c+y 
Dem. 
+.454:531 11:11:33. De:.ac2.D):x2,yea. cy. dy amu ty 
F.51:16.54101. Dr:a062.3.(q7,y).2,yea.c+y 
F.45:3.13:27 . Dii.z yea. y. a=ixuty:): 
yea. ey Dc qy.a=t ru ly: 
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(1) 
(2) 


(3) 
(4) 


(5) 
(6) 


(1) 
(2) 


(1) 
(2) 


(1) 
(2) 
(3) 
(4) 


(Mm) 
(2) 


SECCION A. CLASES UNITARIAS Y PARES 


[.11:11:32:34] M:i.xyea. oy. d,, y ama iy:D: 
(qu y).2yea. cy.) (qe, y). cy. amix ty (3) 
E.(3).Imp.154101 .)F:.x2,yea.2+y.O, y a=txuiy: 
(qa, y). yea.z+y:D.ae2 (4) 
E.D-2).(4). >+. Prop 


En la última proposición, “x, yea.x y.Dx, y .a=4éx Uy” asegura que a 
no tiene más que dos miembros, mientras que “(Hx, y) .x, y €.x + y” asegura 
que a no tiene menos que dos miembros. 


*5455. F.0ulu2=4(x,yea.2+y. day a=tizu ly) 
Dem. 
Ed 42. Derio yea cy. day a=i ru ty:=:. 
yea. ey Oe y amu iy: (qx, y). yea. oyo. 
vi.zyea. oy. y a=02u iy: (qa, y). yea.z+y (1) 
F.1163.)-:. (9x2, y). yea. y. .D:zyea. iy day a= tu ty: 
[e471] De:.ziyea.c+y.da y a=trv iy: (az y). yea chyi=: 
(qx, y). yea. c+y: 


(+11:521] =1%,y€4. dy. T=Y: 

[152:4] =:ae0u1 (2) 
F.(1).(2)..e54:54..> 

biz, yea. py. y a=i2uty:=:ac0ul.v.ac2: 

[w22:34] =:ac0u1u2:.3F. Prop 


*5456. P:are0u1u2.=.(q2,4,2).2,y,20e0. py DEL yz 
Dem. 

Ed 5S 11:52.) 

Fiase0u1u2.=:(q2,y).2,yea.c+y.a+iruty: 


(151:2.22:59] =:(92,y).“zutyCa.c+y.aqgtzuly: 
(+24:6] =:(q2, y) .xvuiyCa.c+y.q!la—(tautty): 
[*51:232.Transp] =:(q2,y):cuiyCa.c+y:(q2).2ea.epo.s+y: 


[x51:2.22:59] :(qu,y 2).2,yzea.opy.2+z.y+e:.DE.Prop 

En virtud de esta proposición, una clase que ni es nula, ni una clase unitaria, ni 
un par, contiene por lo menos tres miembros distintos. Por lo tanto, resulta que un 
número cardinal distinto del O, 1, ó 2, es igual o mayor que tres. La última 
proposición se usa en la *104'43, que es un teorema de existencia de considerable 
importancia en la aritmética cardinal. 
*046. FianBrA.area.yyeB.): 


Dem: tovity=i2uly.=.c=x .y=y 
+.8512,3-:.Hp.3:¿2Ca.1e Ca.cyCOB.cy CB. anfB=A: 
[+24-48] Dinar ya duty zm aid yy, 
(151:23] =.e=g .y=y:.DH.Prop 


La última proposición es útil tratándose de conjuntos de pares formados por un 
miembro de una clase a; y otro miembro de una clase f, en donde a y f no tienen 
miembros en común. Se usa en la teoría de la multiplicación cardinal (*113"148). 
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*55. PARES ORDINALES 


Sumario del *55, 


Los pares ordinales, que ahora se consideran, son mucho más importantes, aún 
en aritmética cardinal, que los pares cardinales. Sus propiedades son en parte 
análogas a los de los pares cardinales, pero, en parte también, a las de las clases 
unitarias; pues ellas son las relaciones existentes más pequeñas, del mismo modo 
que las clases unitarias son las clases existentes más pequeñas. Las propiedades que 
son análogas a las de las clases unitarias no exige que los dos términos del par deban 
ser diferentes, es decir, son válidas para ¿“x f “x así como para ¿“x f ¿“y (donde 
x * y); por otra parte, las propiedades que son análogas a las de los pares cardinales 
exigen, en general, que los dos términos del par ordinal deban ser distintos. 


La notación ¿x ? ¿“y es engorrosa y no nos proporciona una ayuda fácil para 
mostrar al par como una función descriptiva de x para el argumento y, o viceversa. 
Por tanto, introducimos un nuevo símbolo, “x y y”, para el par. En un par x y y 
llamaremos a x el relacionante del par, y a y el relacionado. En virtud de las 
definiciones dadas en el +38, esto da origen a las dos relaciones x 4 y y 4; por tanto, 
obtenemos las notaciones x y “B, 4 y“a, a yy, 0 Y *“*B y así sucesivamente, las cuales 
se usarán mucho en lo que sigue. Debe observarse que x J *f significa la clase de 
pares en los que x es el relacionante y un miembro de f es el relacionado, mientras 
que y y“a o a y y simboliza la clase de pares que tiene y como relacionado y a un 


miembro de a; como relacionante; qa: + “8 representa a todas las clases de pares del 


tipo como 4 y*a*, en donde y es un miembro cualquiera de $; y en virtud del *40"7, 
sa Y “8 simboliza a todos los pares ordinales de los cuales el relacionante es un 


miembro de a, mientras que el relacionado es un miembro de $. Esta es una clase 
muy importante, que se usará para definir el producto de dos números cardinales; 
pues es evidente que el número de miembros de s'a: y “B es el producto del número 


de miembros de « y el número de miembros de B. 


Las pocas proposiciones que vienen a continuación son consecuencias inmediatas 
de la definición de x y y y de las notaciones introducidas en el *38. Entonces 
llegábamos a varias propiedades elementales de la relación x y y, de las que las más 
empleadas son las siguientes: 

45513, F:is(2jy)w.=..=z.v=y 

5516. +.D( | y)=ex.(U(x y y) =y. Ce | y)= xv y 
45516. F:D'R=“x.U'R=¿y.=.R=z] y 

155202. P:wc|y=2Jw.=2.2=2.y=w.=.y e=wje 
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SECCION A. CLASES UNITARIAS Y PARES 


Esta proposición debe contrastarse con la +54"22 para dar una razón del por qué 
los pares ordinales son más útiles en aritmética que los pares cardinales. En virtud 
de la proposición anterior, cuando dos pares ordinales son idénticos, sus relacionan- 
tes son idénticos, y sus relacionados son idénticos. 


A continuación nos ocupamos de varias propiedades de las relaciones x y y 4.x. 
Estas proposiciones juegan un importante papel en aritmética. Se observará que si 
dos términos tienen la relación x y, el relacionante es un par cuyo relacionado es el 
relacionado en la relación x |, es decir, cuando tenemos R (x 4) y, tenemos R =x y y 
(cf. *55-122). Observaciones semejantes son aplicables a la relación y x. La clase 
y x“a, que está constituida por todos los pares cuyo relacionante es un miembro de 
a, mientras que el relacionado es x, es importante. Tenemos 
165232. +: 9! | r“an[y“B.=.2=y.q!lanf 

Esta proposición es frecuentemente útil. 

A continuación (*55:3—:51) procedemos a dar varias propiedades de x y y que 
son análogas a las propiedades de la clase unitaria. Entre las más importantes de 
estas propiedades están las siguientes: 

45053, FixRy.=.JyER.=s. 94M yaR 
Esta es la análoga de la *51:31. 
«0634 +: 1R.RExfy.=.R=zly 
Esta es la análoga de la *51:4, 
*005. PP: RGxjyuzsjw.=: 
R=dA.v.R=2jy.v.R=jw.v.R=cjyuzjw 

Esta es la análoga de la *54:4. 

Ahora proseguimos con aquellas propiedades de los pares ordinales que no son 
análogas a las de las clases unitarias. A fin de conectar el número cardinal 2 con el 
número ordinal 2,, tenemos la proposición 


65:54. burgy.D0 O R=42v ty RóR=A.=:R=el y. v.Roy | a 

Esta proposición muestra que las únicas relaciones asimétricas que tienen un par 
cardinal dado ¿x Uy con respecto a su campo son los correspondientes pares 
ordinales x y y e y + x. Tenemos a continuación un conjunto de relaciones sobre los 
productos relativos de pares con otras relaciones, esto es, sobre R'l(x y y), 
GINIS y RI(x 4 y) IS Estas proposiciones son muy útiles en aritmética. La 
principal de ellas es 


«6661. FP: El Ri2.ElS%w.).(RIS)( | w0)=(R“) | (Sw) 


Finalmente, tenemos cuatro proposiciones que pertenecen, por su objeto, al *43, 
pero que no pudieron darse allí debido a que las pruebas necesitan el uso de pares 
ordinales. 


5501. 2ay=uxf iy Df 
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PARTE Il. PROLEGOMENOS AL CARDINAL ARITMETICO 


15502. R'zJy=R“<]y) DI 
Esta definición sirve únicamente para evitar los paréntesis. 


51. F.zly=(“x)7 (y) [(55:01)] 
5511. FF. y=]yr=>e | y=e:P y [38:11 .055:1) 
«5512. +.Elx|y [55:11 .*14:21] 


«56121. -.Eljyz 

455122. -:R(x)y.=.R=zly [55:11] 
156123. L:R(|y)r.=.R=xjy [55:11] 
205513. Eis(o | y)w.=..=2%.w=y 


Dem. 
F.135:103 4551.) F:x(2]y)w.=.2elz.wetly. 
51:15] =.1=d%.w=y: 3. Prop 
1556:132. P.z(z | y) y (x55:13] 
a66:134 +. 1 (24 y) [155132] 


45614. F.aJy=CovyJoe (55113 .131:131] 
*5615. +.Díx|y=:x.Utx | y=iy. Cto | y=txwv iy 
[35:85:86 . 51:161] 
*6616. +<:DR=ie.(R=ty.=.R=zx y 
Dem. 

+.433:13:131 .+5115.2 
E: D'E=¿ 2. A R= (y .=3.(q).2Rw.=,.2=0:(q5).2Rw.=y.0=Y 1. 
[14-122] 22 (qe, w).2¿Rw:(quw).¿Rw.D,.2=x: 

(qu, 2) .2¿Rw:(3q2).2Rw.),.w=y:. 
3.(q2,w).¿Rw:(quw).:Rw.>,.2=x<:(q2).2¿Rw.Iy. 0 yt. 


[+11:23.4:71] 


(+10:23] =:1.(q2,w).2Rw:2Rw.D, y. 2=2:2Rw.D, 9. W=Y 3» 
(*11:391] = + (q2,).2:Rw:2Rw.D,¿y.1=%.W0=Y: 

[114123] =02RW. Ey 12 2.W=Y! 

[55:13] =:1£Rw.=4y (0 ]y)w:. 

[21:43] =tR=ez]y:: 5. Prop 


La última proposición es importante, y se utilizará con frecuencia. 
«66161. Ha jy=R(D'R= tU R= 0y) 


Dem. 
F.155:16 . 12015. 


E. R(DR=0.UR= uy) = R(R=x4y) 
[51:11] = (2) y) (1) 
F.(1) 51:51. E. Prop 
ve e 
«517. F.xjy=Dien U4y) [e55161 .*33:6:61] 
5052.  tizly=x[z.=.y=2 
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Dem. 
-.430:37 .45511:12.)+H:y=2.D.efy=xujlz 


F.230:37 33121 .> 
hiajy=2=/2.D.U'2 y=Uzyz. 


[55:15] Dd ly= 1, 
[51:23] d.y=2 
F.(1).(2).>3F. Prop 


155201. Fr:aJ:=yJ2.=.==y 
155202. Frio [y=2eJw.=.t=2.y=w. 
Dem. 
+.155:2:201 .2 
hia=2.y=w.D.rly=2Jy.2[y=:2lw. 
(x13:17] D.ely=2 
-.230:37 .133:12:121.> 
tiely=2w.3.Dir]y=D" | w.Uiwejy=U2w. 


.y|o=wjz 


(v55:15] Dilr= tr. ty iw. 
(151:23] D.=2.y=w 
F.(1).(2).> 
hicly=2]w.s.«=2.y=w 


Similarmente 
kriyjo=wjz.=.e=z.y=0w 
F.(3).(4).3+F. Prop 
La última proposición es importante 
5521. +F.Ua|=V.djJar=V (33-432 . «55:12:121] 
85522. F.Dzj=R(aqy).R=x/ y] [155122] 
155221. +.D'Je=XR ((qy).R=y/x) [455123] 
155222. F:ReVDo|.=.D'R=14x. Rel 


Dem. 
F.45522:16.3+:.ReD'2].=:(qy).D'R=x.1'R=i y: 
[*10:35] =:D'R=“x:(qy. UU R=iéy: 
[152:1] =:D'R=(v.(1'Re1:.3F.Prop 


155223, +: ReD'[.=.('R=tée.D'Rei [La prueba como en la *55*222] 


455224, F.Dx [nm DJ] y= (o 4 y) 
Den. 
+.155:222:223 . 3 


b:ReD“ | aD y .=.D'R= ix Rel UR=4y.D'Rel, 


(152:22.44"71] =.D'R=¿“«. UR=iy. 
[x55:16] =.R=ajy. 
(51:15) =.Ret (a ]y):D+.Prop 


(1) 


(2) 


(1) 


(2) 


a) 


(4) 
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25523. .z“a=k((gy.yea.R=z] y] [*3813) 
*56:231. H.Jaa=É((qy).yea.R=yJx] [*38:131] 
*55:232. +29! “any “B.=.2=y.qlanf 


Dem. 
F 055231 11:55 .> 
teigqijatan y BB =:(qR):(q3,w).2e0.R=2|<.weB.R=w/y: 
(11 3:195] =:(q2,w).2ea.weB.sJa=w]y: 
[+55:202] =:3(q£,W).1e0.weB.2=y.2=wW: 
(*13:195) =3(q2).2eanB.a=y: 
(+10:35) s:q!lanfB.e=y:.3+.Prop 


155233. F:iz+y.D. e tanjy B=A (155:232 . Transp) 
Las dos últimas proposiciones se usan frecuentemente en aritmética. 
15524 bé] “aia 


Dem. 
+. st1:11.5 
Eiz(éx | “aw. .=.(qR).Rex]“a.zRw. 
(x55:23] =.(qR,y).yea.R=x/y.zRw. 
(*13:195] =.(9y).yea.z(2 yw. 
[55:13] =+(Hy)yea.s=2.w=y. 
(+13:195) =.E=X WEN. 
[e51:15.35:103] =.2(xPa)w:. +. Prop 


05241. F.¿Jatam=af io [La prueba como en la *55:24] 
15525. F:qla.D.D“xj “ami io 


Den. 
+.137:67 ,433:12.055:12.3 
F:BeD“2/“a.=.(qy.yea.BrRrD'r]y. 
(55:15) =.(4y).yea.Bulfz. 
(10:35) =.qla.B=tx . (1) 
E.(D).D+::Hp.9:8eD“2)“a.=.B=tw. 
[+51:15] =.Bettio:. DF. Prop 


55251. +: 14.9. Jo a=1i 1% [La prueba como en la *5525] 
Esta proposición se usa en la teoría de la multiplicación cardinal (*] 13-142) 

25526. +.(U “ej “a=ia (55:15 37:35) 

155261. F.D“ Jrta=1a (55:15 1:37:35) 

«56:262. F:Ju“a=/y“B.dD.a=8 [w55:261 .153:22) 

55:27, +.C“Joa=C"x]“a= 8 (ay yea .B=ixzuity] [55:15] 

155283. +t:Ufy=U | 2.=.y=8.=.2eJ y=xj3 

(55:15 .0051:23 .55:2] 


255281. +:D'y[c=D%jx.=.y=z.=.yjao==lx 
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05282. +: Ca y=C'x|2.=.y=f£. 
[*55:15:2 .«54:21] 

155283. +:Cy j2=Có9[2.=.y=3.=.yja=e*]< 

*5529. +.U|(oj)=¿ [55:15 .034:42] 

255291. F.D|(Ja)=0 [15515 .+3442] 

155292. F.C|(2 J)=C|(J2)=8)(a=av iy) [e5515..34:41] 

Las proposiciones siguientes, hasta la *55'51 inclusive, ofrecen las propiedades 
de los pares ordinales que son análogas a las propiedades de las clases unitarias. 
053, F:xRy.=.2JyClR.=. qUe pyaR [113:21:22.455:13] 

La primera mitad de esta proposición es la análoga de la *51-2; al igual que esta 


proposición, proporciona un medio de reducir proposiciones a la forma de inclusio- 
nes. Con respecto a la segunda mitad, compárese con la *51*31. 


.2ly=x]z 


a031. btizjy=zjw.=.s.(2/y)w.=.c(2 w)y.=.c=r.y=u 
Esta proposición es la análoga de la *51"23. 
Dem. 
F.55116.D E: y=3 we. Di] ys. UU y=¿w. 


(»55:15] Ss. (yal. 

(151:23] ==... Y, (1) 
(*55:13] =.a(s | )y. (2) 
((1).13:16] =.E=E.W=Y. 

(55:13) =.s(2]y)w (3) 


F.(1).(2).(3).DF. Prop 
16532. Fixfjyarju=d.=:o e. v.y 


Dem, 
EBay]. =.=(e] wy. 
(55:13) E-E=F.Y=W () 
F.(1). Transp . +. Prop 


6533. +:xRy.=.: yóR=x<]y [1553 .123:621] 
*5534. H:IR.RExfy.=.Ruo ly 


Den. 
Ed55:13.D0 E: RRE y.=:(q20).2Rw:2Rw.D, y .10.t0myt 
(11 4123] =:32RW.3,y.1=0.W=y: 
(+55:13] =:2¿R4.Z=,y.$(8] y)w:.3F. Prop 
65341. F::RGxjy.=:R=A.v.R=zjly 
Dem. 
F.et42.D-:.RGxjy.=:RExjy.R=A.v.RGxjy.R+A: 
(25:54) s:RGely.R=dA.v.RExjy.q!R: 
(855:34] =s:RCExjy.R=d.v.R=zjy: 
[25:12] =:R=d.v.R=2)y:.3F. Prop 
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156365. +:Ráazjy=ÁA.Ruxjy=8.=.78y.R=8-2ux0]y 
Dem. 
F.125:47 .5 
HF:Rázs|y=A.Ruejy=8S.=.2 yES.R=Sajy. 
[1553] =.Sy.R=8-2%/y:3F.Prop 
15536. F:xRy.=:(R=xjyuzjy=R 


m. 
F.18553.DF:2Ry. 


=.aJyER. 
[+23:62] =.¿JyuR=R. 
(u23:91] =.(R=uzxjyuzrjy=R:>3F.Prop 


*5537. b:ixea.ye8.=.2jyCatí8 


em. 
-.435103.DF:xea.yeB.=.(a7 B)y. 
[155'3] .2jyCa?8:3F.Prop 
La siguiente proposición es la análoga de la *51:232 
*554  btialejyuz[wb.=:a=x.b=y.v.a=2.b=w 
[»55:13 . 23:34] 
5541. t:Rezxjyuz[w.D:.alb.d.,.$(0,b):=.p(x, y). (2, w) 
Dem. 
E.554. DF: Hp.D::aRb.Da $ (a,d):=:3. 
a=x.b=y.v.a=z.b=w:)D,,.¿p(a,b):. 
(4477) =:.(a,b):.a=x.b=y.>.p(a,b):a=2.b=w.>.¿(a,b):. 
(r1131]=:.(a,b):a=x.b=y.>.$(a,b):.(0,b):0=2.b=w.D.¿(a, b):. 
(x1321]=:.$ (2, y). p(2,w)::. +. Prop 
La última proposición es la análoga de la *51:234, La siguiente proposición 
(*55:42) es la análoga de la *51:235. 
125542. +t::R=xjyuzjw.>:.(qa,b).aRb.p(a,d).=: p(x, y). v - p(2,w) 
Den, 
+.4554.3+::. Hp.>::(qa,b).aRb.¿(a,b).=:. 
(qe,b):.a=x.b=y.v.a=2x.b=w:¿p(a,b):. 
[4404] =:.(qa,b):a=x.b=y.$(a,b):v:a=z.b=w.p(a,b):. 
(*11:41]=:.(q0,b).a=x.b=y.p9(a,b).v.(qa,b).a=2.b=w.¿(a,b):. 
[(«1322]=:.$(2,y).v.$(2,w):1.3+. Prop 
*0543. Fiz[yuzsjwu=ajyuecld.=.2=c.w=d.=.. w=c]d 
Esta proposición es la análoga de la *51'41. 
Dem. 


um 


F.155202.DF:2=c.w=d.).2¿[w=cjd. 

[+23:551] Dixfyuzjw=z=fyucid 0) 

E,e2358. Dr:i.rjfyuzjwu=r]yucld.: 
z[wCExjyuc|[d.cjdExJyuzjw: 


432 


SECCION A. CLASES UNITARIAS Y PARES 


(155:3:13.42334)D:2=x.w=y.v.2=c.w=d:c=x.d=y.v.c=2.d=0w: 
(+13:16] Diz=a.w=y.v.2=c.w=d:c=x.d=y.v.2=c.w=d: 
[44:41] Dis=x.w=y.c=a.d=y.v.r=c.w=d: 

[13172] D>D:iz=c.w=d 


F.(1).(2).DF:zJyuzju=x[yucid. 

F.(3).55:202.3F. Prop 

55431. FiizJyuz[w=ajbucjd.D: 
e=a.y=b.2=c.w=d.v.2=c.y=d.2=4.w=b 


.2=c.w=d 


Dem. 
ELa55d. ii de ia 
uo: t=0.0=b.v.u=c.v=d:. 


a p 


(4111) DIS YySy.V.E=2.Yy=00: 
a=:2=0.y=b.v.2=c.yz=d:. 
(*13:15] Dinx=a.y=bd.v.2=c.y=d 
F.5543.D::2=a.y=b.D0:2yuzju=ajbuzjw: 
(13:171] :Hp.D.ajóhuzju=.u«jbucid. 
[55:43] ).¿=c.w=d 
+,(2).Comm.147.3+:.Hp.Dio=d.y=0.D.2=a.y=b.2=c.0w=d 
Similarmente h.Hp.D:a=c.y=d.D.e=c.y=d.2=0.w=b 


F.(1).(3).(4). +. Prop 


15544. Fiajyuzju=ajbucid. 
ie=a.y=b.2=c.u=d.v.2=c.y=d.2=0.0=b: 
:cjy=ajb.:Ju=c]d.v.ecfy=c d.zJw=a«jb 


um 


Dem. 
ELx5543. — Dere=a.y=b.D.2JyuzjJwus=ajbuz[w: 
¿=c.w=d.J.ujobuzja=ajóvucid: 
(43:47.1317]F:x=a.y=b.2=c.w=d, 
Dirfyuzju=a jbucid 
Similarmente b:w=c.y=d.z=0..m=b. 
D.ajyuzlru=ajoóvcid 
F.(1).(2).*55:431:202.>3+F. Prop 
La última proposición es la análoga de la +51'43 
555. +:.RCExjyuz|w. 


=:Red.v.R=z]y.v.R=2(w.v.R=zjyuzjw 
Dem. 


-.12512 23:58:42 . > 
bi.R=A.v.R=zojy.v.R=zw.v.R=zfyvzju: 

.REzxlyuzjw 
2.2549. De:.RGExjyuvzjw.Rárjy=A.D:REzjw: 
[155341] :R=A.v.R=z|jw 
PLe2543. DE: RExJyueslw.0:R-xfyCzjw: 


(2) 
(3) 


(1) 


(2) 
(3) 
(4) 


a) 


(2) 


(M) 
(2) 
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(55:341] DiRezfy=h.v.Reozjy=z[w: 

(125:24.23:551] D:(R-zyuzly=x]y.v. 
(Reuzxrfyuejyeriyusjw 

-.8e55336.3F:9URázx| y). (Resol yu] y=R 

F.(3).(4). DE:.RCajyuzJw.q!H6Rázjy).D: 

R=xfy.v.R=xJyuzjw 
F.(2).(5). DF::REzx[yuzJw.>: 
R=A.v.R=zjy.v.R=2w.v.R=ajyuzlw 
F.(1).(6). 3+.Prop 


La última proposición es la análoga de la 54:4 


*5661. F::RCEzxfjyuS.D:rRy.v.RES 
Dem. 
F.4553, DE:GIU(RAzr| y). cRy 
F.442549, DF:Hp. q MRAz|y).D.RES 
F.(1).(2).F. Prop 


(1) 
(2) 


En lo que resta de este número, trataremos acerca de las propiedades de los pares 


ordinales que no tienen análogas en las clases unitarias. 


5052. F.(xu iy) lteviw)=c zur wvyjzvy]w [13582413] 

665621. F:x+y.=.a[yEJ [m553..50:11] 

6503. F::z+y.):CR='2uiy.REJ.=. q !R.REx[yuyja 

Dem. 
PL555.DF:: IR. .RExfyuyje.=: 
Eszly.v.R=y|jx.v.R=z/yuy|z 

P.m5515. ME Coly=i zu ty Cy i=t fx ty 

F.(2).33262.3+.C (a | yuy]|x)=izu iy 

-,455:521. Mix y. ]yEJ.y[EJ. 

(+23:59] D.riyuyjrcJ 

E.D.(2).(8).(4).(5).3F:. 
2+y.D:GIR.REsxfjyuy]jz..CR=truty.REJS 

E.13591.DF:CR=2u y. RE (Ez iy) Tes ty). 


[05552] .RExjruzlyuylavy iy 
F.5024.DF: RE J.D.o(aRz). o (yRy). 
[+55:3.Transp] D.Rásje=A.Róyily=áÁ 


F.(7).(8) 2549 DF:CR=tézuiy.RESJ.D.RExjyuyje 

E, 03324.451:161 .DF:CR=xuity.D.q IR 

E.(9).(10). DF: CR=izuty.REJ.D.GIR.RExfyuyje 

E. (6).(11).>+. Prop 

55:64. Eurapy Di O R=trviy.RaR=h.=:R=ojy.v.Re=yjz 
Dem. a 

F.85046.471.DH:RAR=A.=.REJ.RARSA 
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(2) 
(3) 
(4) 
(5) 
(6) 
(7) 


(8) 
(9) 
(10) 
a1) 


(1) 
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F.(1).05558.Dh::x4y.D:.COR=ru ty .RAR=A. 
=:G!1R.REzxjyuy|z.Rálz=á: 


(+555:134] s:R=ajy.v.Reyjo.v.R=a|yuyje:RAR=A (2) 
-.5532.DF:.04y.D:= yáyjr=A: 
[+55:14) diRezly..RAR=A: 

R=y|x.).RaR=d (3) 
+.255:14.2311533.DF:R=x/yuyj]r.).R=R. 
(+23:5] ).RAR=R. 
[+55-134] GIRAR (4) 


E.(3) (4) 471.571.) 
tisagy Dio R=zfy.v.R=y(3.v.R=zjyuy[z:RaR=ád: 
s:iR=aly.v.R=yjoe (5) 
F.(2).(5).3F. Prop ya > 
—, 
25557. F.Rl(=]y)=R' 9 ty (37:81 . 551 .53-301] 
AO 571 +. (0) y)]S= exp Sy 


33 e 
155672. F.Rl(ejy)iS=R'2f Sy [955571 .37:81] 


v > >Ñ3 S 
156573. +.Ri(a/ y)iS=Riz 1 Sy [ess 5] 


*5558.. -:ElR'2..Rl(2/y)=(R'2) | y [95557 .5331.155:1] 
65581. F:ElS'y..(2) y)|S=2 | (Sy) 


455582. F:ElR'2.ElS'y..R|(2 4 y)]8=(Riz) | (Sy) [95558581] 
155583. F:E!R27.E1Sty.D.R|(2 | y) =(Rtx) | (Sy) [sss5ez 5] 

Las proposiciones anteriores son, con frecuencia, útiles en aritmética. Su empleo 
se realiza de la siguiente manera. Sean e, B, y, 5 clases de las cuales a: se correlaciona 
con y mediante la relación R, y f con $ por la relación 5. Entonces, six € y .y € 8, 
el par que se compone del correlato de x y del correlato de y es (R'x) y (S"y); esto 
es, por lo anterior, R l(x y y)15S, es decir, (R 1S)(x y y). De esta manera, la 
relación R 11Í correlaciona los pares, en a y $, compuestos de los correlatos de los 


términos en y y 5. La forma más útil, en la práctica, de la *55:583, es la que se da 
más abajo, en la *55:61. 


u > — 
*558. — E.RiSI(c/w)= RP Sw [855573 . 143112] 
16561. F:ElR.E!S%w.D (RES: | 10) =(R'z) | (Stw) 


[155583 . «43:112] 
25562. F:i2+w.S=e zuy[w.D.Nz=x.Sw=y 
Dem. 
E.5513. Mi: Hp. iu == co VR Y 1 0y) 
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E.().1315.3+:.Hp.D:482.=.4=4x Q) 
Similarmente  F:.Hp.D:4Sw.=.u=3 (3) 
F,(2).(3).*303.3F. Prop 


+55:621. P ¡oy So j roy [wd Saz Sy=w 
[La prueba como en la *55:62] 


Las cuatro proposiciones siguientes pertenecen al +43, pero se insertan aquí 
porque la prueba utiliza la *55:13 


*5563. HF: !IQAS.P[Q=R|S.D.P=R 


Dem. 
t.43:112.9+:: Hp.>:.Pl(y/2)¡0=Rj(y) 2) S:. 
[434:1] D:.(qu, 0) «Pu. u(y | 2) 0. 0Q.=z 1. 
(qu, v).2Ru.u(y | 294. v8Sw:. 
(155:13.11 3:22] Di.cPy,:Qu.=z 4. ¿Ry . 28w :. 
[1473] Di. 2Qu. Sw. :2Py. =p. Ry (1D 
F.(1) 1011. £1135.3F:. Hp.D:2Py.=z.<Ry (2) 
+. (2).*1011:21.>3F. Prop 
55631. F:G!IPAR.P[Q=R|S.).Q=S [La prueba como en la *55:63] 
65632. P:P[Q=RIS.F!1P.41Q.DGIPAR A LQAS 
Dem. 
-.55:13. D+:cPy.2Qu.3.riPl(yj2),Q)u. 
[43112] 22 PDA yw (1 
F.(1).3-:. Hp.2:2Py.2Qw..r ((R|S)'(y | 2) w. 
(+43:112] >. (R|(y/2)18) w. 
(1341) (qu, 1) Ru .u(y) 2)4.u8w. 
(55:13.413:22] ).2Ry.z8w. 
(14-7] DIE(PAR) y 2(QAS) tw: DF. Prop 


15564. Hi qIP. IQ. vq R.q18:5D:P[Q=R|S.=.P=R.Q=S 
[*5563:631:632] 
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*S6. EL NUMERO ORDINAL 2, 


Sumario del *56, 


En este número hemos de considerar la clase de aquellas relaciones tales que cada 
una está constituida por un par. En el caso de que los dos miembros de este par no 
sean idénticos, la clase de tales relaciones es (como se verá más adelante) el número 
ordinal 2 que, para distinguirlo del número cardinal 2, lo simbolizamos por “2,”. 
(Aquí el sufijo está puesto para sugerir “relacional”). La clase de todas las relacio- 
nes que se componen de un par único, sin la restricción de que los dos miembros del 
par sean diferentes, se simbolizará por “2”. Esto no es un número ordinal. Se 
observará que no hay número ordinal 1, porque los números ordinales conciernen a 
las series, y las series deben tener más de un miembro, en el caso de que tengan 
miembros. Esto se verá con más amplitud cuando tratemos de las series. 


Las propiedades del 2 tienen una gran analogía con las del 1, en tanto que las 
propiedades del 2,, son más parecidas a las del 2. 


De muchas de las proposiciones de este número raramente se aludirá a ellas en lo 
sucesivo, pero tales referencias, cuando tengan lugar, son importantes. Las proposi- 
ciones más útiles en este número son las siguientes: 


*56111. F:Re2,.=.D'R U'Rel.D'RnU'R=A 
56112. -F:Re2,.=.D'R, A'Rel.C'Re2 
«56113. F.2=2n 042 


Obsérvese que E ad significa “relaciones cuyos campos tienen dos términos”. 
5613. +.2-2,=£((qa).R=a jaj 
10637. F:Re2.=.C'Re2.RAR=A 

Ésto es, 2, es la clase de las relaciones aritméticas cuyos campos tienen dos 
términos. 
150381. -+:CR=ix.=.R=zajz 


45639. +.2-2=0] 


Esto es, las relaciones que son pares cuyos relacionantes y relacionados son 
idénticos son las relaciones cuyos campos contienen un término único. 


15601. ¿2=R((q2,y).R=z| y) Df 
35602. 2,=Rí(qz, y).2+y.R=xjy) DI 
25603. 0,=ÁA Df 


ab61. F:Re2.=.(q2,y).R=xJy [203 .(x5601)] 
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*56101. F:Re2.=.D'R Rel 


Dem. 
-.55:16 .11:11:341.> 


F:.(qz, y).R=zx | y.=:(q0, y). D'R= 2. U Rey: 
(+21:54] =:(qu). DIR =2:(qy). UR=iy: 
[+52:1] =:D'R, A'Rel (DD 
F.(1).561.>+. Prop 
56102. +.¿=D“1 Ad] 
Dem. 
E .56101 .1:37:106 . > 
F:Red.=.ReD“1.Re(d“1. 
[+2233] =.ReD“1n (11:>+. Prop 
*56:103. F:Re%.D. IR 


Dem. 
+.856:101 .D-:Re2.).D'Rel. 
(52:16) 2.q:DR. 
(*33:24] 2.4 !1R:3F.Prop 


6104 F:ReO,.=.R=A [(456:03)] 


*05611. F:Re2,.=.(q%, y).c+y.Rez/l y [+20:3 . (156:02)] 
*56111. F:Re2,.=.D'R, A'Re1.D'RAA Ra A 
Dem. 
+ .51:231 55:16.) 
Eiz+y Re=zly.s.ontym A DR= 2. UR y. 
(+13:193] =.DRoa AURA. DR. UR dy Mm) 
+,(1).5611.11:11:341.> 


E: Re2,.=:(q2,y).D'Rn IR=A.DR=t 0. UR = ey: 
(+11:45]  =:D'RA(d'R=A: (gx, yY.DR=io. UR iy: 
(e1154]  =:D'RAGR=A:(qe).D'R= eo: (qy). UR= iy: 
(e52:1] Ss: DRAA'R=A.D'R,A Rel: +. Prop 
«56112. F:Re2,.=.D'R, A*Rel.C'Re2 
Dem. 


F.56:111.454:43 5 
F:Re2,.=.D'R,A'Rel.D'RuU'Re2. 
[*33:16] =.D'RA'Rel.C'Re2:3+. Prop 


56113. +.2 =%n 02 


+.456112101.DF:Re2,.=.Re?.C'Re?2. 
[437:106.33-122] =.Re2.ReC“?, 
(+22:33] =.Re2nC“2:53H. Prop 


«56114. +.2,=D“1 50102 [e56:113-102] 
+5612 P:Re2,.=.Re?.REJ 
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Dem. 

553 .50111. Deropy.=. o yCEd: 

[Fact] M:iR=ex ly .2+y.=.Rz=x ly. lyC€J. 

[13:193] =»R=uazx]y.REJ (Mm) 


F.(1).11:11:341 .5 


F:.(q=,y).R=x< y. .2+y.=:(92,y).R=rjy.REJ: 


[11:45] =:(qea y).R=w/y:RCEJ: 
(+56:1] =:Re2.RGJ (2) 
F.(2).m5611.+. Prop 

56121, -.2,G2 [+56:113] 


256122. +: Re2,.D.41R [e56121:103] 
25613. +.2-2,=R((qa).R=aja) 


Dem. 
+.5611 11:52. Transp . > 
LiRue?l,. ¿¡Rualy dy. 2=Y (1) 


H.(1) 5611. 


hReó-2,.=:(q0,b).R=a b:R=a| y. y. c=y: 


> 
(11:45) =:(qa,b):R=aJb:Ruzly dy. 2=Y1 
(*13:193] =:(qa,b):R=ajb:aJb=a ly.) y..=y: 
[*55:202] =:(qu,b):R=ajb:a=x.b=y.dy y c=y! 
[13:21] =:(qa,b).R=aJb.a=b: 
[13195] =:(qa). R=a | a:.3+. Prop 


2—2, pudo definirse como el ordinal número 1, puesto que es a los que 
llamaremos número de relación (cf. *+153). Sin embargo queremos que nuestros 
números ordinales sean clases de relaciones seriales, y que talés relaciones tengan la 
propiedad de estar contenidas en la diversidad. Por tanto, si hubiésemos definido 
2 — 2, como el ordinal número 1, habríamos introducido una excepción importante 
que acarrearía no pocas complicaciones en la aritmética ordinal. Por consiguiente, 
no hemos adoptado esta vía. 


5614. F.Dío j)=¿n Diz 


Dem. 
h.336.D-:D'R=02,=.ReDitz (1) 
F.(1) 561.) 

4— 

EiRe2nDuz.=:(qey).R=z/y:D'R=to: 
(55:16) =:(qz,y).D'R=( 2. 'R=y:D'R=ix: 
(+21:45] =: (92, y). D'R=1(2.A'R=y.D'R=tx: 
(*33:193] =3 (qe y). D'R=ais. (UR =Uy.te=1(0: 
(51:23) =:(qey).D'R=2.U 'R=(y.2=x: 
[13195] =2(qy). DR =x.d'R=ty: 
(55:16) =:(4y).R=xw] y: 
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[55-22] =:ReD“(e /):.3F. Prop 
6141. F.D'iJa=ó¿n Tiuz [Prueba como en la +56-14] 
6616, F.Dé(e |)- ¿(o | 2)=20n Du 
Dem, 
F.45522:16.3+:. Re(D(e |) —1(2 40). 
=:(qgy).D'R= 2. (R= y: (D'R=tí. (R=tzx): 


[+*1035.04:51.4561]=:(qy). D'R=¿2.U Roy. (UR a tz): 
(+13:193] =:(qy).D'R= “2. (Ray, (ty =40): 
(51:23) =:3(qy.D'R= ¿2.0 'R= ty. 24 y: 
[+*13:195.51:23] — =:(qz, y.:<+y DR=(2 0 'R=i y. tz=dx: 
(+13:193] =:3(qsy).:+y.D'R=1%.U Roiy. D'R=ix: 
(+11:45) =:(qs,y)-2+y.D'R= (7. R=éy: D'R=i0: 
[+55:16.33'6] =:(qs, y).:+y.R=s/y: ReDute: 
[e5611.42233] — =:Re2,nDuz:.3+. Prop 


56151. F.D(| 2)- ¿(2 | 2)=2, nuts [Prueba como en la *56'15] 
*0616. F.ajye? 
Dem. 
F.4212.DF.oJy=a/y. 
(*11:36] >F. (qs,0).2Jy=»Lw. 
[*561] DF.zjye2.+.Prop 
617. Fixjyel,.=.y je? =. ay 
Dem. 
F.+56:11.> 
Eixjyel,. 
[»55:202] 


:(q2,w).2$w.a y=eJw: 
:(qe,w).egw.o=r.y=0w: 
[+13:22] 


24 y 
Similarmente 


F:yj[ mel, .=.2+y 
F.(1).(2).3F. Prop 


A] 


618. bEirvca.=.2/9C2,.=.[20C2, 
Dem. 
F.e13196,Dh:.xrvea.=:yea. dy y po: 
(56:17) =:yea.D),.2/ye2,: 
(+37:61.38:12:11] =: 12) aC2, 
Similarmente biavea.=. Lata C2, 
F.(1).(2).>F. Prop 
10619. F:Re2,.2eD'R.=.(qy).2+y.R=zjy.=.Rez| “tz 
Dem. 
+. 5611 1145.33. Re2,.ceD'R.=:(9y,2).y£.R=y | 2.ceD'R: 
[55:15] =:1(9y 5).y*r.R=y]z.zety: 
(+51:23] =:(qy 2) .y+r.R=y]3.2=y: 
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(*13:195] =:(q1).24s.R=z] o: (0 
[51:15] =:(q3).1e-(2.R=ozxje: 

[+38:13] =:3iRez| “—iz (2) 
F.(1).(2).3F. Prop 


156191. +: Re2.ze l'R.=.(qy).c+y.R=y]jr.=.Rejat-tz 
[La prueba como en la +56-19] * 
1562. bb: Re2d.=:(92,y):2Rw.=,y.2=T.W=Y (55:13 . *56-1] 


156.21. +: Reód.=: 1 R:ozRy.2Rw.Da yw. 2=5. y=w [1562.14124] 
15622. FH.Amve? [+56:103 . 2553] 
5624. H.qió.qi-2 [456:22:16 . 10:24] 
15625. +F.2FAnRel.2+VnRel (156:24 . 24:54:17] 
15626. HF: Re2uCA.=:xRy.sRw. Doy TL Y= 

Esta proposición es la análoga de la *52'4. 

Dem. 
.51236.Db:: Re2urA. 

<=: Re2.v.R=eA:i 

[42551] =iRe2d.v. og !IR:. 
(+56:21] =:.49 1R:zaRy.2Rw.De yoo 22 4 Wi VAR. 
[15:62] =:.2Ry.2Rv Doy 23.42 W.V. AIR (1) 
F.11:36.. Transp. Dr: q Ri aRy). (kw): 
[+2:21] DisRy Di m2: Rw. 3 yw: 
[43:47] D:xRy.¿Rw.D.c=2.y=w (2) 
F.(2).a11:113. Deco gq !1R.DroRy.£Rw. Day 0 0=2.Y =W (3) 


+.(1).(8).4:72. +. Prop 
56-261. F::Re%.D0:.SCR.=:8S=A.v.S=R 


Eo55:341.D Fi: R=e y: SER.=:8=A.v.8=R 0) 
+.(1).11:11:35.x56:1.3F. Prop 
456262. Fi. Re2.D:SCR.q18.=.S=R 


Dem. 
F.15622.DF:.Re2.20:S=R.D.SRHA (1) 
F.(1).05:75 .56:261 . 5 
E: Re2.D0:SCR-.SfA.=.S=R (2) 
F.(2).2554.3F-. Prop 

15627. PF: Re2.D:GI1RAS.=.RASEÍ 

Dem. 
F.155:34 23:43 .> 
kiR=a ly. GIRAS. =.RAS=R. 
[56:16] ).RASEÍ a) 
F.56:103. DE:RASEZ. DIJIRAS (2) 
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E.().(2). DEi.R=ejy.D:GIRAS.=.RASE? 
F.(3) 11:11:35 .056:1 DF. Prop 
*5628. Hi. Reó.D: Y !RAS.=.RES.=.RAS=R 


em. 
L.553.D hb: R=xfy.DIGIRAS. 
[+*23:621] 
F.(1).(2) «11:11:35 .e561 DF. Prop 


+*56281. F:.Re2,.D0: FI IRAS.=.RES.=.RAS=R.=.RASe?, 
Dem. 

F.56121.3F:. Hp.D:Re?: 
(*56:28] DIGIRAS.=.RES.=s,RAS=R 
+.e«1313. 3+:.Hp.9:RAS=R.D.RASE2,: 
((1)] DIGIRAS.D.RASE2, 
+.156122.D-:RASE2,.D. IRÁS 
F.(2).(3).D+::Hp.D:91RAS.=.RASE2, 
F.(1).(4).D+. Prop 


145629. +::P,Qe2.D0:. PEC QuR.=:P=Q.v.PGR 
Dem. 
F.45551.> 
FialyEs[wuR.T:w(e|w)y.v.ryER: 
[e55:31] Disly=sjw.v.o yER 
F.(1).11312.> 
EuP=2x/y.D0:Q=:/w.3:.PEQUR.D:P=Q.v.PER 
+.(2)..11:11:35.00561 .> 
Hi. Pe2.D0::Q=2e/w.>:: PEQUR.2:P=Q.v.PER 
FP 
p 
F 


RES. 
+RAS=R 


(3) 1111335 .561.) 
1 Pe2.D0::Q 9.0: PEQUR.2:P=Q.v.PGR 
235861 .3F:.P=Q.v.PER:D.PGQUR 
F.(4). Imp .(5).F. Prop 
*5663. +:.P,Qe2.)0:PCQ.=.P=Q.=s.q IPAQ 
Dem. 
F.855:3:31.5 
EisjyCEzjw.s.2fy=2w.=.q Mx yA(e)w) 
F.(1).1312.) 
HE:.P=x/y.Q=:2Jw.9:PEQ.=.P=Q.=. q IPAQ 
E.(2).11:11:35.*561 .3F. Prop 


(3) 


(Mm) 
(2) 


(1) 
(2) 


(3) 
(4) 


(1) 
(2) 
(3) 


(4) 


-(5) 


(1) 
(2) 


Los pasos que van desde el (2) hasta la conclusión son análogos a los que van 
desde el (2) del *+52:29 hasta la conclusión del *56'29. Pasos análogos que tengan 


lugar en pruebas sucesivas serán necesariamente indicadas como en la anterior. 


20631. F:.P,Qe2.0:P+Q.=.PAQ=A [6563 . Transp] 
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56:32. P:Pe2.D.PAQeldurA 


Dem. 
F.15627 +: Hp.D:3!PAQ.D.PAQe?: 
[42:54.25:54] >:PAQ=A.v.PAQed: 
(51:236] D:PAQeldu A: +. Prop 


56:33. H::P,Qe2.3:.REPuQ.=:R=A.v.R=P.v.R=Q.v.R=PuQ 
Dem. 
E.555 .1312.D0F:P=2/y.Q=2w.>D:. 
REPYQ.=:Red.v.R=P.v.R=Q.v.R=PuQ 
E. (1) -*11:11:35.2561.D +. Prop 


«56:34. F::P,Qe2.P+Q.D:. REPUQ.IR.R+P uyQ.=:R=P.v.R=Q 
Dem. 

+.56:33:103 05:75 12554 . > 

bs: P,Qe2.0::REPUQ.q!R.=:R=P.v.R=Q.v.R=PvQ 

+,2362. Dr:P=PuvQ.=.QEP: 

(«563 )H:.P,Qe2.D:P=PvQ.=.P=Q: 

(Transp) >9:P+4Q.2).P+PuQ:. 

(»13:181] Dr: P,Qe2.P+Q.0:R=P..R+PoQ 


a: >:0.P,Qe2.P4Q.3:R=Q.0.R4PUQ 


F.(2).(3). DF::P,Qe2.P+Q.20:.R=P.v.R=Q:5.RyPvQ 
F.(1).(4).575.DF. Prop 


45635. +:0Re2.RAR=A.D.Re2, 


Den. 
F.5554.2 
hua+y ORevzviy.RAR=A.d:R=5 y. v.R=yjo: 
(m56:17] >:Re2, 


-.(1).411:11:35 54101 .3+. Prop 


15636. F:Re2,.).C'Re2.RAR=A 
Dem. 
b.05554.) 
bio+y R=xjy.D.c+y.OR=ievy RaR=A 
F.(1) .1111:34.5611..> 
bs. Re2,.D: (qu, y).o+y O R=éoviy RAR=A: 
[*5+101.411:45]>:C'Re2.RAR=A:.D+. Prop 


(1) 


(1) 


(2) 
(3) 
(4) 


(1) 


(1) 
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La proposición siguiente, además de emplearse en la 56:38, se usa en la teoría 
elemental de series (*204'463). 


x5637. H:Re2.=.C'Re2.RAR=A [8563536] 
15638, +.2,=020n R(RAR=A) 


Dem. y 
E .137:106.33:122,3-:0'Re2. =.ReC“2 (1) 
F.4203. :RAR= — -.ReR(RAR=A) 2) 
E.(2).(2).5637. Dr:Re2,.  =.ReC“2.ReR(RAR=A). 
[«22-38] =.Re02n Ñ(RAR=A):DF.Prop 


Esta proposición es importante en cuanto que establece la conexión entre el 
cardinal y el ordinal 2. Esto muestra que el ordinal 2 se compone de las relaciones 
asimétricas cuyos campos tienen términos 2 (cardinales). Se usa en la teoría de las 
series bien ordenadas (+250'44). 

La proposición siguiente, además de usarse en la *56:39 se emplea en la 
aritmética de relaciones (*165:38) y en la teoría de series (+205'4). 

*56:381. +:CR=(2.=.Ruwzjo 


Dem. 
+.193:24161 51161 .DF:C'R=1 2,3. 1D'R.DRC iz. 
(51:4] 2.DR iz (1) 
Similarmente EC R=(x.D0.U'R=téz (2) 
F.(1).(2) 5516. — DF:CR=2.D.R=zlo (3) 
-.15515. M:R=x/ 2.3.0 R=tx (4) 
+,(3).(4).3F. Prop 
15639. +.2-2,=0“1 
Dem. 
F.1856:381 .D+:CRel.=.(q0).R=xJx. 
[56:13] =.Red-2 (1) 
F.(1).37:106.>+. Prop 


Esta proposición establece la conexión entre 2— 2, y 1, enseñando que 2 - 2, es 
la clase de las relaciones cuyos campos están constituidos por un término único. Se 
usa en la discusión del O,, del 2, y de 2 — 2, como números de relación (*153:301). 


564 EipCd. Oia yen .= esp) y 
Dem. 
Fo41:13.DE5. Hp-:2(8p)y.=.(qR).Red.Rep.uRy. 


[+56:1) =+.(q2,w).2 wep.z(2w)y. 
[55:13] =.(92,0).2 wep.2=x.w=y. 
[13-22] =.2yep:. DE. Prop 


Esta proposición es la análoga de la +53:23. Se usa en el número sobre la 
exponenciación en la aritmética de relaciones (*17619). 
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*8, LA TEORIA DE LA DEDUCCION PARA PROPOSICIONES 
QUE CONTIENEN VARIABLES APARENTES (72) 


Todas las proposiciones, de cualquier orden, se derivan de una matriz compuesta 
de proposiciones elementales combinadas por medio del trazo. Dada una matriz de 
este tipo, cualquier constituyente puede permanecer constante o transformarse en 
una variable aparente; esto último puede hacerse de dos maneras, o bien consideran- 
do “todos los valores” o “algunos valores”. Así, pues, si p y q son proposiciones 
elementales que dan lugar a p | q, podemos sustituir p por dx o q por yy o ambas 
cosas, en donde fx y yy son funciones proposicionales cuyos valores son proposi- 
ciones elementales. De este modo, llegamos, para empezar, a cuatro nuevas proposi- 
ciones: 

(2) -(éxi), (az) (él), (Y -(pyyN. (YN Ivy. 

Por medio de definiciones, podemos separar en estas expresiones la parte constante 
de la variable; ponemos 

«801. ¡(0).allg.=.(32)- (6x1) Df 

«8011. (12). $.) [q =.(2) . (pulg) Df 

«8012. pl((y)-vy] -=-(am) -(plwy) DI 

+8:013. pl ((qy) yy) -=-(y) (pl yy) DI 

Estas definiciones determinan el significado del trazo cuando tienen lugar entre dos 


proposiciones de las cuales una es elemental mientras que la Otra es de primer 
orden. 


Cuando el trazo aparece entre dos proposiciones que son de primer orden, 
adoptaremos la regla de que las definiciones anteriores deben aplicarse primero en la 
parte izquierda, considerando la de la derecha como si fuese elemental y, a 
continuación, aplicarla a la de la derecha. De este modo 

(a) $2) ly) + yy) -=:(9=): pxli(y) - yy] : 

=: (92) :(qy) (bel yy). 
La misma regla puede aplicarse a n proposiciones; éstas deben irse eliminando de 
izquierda a derecha. Si una proposición aparece más de una vez, pueden irse 
eliminando sucesivamente como si fuese proposiciones diferentes. Estas reglas se 
necesitan sólo en atención a la definición, puesto que los diferentes Órdenes de 
eliminación dan resultados equivalentes. Esto sólo es verdad porque estamos tratan- 
do de varias funciones cada una de las cuales contiene una variable, y no se 


(72) Este capítulo cstá para sustituir al «9 del texto. 
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presentan variables a ambos lados del trazo; no sería verdadero si tratásemos de 
funciones de varias variables. Por ejemplo, tenemos: 


(4%): (y) .($rlyy):=:(y): (92) (bel yy). 
Pero en general no tenemos 
(92) :(y) .x(=, y): =:(y): (392) . x (=, y); 
aquí al lado derecho tiene más probabilidades de ser verdadero que el lado 


izquierdo. De momento, sin embargo, no nos ocupamos de funciones variables de 
dos variables. 


Debe observarse que esta posibilidad de cambiar el orden de las variables es una 
virtud del trazo. Tenemos 


(92) : (y) -delyy:=:(y):(qe).drlyy:=:(q2). $5. v.(y). yy. 
Es decir, estas proposiciones equivalentes son verdaderas cuando, y sólo cuando, o $ 
es algunas veces falsa, o y es siempre falsa. Pero si, por ejemplo, tomamos 
pz v Yy ¿«VÓIV Yy 
no conseguiremos el mismo resultado. Pues 
(92): (y). por yy ¿rro yy 1D: (1). dy. v (y). Yy, 

mientras que (y): (4x) . bx v Yy . — bx v — yy no implica esto. 

Escrita con notación de trazos, después de alguna reducción, la matriz anterior es 


léxl(yyl yy) liwyl(ózlpz). 

Aquí, tanto la x como la y se presentan a ambos lados de la matriz principal. Por 
consiguiente, para cambiar el orden de “(4x)” y de *(y)” es suficiente (aunque no 
siempre necesario) que la matriz deba contener alguna parte de la forma ¿x | Y», y 
que la x y la y no se presenten en ninguna otra parte de la matriz. (Esta parte puede 
ser, desde luego, la matriz total). Suponemos la legitimidad de este intercambio por 
una proposición primitiva, y en la práctica colocamos todos los prefijos Y para 
tenerlo tan alejados de la parte derecha como sea posible, porque esto facilita las 
pruebas. 

Nuestras proposiciones primitivas son las siguientes: 
+81 F.(qe,y).¿al(ózlgy) Pp 

Aplicando las definiciones, 

+:da.2.(qx). e. 

«811 F.(qz).prl(pajób) Pp 


Aplicando las definiciones, esto viene a ser 


F:(2).p7.D. da. ¿b. 
Tenemos pal(pajéb). v. $b; (pa| pb) 
y por la *8:1 F: da |(palób) .>. (qe). pel (pa | po): 
$b| (bal $b).>. (qe). pel (dul $b), 
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pero no podemos deducir (Ix) . dx |(6a |$b) sin la *8'11 o una equivalente. 


+8-12. De “(x).4x” y de “(x). ¿$x > yx” podemos inferir “(x) . yx” siempre que 
$ y y no sean elementales. Pp. 


+8-13. Si todas las veces que se presenta x lo hace de forma separada de todas las 
presentaciones de y por medio de un cierto trazo, podemos cambiar el orden de x e 
y en el prefijo, es decir, podemos sustituir “(y): (Ax).px | yy“ por 
“(Ax) : (Y) . dx yy” y viceversa. Pp. 


A las últimas proposiciones primitivas pueden aplicarse no sólo una o dos 
variables sino muchas. Así, por ejemplo, la 8-1 nos permite aseverar 


F :p(a, Mr. Aa) -D (quo, To. ... La) - db (e, Lqr 0. La). 
182 F:(x).$2.D.qe [+10] 


En lo que sigue, el método de prueba es invariablemente el mismo. Primero 
aplicamos las definiciones hasta que la proposición aseverada completa sea puesta 
en forma de matriz con un prefijo. Si fuese: necesario, aplicamos la *8'13 para 
cambiar el orden de las variables en el prefijo. Cuando la proposición que se quiere 
probar ha sido llevada a esta forma, lo deducimos mediante las *8"1'1], usando la 
*8:12 en la deducción, si fuese preciso. Se observará que la *8"l es 
F: da .3.(4x).Qx. Por eso, mediante la *8'12, siempre que conozcamos a, 
podemos aseverar (Ax) .¿x. La *8:1 se emplea frecuentemente en este procedi- 
miento. 

14821. F:.(2).p1) y. :(qu).$2.9 -(q5). yu 

Dem. 

Aplicando las definiciones, y usando la *8"13, la proposición que se quiere 
probar viene a ser 


(yy): (qe, 2,0, 2,0). [pel(yz] yo) [Hoy] (21 ww) gy | (2 ] yo). 
Poniendo z = w=z'=w x, la anterior se convierte en 
(y): (92). [o] (yal va ley ll ya ió] (ye: y2))1. 


Por medio de la *8"1, la proposición que se ha de probar es verdadera si ésta es 
verdadera. Pero ésta es verdadera, por la *8*11, poniendo y e y” en lugar de a y b, y 
dy (yx | yx) en lugar de pa. Por tanto, la proposición es verdadera. 


*822. P:pavdd.D (qx). de 


Dem. 
811 .DE.(q2).( 20] (da e $b) 0) 
Transp. DE:(=g2) (dal $b). (av $b) (de pz) (2) 
F.(1).(9).4821. +. (312) - (da v db) (del pz) (3) 


F.(3).48121. DF. (32,00) - (du v $b) |(d2 | qu) . 
[(48:012:013)] +: par db O (qm). e: DH. Prop 
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Estas proposiciones, al igual que las del +8, son aplicables a cualquier número de 
variables, ya que también lo son las proposiciones primitivas. 


*8:23. +:(qu).¿evóc.3. (qe). qx 
Dem. 
Aplicando las definiciones, esta proposición es 
(2) : (qy, 2) (pz v $0) |(6y 162), 
es decir (1): dav oc. .(q2). $e, 
la cual resulta de la *8:22. 
Las siguientes proposiciones tienen relación con las formas del silogismo. 


«824. +:3pq.3:.q.3.(9%).p2:3:p.3. (92). px 
Dem. 
Aplicando las definiciones obtenemos una matriz 


(pl $y) lp |(92| pw) pl (gu! bo) | [la misma con letras acentuadas) ] 


con un prefijo 

(0,9 0, y) :(q2,w,u, 9, 2, wi, u,v), 
Por la *81, esto será verdadero si es verdadero para valores escogidos de z, w, u, », 
7, w,u, y . Pongamos Z=U=xX.W=v=y .Z2=U=x .w=v =y. Enton- 
ces, lo que debe probarse se convierte en 

p9q.D:.q-D. da. dy: 0: p.D. db. dy 1.9. 42. dy 1D: pp. ¿e y, 
lo cual es verdadero por Syll. Por tanto, da como resultado la proposición 
8241. F:2(2).$2.D.p:D:1:p9q.D:(2).$7.3.q 
Poniendo /(y2)-=-Ipl(qlMiliéy lali lóz1(a 1D) 
la matriz de la proposición a probar es 
(br A DY, y) 

y el prefijo es (x): (Ay, 2, y',z'). Haciendo y =2 = y = z' = x, la matriz se reduce 
ax >Dp.2>:pq..0x Dq, que es verdadera por Syll. Por lo tanto, la proposi- 
ción es verdadera por la *8:1 


9:25. F::p.D.(3q2). 7: :.(92).92.D. (92). y2:D:p.D (qu). ye 
Dem. 


Pongamos (s, y,2,%,0,m.1) .=- [galteyl yo) lUp|(v0l90111p (41 y) 


Entonces la proposición a probar, al aplicar las definiciones, se basa en tener una 
matriz 


[pl(9a1$0) | [y 24,0, m,2)|f(2, y, zu, Y, 0, a") 
con el prefijo 


(a,b,y,2,y,2):(qx,u,v,m,n, a uv 2). 
Pongamos 2=a.2=b.u=v=y.m=n=2.4=Y4=y.m=v=2. 
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Entonces la matriz se reduce a 
p-D. qa. $b: Di. da. y o: Dip O py pz. 
$9. .py yo: 0: pp. y. yz, 
que es verdadera por Syll. Por tanto, nuestras proposiciones resultan por aplicacio- 
nes repetidas de la +8:1:13, 


Pruebas análogas se aplican a otras formas del silogismo 
3:26. F:davóbv dc.) (qu). $e de 
Dem. 
Ez a v hr 0.0. (dav de) v (bb y pe) (1) 
E ,8:22 DF 1 (da v de) vr (q v pc) 0 (qa) . de v pe (2) 
F.(1).(2)..8:24. +. Prop 


18261. F:¿aváébv dc. .(qx). $e 
[*8:25:26:23] 
Es obvio que, de la misma manera, podemos probar 
davébvecv od. (qu). ¿a 
y así sucesivamente 
1827. bi:q.D (qe). $2:3::p99.2:p.2 (392). px 
Dem. 
pongamos — f(=,yuv).=.[p|(pr|9y)!lp|(pu] do). 
Entonces la matriz es 
(9 1(pa $05 (2391 y, 0) | (p3 91, y, «, 0)] 
y el prefijo es (a,b): (qx, y, uv, a, y, ul, v). 
Haciendox=u=x'=4u =4.y=v= y =V =b, la matriz viene a ser 
q.>).q$a.q$d:3:.pIDg.2:p.3. qu. dh, 
la cual es verdadera. Por tanto, tenemos la proposición 
*8:271. F::9.3.(90,y).$(2,y):3:.p39-3:p.D.(q2, y). $ (z, y) 
[La prueba como en la +827] 
Está claro que podemos probar, de manera semejante, la proposición análoga con 
$ (x1, X2, ... Xp) en lugar de $ (x, y). 


18:272. Fo.p.D:9..(92).p0:.D 3: Dp.D:.7r.D:4.D.(90). $2 
Den. 


q.3(4x). gx es (4 x, y). q l(6x |óy). Por tanto, la proposición resulta de la 
*8'271, por la sustitución de p por g, r por p, y q Mx | gy) por $ (x, y). 


1828. E::p.2.(q2). 0: 95.9. (92). $2: :pvqg.D.(q2) ¿2 
Dem. 


Pongamos f(x, y, 2,w0).=. ((p v9)|($x]9y)) | ((p v q) | (62 | pw)). 
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Entonces la matriz es 
(p|C(óa| $b) | [Ca 1(pc] $2) | (a, y, 2, 0) | (gl (óc | $) | Fa”, y, £, w))] 
y el prefijo es 
(a,b,c,d, 0, d'): (qu, y, 2, to, €”, yl, zw). 


La matriz es 

poque. pb: 0.9) pe pd. a, y, 2,00) 1. 

qq bd Dia, y, w), 
mientras f(5,y 2,0).=:pvq-3.$2.dy.¿z. qu. 
Citemos la matriz PF (a y 200,4, y,2,w). 
Entonces, F:p..F(a,b,a,b,a,b, a,b), 
Fiwp.D.F(cd 0, d,c,d,0,d). 

Por tanto, F:F(a,d,a,b,a,d,a,b).v.F(c,d,c, d, e, de, d'). 


Por tanto, por la extensión de la *8:'261 a ocho variables, 
E.(qe y 2,0, y,8,0). F(z, y, 2,0, 0, y, 2,w), 
que era lo que se quería probar. 
48:29. E:.(2).f2Dy 23. :(2). hd. (5). ye 
Dem. 


Aplicando las definiciones, se encuentra que nuestra proposición tiene una 
matriz 


(pa > ya) [oy |(yul y) | [py] (yu | yu] 
con un prefijo (después de emplear la *8"13) 


(u, y, 4,0): (qe, y, y). 
La matriz es equivalente a 


A IL E A E 
Llamando a ésta M (x, y, y"), hemos de probar 
(9%, y, y). M(z, y, y). 
Si yu. yv. pu' yv, Mx, y, y") es siempre verdadero () 


— pu, introducimos x = y = y' =u, Entonces, si du es verdadero, du D yu es 
do y Mu u, u) es verdadero. Pero si qu es falso, du.>3.yu.yv y 
du .D. yu . yv' son verdaderos, de forma que M(u, u, u) es verdadero. Por tanto, 


ere Ma, 4, 4). (qe, y y). Mz, y, y) (2 
Similarmente, si SU op Y my, (3) 
(D, (2) y (3) agotan los casos posibles. Por tanto, tenemos el resultado por la *828. 


Ahora estamos en condiciones para probar que todas las proposiciones de *1-—+5 
permanecen verdaderas cuando una o más de las proposiciones p, q, Y, ... son 
proposiciones de primer orden en vez de ser proposiciones elementales. A este 
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propósito, tomamos no la única proposición primitiva que Nicod ha mostrado ser 

suficiente, sino las dos que ha mostrado ser equivalentes a ella, a saber: 
ppypq.2.siqDpls 

Mostramos que éstas son verdaderas cuando una, o dos, o tres, de las proposiciones 

Pp, q, s, son proposiciones de primer orden. A partir de aquí, se sigue el resto. La 

primera de estas proposiciones primitivas, p > q, da origen a dos clases, según que 

sustituyamos (x). gx o (Ax). dx par p; la segunda proposición primitiva origina 26 

casos. Estos han de considerarse una a una 

+83,  F:(0).$2.>.(2). pr 


Aplicando las definiciones, esto es (1x) : (y, 2) . bx | (dy | Hz), que se sigue de la 
*8'11 mediante la *8"13, 
*831. F:(qx).p3.3.(q2). dx 
Aplicando las definiciones (x): (4 y, z). (x | (6y |6z). Esto es la *+8"1. Esto com- 
pleta la prueba de p > p. 
8:32. F:.(0).f1.3.q:D:8]g.D.1(x). $2) |8 
Poniendo p .=. (x) . fx. La proposición a probar es 
(219 i>l619 119). 
Por las definiciones 
pluq.=.(qa). pal (919), (1) 
pls.=.(q2).$x]8, 
v(p]8).=.(2, y) -(p2|8)($y18), 
(| (p18).=- (3%, y) -(s|9)1 (dx 18) ]($y] s)). 
Ponemos Fay) =-(e19)1 (6718) 1($y 19). 
Entonces vis) 1=(pls).=.(2,y 4, y).f (a, y) |F(, y). (2) 
Por (1) y (2), la proposición a probar es 
(a): (qe, y e, y) [pal Y RN, y). 
Haciendo x = y = x' = y' =4, la matriz de esta proposición se reduce a 
$a3q.D.slgde¿a]s, 


que es nuestra proposición primitiva con ga sustituida por p, y es, por lo tanto, 
verdadera. Por lo tanto, resulta la proposición en virtud de la *8"1. 


En lo sucesivo, la reducción de la proposición que se quiere probar a una matriz 
y prefijo, por medio de las definiciones, la realizaremos siempre por el mismo 
método y ordinariamente se omitirán los pasos. 
148321. F:.(q2).p2.5.q:D:8|9.. ((q2). $2] |s 

Obtenemos la misma matriz como en la *8'32, pero con el prefijo opuesto; es 
decir, el prefijo es 
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(2, y ,y):(q4). 
La matriz es equivalente a 


$adq.1r9 Is. ¿edo yo oy O os. 
Llamando a esto fa, hemos de probar (Ja). fa, para cualquier x, y, x”, y. Tenemos 


qa .mq.>. fa. 
También ¿a.q.D:.fa.=:8.2.¿2I 3. py Dos. pa rs. dy Oe. 
>: fa. 
Por eso pa... fa. 


Por tanto, mediante las +8:1:24 $x.>.(3a). fa, 
y de manera semejante, para py, 4x”, by”. Por consiguiente, por la *8:261, 
pz v dy y px v dy.) (qa). fa. 
También Suáz. dy e ¿y ¿Da 
(8-1:24] D. (qa). fu. 
Por tanto, por la +8"28, 
pur dy vr bi v dy red y a o y 0 (qa). fa. 

Por tanto, por la *8*12, (Ha) . fa, que era lo que había que probar. 
18322. F:.p..(2).y2:3:8][(7). y) .>.ple 

Dem. 
Pongamos Sy -=-(s| vyli(p18)1(p15))- 
Entonces, la proposición que se quiere probar es 

(yy): (31b,0). [p|(Yb1 yo) y Ly). 
Aquí, la matriz es equivalente a 
Pp-.pb.yc:D:siyy. pls:alvy'.. pla. 
Haciendo b = y, c= y”, esto se sigue simultáneamente de la proposición primitiva, 
ii pPOyry.:siyy- 2 pls, " 
pPyy .D:s|yy'.>.pls. 

Por tanto, la proposición. 
18323. +:.p.D.(q2).y7:>:8| ((q2). y2].>.pls 

Tenemos la misma matriz que en la *8:322, pero con el prefijo opuesto, es decir 

(b,c): (uy. Y). 

Haciendo y = b . y' =c, se satisface la matriz, como en la *8"322. 
18324. +:.p>q.:[(2).xx]|g .>. pl ((x) . xx] 

Dem. 

Poniendo f(x, y,2).=.(xz19) ((P1xy)|(p|x3). Entonces la matriz es 
lrl(qlD)1 UV y 221, y, 2) 
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y el prefijo es (x, x'): (By, z, y”, 2'). Poniendo 
y=t=x.y=2¿wg, 
la matriz es equivalente a 
p>q.D:xelqg-D.plxz:x e 19-.plxx, 
que resulta de nuestra proposición primitiva por Comp. 
£8:325. +:.pq.>:((q2)-x211q-5-p|[(q=) xx] 
Dem. 
La matriz es la misma que en la *8"324, pero el prefijo es el opuesto, esto es 
(y, £, y, 8): (qx, 0). 
Llamando a la matriz M (x, x”), tenemos, si 0w. E,, . — Xw, 


M(e,2).=::p>9.3:.930x.3:p.3.0y.02:.D0% .3:p.>.0y.0z. 


Por tanto, 0y.0z.0y'.02.D.M(x,2).>.(qx,2'). M(a,2) (1) 
Pero 0% .0x'..M(x,a). Por tanto, 
v0x.2.M(z, a). (q2,2). M(e,z) (2) 


De manera similar, con 0y, Ox, Oy”. Por tanto el resultado se sigue como en la 
*3:321. 


Esto agota los casos en los que sólo uno de p, q, r, en 
p39.:8s|q..pls 
es de primer orden en vez de ser elemental. Hemos de tratar ahora de los casos en 
que dos, pero no tres, son de primer orden. 
8:33. F:.(2).p2.D.(2).Y2:D:8) ((2). pa) .>. (0). $x)|8 
Poniendo f(z, y, £) .=.(8] yx) ] ((py]8)|(pz|8)). la matriz es 
[pal (yb]| yc) l[f(e, y, )1F(_, y, 3) 
y el prefijo es (a, x, x"): (4b, c, y, z, y”, 2"). La matriz se satisface por 
b=x.caa. ya r=y=2=4, 
en cuyo caso es equivalente a 
$. y a iO Or O asi rr des, 

Por lo tanto, Prop. 


En las tres siguientes proposiciones tenemos la misma matriz, sólo que con 
prefijos diferentes. 


18331. E:.(2). 40.0. (32). p2:310]((q2). pa] .>. [(0). dels 


Aquí el prefijo de la matriz es (a, be): (Ax, y, 2,x' , y, 2). La matriz se satisfa- 
ceporx=b.x =c.y=z =y'=2' =4 Por lo tanto, tenemos 


Prop. 
18332. F:.(92).f0..(2).17:5:8]((2). Ya).D. (qe). $2) | 1 
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El prefijo aquí es (x, y, z, x”, y”, 2): (Ha, b, c). Escribiendo r por — s, la matriz 

se convierte en 
pa. yb. ye ar Di dy diria Or. dy vb 0 r. 
(Aquí sólo a, b, y c pueden elegirse arbitrariamente). Esto es verdadero si dy, éz, 
by”, bz son falsas todas. Supongamos que dy es verdadera. Supongamos a = = y, 
Entonces, si yb o Ye son falsas, da. >. yb. ye es falsa y la matriz es verdadera. 
Por lo tanto, si yx es falsa, pongamos b=c=x; si yx y yx' son verdaderas, 
poniendo a = y .b=c=x, la matriz viene a ser equivalente a 
r.JT.dyvoz3dr:r. 2 .dy vo Or, 

que es verdadera. Por tanto, si A es verdadera, la matriz puede hacerse verdadera. 
De manera similar, para z, y, z. Esto agota los casos posibles. Por lo tanto, 
concluimos Prop, por la *8:28. 
48333. E:. (2). d3.D.(q2).y23:D:8| ((q2) . ya) >. (qx). po) |s 

Dem. 

La matriz es como antes, y el prefijo (después de usar la *8"13) es 

(db, 0, Y, £, Y, 2) + (qa, x, a). 

Llamemos a la matriz M (a, x, x”). Entonces 


F:yb.3.M(a,b,b).>. (qa, x=, 2). M(a, x, e”) (1) 
Faye... M(a,c, Cc). .(qa, e, 2). M (a, x, a”) (2) 
Eiruab o o. py DM (y, 0, 0). (qa, x, a). M (a, x, a) (3) 
(1) .(2).(3).+:$y. (qa, z, a). M (a, z, 2) [usando la 8:28] (4) 
Similarmente para dy”, bz, fz'. Por tanto, en virtud de *8"28, 
E:dyv oy voz v pz.) (qa, x, a). Mía, zx, a) (5) 
Pero bi: u¿y dy dr e idy rr dy vor Or: 
>: M(a, x, x') 
(+8:1] >: (qa, 2,2). M (a, x, a) (6) 


+.(5)-(6).48:28.+.(30, e, x). M(a, z, a). +. Prop 


Esto concluye los casos en los que p y q, pero no s, contienen variables 
aparentes. Seguidamente consideramos los cuatro casos en los que p y $, pero no q, 
contiene variables aparentes. 

834. E:.(2).pr.D.q:):((0)-x2)]g -> -1(2). $2] [(2)- ya] 
Poniendo f(z, y, 5, u, v).=.(xz19)| (($yl xz)|($u] x0)), la matriz es 
(dal Dl [fe y, 2, u, )|f (2, y, £, u, w)). 
(Esta es también la matriz de las proposiciones siguientes). 
El prefijo es (a, x, 2): (Jy, £, u, v, y, 2, Y, v). 
La matriz es equivalente a 
padqg.D. fa y 2,4 0).f(7, y, 2, ul, v) 


y Fa, y, 2,4, v).=:xalg.>.dyixz.du| xo: 
=:9)0x10.D.dyI) 2 du) rs xo. 
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Poniendo y=u=y'=u4'=4. 2=v=x.zZ =v =x', se satisface la matriz. Por lo 
tanto, Prop. 
+8:341. F:.(2).0.D.q:): (32). xx) [q .>. (a). px) | ((q=).. xa) 
La matriz es como en la +8"34. El prefijo (a, z, v, 2, 0) :(q<, y, u, €, y, 4). 
La matriz es equivalente a 
$adg.2::q) xr. ¿yor pudo q: 
PES PR TRES PES 


Si pa es falsa, esto viene a ser verdadero poniendo y =u= y'=u'=a. Si qa es 
verdadera, la matriz es verdadera si q es falsa. Supongamos q verdadera. Entonces la 
matriz es equivalente a 


PAR TP RES IDA PDA A 
Esto es verdadero si xZ, xv, XZ”, w son falsas. Si alguna de ellas, supongamos xz, es 


verdadera, hacemos x=x=z, y la matriz es verdadera. Esto agota los casos 
posibles. Por lo tanto, queda demostrado Prop, mediante la *8:28 


:9:342. +:.(q2).p7.3.9:3:((2).xx)1g ->. (35). pa] | [(z) . xx] 
La matriz es como antes. El prefijo (después de usar la +8'13) es 
(2, yu, e, yu): (qa, 2,0, sv). 
Tomemos la matriz M (a, z, v, z', v'). Entonces, 


Foxx. >.M (a, z, x,x, 2) (1) 
hioxr. 2.M(a,a.x a, a*) (2) 
Esq... (q Ox) q ya). 
2.M(a,z,v,£,v) (3) 
Fioq.$y. D-$yDg). 
2. M (y, 2,0, 2, Y) (4) 
Similarmente, si —q.pu Ó «=q.qy' or =qg.g$u'. Por lo tanto, por las +*8"1:28, 
Eiwg.pyv uv dy vou ¿O (qa, s,0,2,0), M(a,z,v,2,v) (5) 
Eiupy pu voy que O yO o uo dy ox du Deo 
>.M(a,z,v,7,v) (6) 
(5) .(6).Dh:rwqg. >. (qa, 1, 0,s£,v). M(a,2,v,e,v) (7) 


F.(1).(2).(3).(7).F. Prop 
«8343. +:.(q2).42.2.9:D:((32)-x2) 19 ->- ((q=) . 6x) | (512) - xz) 


El prefijo para la matriz es (y, £,u, v, y, 2,4, 9): (qa, x, 2). 


Llamamos a la matriz Fla, 2). 

Es verdadera si a a a (1) 
También x2-9-3-f(a,2,2).>.(3q0,2,5).f(a,z, a) (2) 
Similarmente, si tenemos XP .q 0XZ'.q 0XP .q (3) 
A partir de las (1) . (2) . (3), mediante la +8"28, 9->.(qa,x,a).f(a, x, a”) (4) 
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Ahora da .-q.>.f(a,x,2). Por tanto, 
dy 9 -D.f(y, 2,0). .(qu,:,a). f(a,x, a) 
De manera semejante para dz. q, by .q,$z «q. Por tanto, 


by v $evgy váz .q.>.(q0,5,2).f(0,2,2) 65) 
Pero eedy vq my ¿pe ¿0 fax, a) (6) 
Por (5) y (6) q .D.(qa 2,2). f(a, z, a) (7) 
E .(4).(7) 8:28. +. Prop 


En las cuatro siguientes proposiciones, q y r se sustituyen por proposiciones que 
contienen variables aparentes, mientras que que p permanece elemental. 


*8:38. F:.p.D.(2).y2:)D:((2).x2) | ((2) . yal >. pl((x) . yx; 
Haciendo q.=.(x).yz,8.=.(x). yx, la proposición es 
(plop). 
Tenemos por las definiciones 
q -=.(qb, c) . vb] ye, 
pl=q-=-(b,c) .pl(yb| yc), 
slg.=.(42,y) -xy| yz, 
pls.=.(42).plxs, 
(p]8).=.(2,0) (pl x2)1(p 1x0), E 
ldl(p1s.=:(2,y):(32,w). (ly! (1x1). 
Ponemos fe, y 2,w).=-(xy lvl iplxdllx. ea 
Entonces, «((s|9)/(p]8)) .=:(qay a y):(2w,2,w). f(x,y2,w) fa y 2 vu), 
pDlo leia =:(0,y,2,y):(3b,c, 5, 10,4, 1). a 
[pl(yb | yo) l [fia y, 2, w1f(é,y, 2,0). 
Escribiendo 0% por — x£, la matriz es equivalente a 
pde yb. ye: 0:20 0y.D:p.D.02.6w:. pa DÓy .D:p.. 02. 0w. 
Esto se satisface haciendo b=x.c=x".2=w=y.z2'=w = y”. Por tanto, Prop. 
La misma matriz aparece en las tres proposiciones siguientes: sólo cambia el prefijo. 
9351. F:.p.2.(2). 12:30: ((qu). yo] | (() . yo) .D ¿pl ie). qa! 
Es la misma matriz que en la *+8"35, pero el prefijo es (%,£,w, 2”, 2, w"): (30, e, y, y”). 
La matriz es verdadera si Oz .Ow.0z' . 0w”, 
Supongamos “ 0z, y hagamos y=y=2.b=x.c=g, 
Ahora tenemos yx 30y.=.“Yx y p.>.02.0w:=.“p. Por lo tanto, la 
matriz es equivalente a 
Pd po e iDdiinop Di mpimo a ip... 0z bw, 
lo cual es verdadero. De manera similar si — 9w v — 0z' v — 6w'. Por lo tanto, se 
sigue Prop, por las *8"1:28. 


18352. F:.p.D.(392). yx 2D: ((2). x2] | [(q<) - yz) .> pl i(=). xx] 
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La misma matriz, pero el prefijo es (b,c,y y): (32,5, w,2, 2, w). 

Satisfecha porx=b.x'=c.2=w=y.2 = w' = y”. Por lo tanto, Prop. 
48353. F:.p.D (qu). yo:): ((q2).x01| (qu) - ya) > pl [(qz) xx) 

La misma matriz, con el prefijo  (b,c,z, w, £*, w) : (qu, y, x, y). 

Si yb es verdadera y Oz falsa, la matriz se satisface porx=x"=b.y=y'=z, 
porque estos valores hacen yx > 0y y a yx' > 0y' falsa. De manera semejante, si yb 
es verdadera y 0w o 0z' o 0w' es falsa, y si yc es verdadera, y Oz, 0w, 02' o Qw' es 
falsa. 


Ello permanece para considerar “—yYb.oyc:v:0zs.0w.0r . Bu. 
La segunda alternativa hace la matriz verdadera, porque da 


p.>.02.0w:p.>.02 . 0w. 
La primera alternativa da 


p-). yb. ye: Di: mp: 
>:p.>.02.0w:p.>.0z .0w, 
de modo que, de nuevo, la matriz es verdadera. Por lo tanto, Prop. 


Esto agota, de nuevo, los casos en los que uno o dos de los constituyentes de 
p>q.>.siq > pls permanece elemental. Esto se mantiene para considerar los 
ocho casos en los que ninguno permanece elemental. 


Todas éstas tienen la misma matriz 


9:36, F:.(2).p2.D.(2).y92:): ((5) xx) | (2). yz) >. ((2). px) | (2). xx] 
Poniendo p.=.(2).px, q.=.(2). yx, s.=.(2). xx, tenemos 
«(gb 0). vb] yo, 
: (qa): (b, e). dal (yb| yo), 
(qx, y). xylyz, 
> (qa w) £ pz| yw, 
(pls)... (5, 10, u, 9). (pel xw)|(pu| xv), 
(Dl (p1s).=:(2 y): (315, 00,4, 0) «(xy lv2)l (ex) (hu ] x0)). 
Haciendo f(x, y, £,w0,4,0) .=. (xy| yx) ((b2lxw)l(pu| xo). Entonces 
ells) (pl). =:(3q2 y 2, y) 3(2, 00, 0,0, £,w', uv). 
It y wn, y, e, w,u,v), 
(pl (619 (rla).=:(a, 2, y E, Y): (570, c, £, 00,0, m2, w uv). 
[dal (yb| yo) Ce, y, 2, w, ue, DS, y, £ wal, ))- 
Escribiendo 0£ por — xX, la matriz es equivalente a 


da... yb. ye: Di. 0y 3. 2D Ow. pu) dv: 


yz Oy. 3). $2 Ow. qu) br. 
Esto se satistace pOr b=x.c=x.c=u=Y=W=d.w0=9=y.4= 8 =y. 


Por lo tanto, Prop. 


1 
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*8:361. +:.(2). 42. .(2).y2:D:((q2).x2] | [(2).y 2] .-((2). $11 ((q=). x00) 


Es la misma matriz, pero “todos” y “alguno” se intercambian en argumentos 
para Xx, es decir, en y, W, Y, y”, w,V.. las variables 1 son, por lo tanto, b, c, y, y, 2, 
7,4 Uu. 


Si 1 . . 
Si — fa, ponemos z = u = z' =u =a, y la matriz se satisface. 


Si da es verdadera, la matriz es verdadera si Abe, es decir, si 
xv yx", ya que b y c son arbitrarios. Supongamos yx, yx'. Entonces la 
matriz se reduce a 


9y .D.$:D0w.q¿uD Iv: Oy. pz DO0w'. pul ÓN. 
Si Gw, 0v, Ow”, Ov' son todas verdaderas, esto es verdadero. 
Si — 0w, hacemos y = y' =w, y la matriz se satisface. 
Similarmente, si — 6v, —8w' o — 6v'. Por lo tanto, Prop. 
18-362. :.(2). $e... (qu). ya:>: (2). yx) (512). yx)... [(<). oe] 1 (Ge). xa! 


La matriz es como en la *8:36. El prefijo resulta de la *8" 36 intercambiando 
“todos” y “algunos” entre los argumentos y, esto es b, c, x, x'. Por lo tanto, la 
Prop resulta de las mismas sustituciones como en la *8"36. 


8363. Fi. (0). d2. (92). y: 5: (qe). xx] l(qx) . yr]. 
>. (2). $231 ((92) - xr) 

Resulta del intercambio entre “todos” y “algunos”, en la +*8' 361, en los 
argumentos y, a saber, b, c, x, x'. Las variabled 3 son, por tanto, X, X, y, Y, 2,2, 
w w', y la prueba se desarrolla exactamente como en la *8"361, intercambiando x, 
x y b, C. 


48364. +:.(32). $e.) (2). pm: ((2).x0)1((2).Y0]..>. (92). 42) 1((2)» xa 


La proposición es la que resulta de la *8"36 intercambiando “todos” y “algunos” 

en los argumentos é, a saber, a, z, u, z, u.. Por lo tanto, los sarumentos 4 son a, b, 
C, W, Y, w, V. Si Oy es verdadero, hacemos w=y= Wa =y =), y la matriz se 
satisface. Si 0y' es verdadera, hacemos w=v=w' =y' = y la matriz se satisface. 
Supongamos “8 y . — 0y. La matriz es verdadera si yx > e y Yx' > Oy" son falsas, 
esto es, puesto que By, Oy” son falsas, si yx y Yx' son verdaderas. Si yx es falsa, 
ponemos b=c=x y a=y; entonces da.D. yb. yc, es falsa, y la matriz es 
verdadera. Si yx' es falsa, ocurre de manera similar. Por lo tanto, tenemos Prop. 


18365. +:.(392). $2. .(2).Y0: 9: [(92). xx) | [(a) . ya). 
>. (32). $2) gu). x2] 
Prop es lo que resulta a partir de la 18) 364 intercambiando “todos” y “algunos” 
en los argumentos x, a saber, y, w, v, y”, w, v.. Porlo tanto, los argumentos Y son a, 
b, c, y y . La matriz es verdadera si 9w, 9, 0w', Oy”. Supongamos “— Bw, y hacemos 
y =y =w. La matriz es verdadera si Yx > Oy y yx" > Oy son falsas, es decir, en el 
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presente caso, si yx y yx son verdaderos. Supongamos que uno de ellos es falso, y 
pongamos b=x.c= x. Entonces yb . wc es falso. Por lo tanto da .D. yb. yc es 
falso si da es verdadera; por lo tanto, la matriz es verdadera si a es verdadera. Por 
tanto, si Pz es verdadera, la matriz es verdadera para a = z. Similarmente, si du, 6z' 
O du es verdadero. Pero si todas son falsas, la matriz es también verdadera. Por 
tanto, es verdadero cuando tenemos 0w y — Yx v — yx”. Similarmente para — 0», 
=8w o Bv con — yx vw "yx. Vemos que la matriz puede satisfacerse por — 0w, 
=O0v, “6w o 0v con yx. yx. Por lo tanto, puede satisfacerse por 
=Bw vw" 0vv-8w v“ Bv. Y vimos que es verdadero para 0w.0v.0w'.0v'. 
Esto completa los casos. Por lo tanto, Prop. 


*8:366. F:.(qu).$2.D. (qe). yz: 0: ((2) .x2)|1(qe) . yo) - 
>. ((4=). $2) 11(2) xa] 
Prop es lo que resulta de la +8 364 intercambiando “todos” y “algún” entre los 
argumentos y, a saber, b, c, x, x'. Por lo tanto los argumentos A son a, x, xXx”, w, y, 
w, v”. La prueba se realiza como en la +8-364, intercambiando b, e y x, x'. 


148367, b:.(qo). $2. (30). ye: >: (72). ye) | Kar) ya). 
>. (qe) . $) 1((q=) - x=) 
Prop es lo que resulta de la +8 365 intercambiando “todos” y “algún” entre los 
argumentos y, a saber, b, c, x, x”. Por do tanto, los argumentos 3 son 4, X, xy, y 
La prueba se realiza como en la *8:365, intercambiando b, e y x, x 


Esto completa los 26 casos de p q. sig > pls. Por lo tanto, en todas las 
proposiciones de los «1—*S5 podemos sustituir proposiciones que contengan una 
variable. Las pruebas de las proposiciones que contienen 2, 3, 4, ... variables son 
paso-a-paso las mismas. Por tanto, las proposiciones de las *1-—+S tienen lugar todas 
como proposiciones de primer orden, 


La extensión a proposiciones de segundo orden, después a proposiciones de 
tercer orden, y así sucesivamente, se efectúa por pasos exactamente análogos. 
Luego, todas las funciones-trazo que pueden demostrarse para proposiciones ele- 
mentales pueden demostrarse para proposiciones de cualquier orden. 

Quedan por probar —((x) . fx] .=.(Hx) . — gx y proposiciones similares. 

84 — biol(x).d).=.(40). =óe 


Dem. 

-.a8l. Di: brlór. 0 (qy). pel dy (1) 
E,(1).*821,  DEzx(qx). dx lor 0 (sx, y). prloy: 

[(*8:01:012)] — DE:(qa). or. ((x). da] (2) 
We have F:plg.=. plpv ql (3) 
F (3). +: palo. =. prlóov pylby (4) 
E. (4) 8:22:24 .DH:drlby 0. (42). per[pz (5) 
[(*8:011)] Ex.(qu, y) -f(x,y).>.p:=:(x,y).f(2,y)3p (6) 
F.(5).(6). +: (32, y): belóy 3 (qu). prlpz: 

[(*8:01012)] — Die: uí(a). $1. (q). a (1) 
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E. (2).(7).. — DE.Prop 


841, E:io(qe). 2). =.(0). $ 
Prueba similar 


1842 Ep. (qe).$o:=:(q0).pD¿z 
Dem. 
Rip. (qe). por: pl o(qz). $2): 
(+8'41] =:plí(a). pa): 
((8:011)] =:(q20).p $7: 
(+8:21] =:(92).pDgx:. DH. Prop 


1843. F:i.p.>.(2).d2:=:(2).p¿z 
[Prueba similar] 
Otras proposiciones de este tipo pueden considerarse como probadas. 
1844. E:.(0).p2.D:(2). 42. .(2).óx.yz 


Dem. 
E:.p2.D:Y2.3. $2. ye (1) 
F.(1).481.DE33 (2) 32. (qy)32(2):.$0.D: yy. dz. yz (2) 
F. (2) .8:42:43 +. Prop 


*8-5. Si F(p, q, r,...) en una función-trazo de proposiciones elementales, y p, q, r, 
... Se sustituyen por proposiciones de primer orden p,, q1, F1,..., tendremos 


PEP>+-qEQ+TEY)..D:F(pqr,...).=.F (psu Y. -..). 
Esto resulta de 


Dp-=.(2).px: Dip=p,.>.plg= plg. qlp. = glp. 
DM-=.(q2).p2:D:p=p,.D.p lg= plg qlo, = glp. 
las cuales son muy fáciles de probar. 
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FUNCIONES DE VERDAD Y OTRAS 


En la introducción a la presente edición hemos supuesto que una función puede 
entrar en una proposición únicamente a través de sus valores. En efecto, hemos 
supuesto que una matriz f 1 ($ ! £) surge siempre por alguna función-trazo 


F(p,q,Y, ...) 


sustituyendo $! a, $! b, $! c, ... en lugar de alguna o todas las p, q, F, ..., y que 
todas las demás funciones de funciones son derivables de tales matrices por 
generalización esto es, sustituyendo alguna o todas de las a, b, c, ... por las 
variables, y tomando “todos los valores” o “algún valor”. 


Los usos que hemos hecho de este supuesto pueden validarse por definición, 
aunque el supuesto no sea universalmente verdadero. Es decir, podemos decidir que 
la matemática por sí misma se limite a funciones de funciones que obedecen el 
supuesto indicado anteriormente. Esto nos lleva a decir que la matemática es 
esencialmente extensional, en lugar de intensional. En este terreno, podríamos 
abstenernos de preguntar si nuestro supuesto es universalmente verdadero o no. Sin 
embargo, la pregunta es importante en sí misma, y en lo que sigue sugerimos ciertas 
consideraciones sin llegar a una conclusión dogmática. 


Hay una pregunta previa, que es más sencilla, y es si todas las funciones de las 
proposiciones son funciones de verdad. O, más exactamente, ¿pueden todas las 
proposiciones que no contienen variables aparentes construirse a partir de las 
proposiciones atómicas por medio del trazo? Si fuese éste el caso, y si fH es 
cualquier función de las proposiciones, tendríamos 


p=9->-fp=fq 
Por consiguiente, de acuerdo con la definición *13"01, 


p=9->.p=3. 

Habrá, por lo tanto, sólo dos proposiciones, una verdadera y una falsa. Este era 
el punto de vista de Frege, pero que no puede aceptarse fácilmente. Frege mantenía 
que cada proposición es un nombre propio, ya sea para la verdadera o la falsa. En 
terrenos no relacionados con la cuestión que nos ocupa, no podemos considerar las 
proposiciones como nombres; pero eso no decide Ja cuestión de si las proposiciones 
equivalentes son idénticas. Esta última cuestión es la que nos interesa. Es decir, 
tenemos que considerar si, o en qué sentido, hay funciones /p que son verdaderas 
para algunos valores verdaderos de p y falsos para otros valores verdaderos de p. 


Dos ejemplos primá facie evidentes son “*A cree p” y “p se refiere a A”. Podemos 
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tomar estos ejemplos como decisivos. Si A cree p y p es verdadero, no se sigue que 
Á crea en cualquier otra proposición verdadera q; y si A cree p, y p es falsa, 
tampoco se desprende que A crea en ninguna otra proposición falsa q. Otra vez, la 
proposición “A es mortal” se refiere a A; pero la proposición “*B es mortal”, que es 
igualmente verdadera, no se refiere a A. Así, la función “p se refiere a A” no es una 
función de verdad de p. Este ejemplo es importante, porque la notación “px” se 
emplea para simbolizar a una proposición con respecto a x, y de este modo la 
concepción afectada parece presuponerse en el procedimiento total de las funciones 
proposicionales. 


Para empezar, debemos distinguir entre una proposición como un hecho y una 
proposición como un vehículo de verdad o falsedad. La siguiente serie es de 
indicaciones defectuosas: “Sócrates es mortal”, es un hecho de geografía. El sonido 
que haría si yo tuviese que decir “Sócrates es mortal” sería un hecho de acústica. El 
acontecimiento mental cuando tomo en consideración la creencia “Sócrates es 
mortal” es un hecho de psicología. Ninguna de ellas introduce la noción de verdad o 
falsedad, que es, para la lógica, la característica esencial de las proposiciones. 
Volvamos por un momento a la consideración de las proposiciones en cuanto 
hechos. 

Cuando decimos que la verdad o falsedad es, para la lógica, la característica 
esencial de las proposiciones, no se nos debe entender mal. No importa, para la 
lógica matemática, qué es lo que constituye verdad o falsedad; todo lo que importa 
es que dividen las proposiciones en dos clases, de acuerdo con ciertas reglas. 
Tomemos un grupo de símbolos: 

Li, Lar <> Len r> Ton. 
Pongamos, como aserciones inexplicables, 

T (Tm+1) (m<n), 

F(2%m) (m<n). 
Introduzcamos además el símbolo x,|xs, y Supongamos 


T (2,|x,) si F(x,) 9 Fe); 
F(2,|z,) si T(2,) y T(<,). 
Supongamos además que, si p, q, s son algunas de las x's o cualquier combinación 
de ellas por medio del trazo, las reglas indicadas más arriba se aplican a plq, etc., y 
además tendremos: 
Tlprl(»lp). 
T(p>q.>.819>pls), 
en donde “p D q” significa “pl(qlq)”. Además: dado T(pl(qlr)) y T (p), tenemos 
que tener T (7). 
Tomando las anteriores como simples reglas convencionales, resulta toda la 
lógica de las proposiciones moleculares, sustituyendo “E. p” por “T (p)”. 


Así, desde el punto de vista formal, es irrelevante lo que constituya verdad o 
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falsedad: todo lo que importa es que, de acuerdo con ciertas reglas, las proposicio- 
nes se dividen en dos clases. No importa lo que las proposiciones sean, mientras que 
nos contentemos con considerar nuestras proposiciones primitivas como hipótesis 
de definición y no como verdades. (Desde un punto de vista filosófico, este 
procedimiento formal puede mostrarse para presuponer la interpretación no formal 
de nuestras proposiciones primitivas; pero eso no importa para nuestro propósito 
actual). ' 


Por medio de la lógica de las proposiciones moleculares, no queremos conocer 
nada acerca de las proposiciones, excepto si son verdaderas o falsas. Además, 
estamos interesados únicamente en las combinaciones de proposiciones que sean 
verdaderas en virtud de las reglas, si sus proposiciones componentes son verdaderas 
o falsas. Esto es, —por tomar el ejemplo más simple— afirmamos pl( pip), pero 
nunca afirmamos ninguna proposición p que no tenga alguna estructura molecular 
adecuada, aunque creemos que la mitad de tales proposiciones son verdaderas. 
Nuestras aseveraciones dependen siempre de la estructura y nunca del mero hecho 
de que alguna proposición sea verdadera. 


No obstante, surge una nueva situación cuando sustituimos p por $ | x. Por 
ejemplo, tenemos 


F.pl(p|p) 
e inferimos F.plxl(ptaló!z). 


No podemos explicar la notación $ ! x sin introducir características de las proposi- 
ciones que no sean su verdad o falsedad. Tomemos por ejemplo, la proposición 
primitiva (*8*11) 

F.(qa). pla |(p1a|$1b). 
La verdad de esta proposición depende de la forma de las proposiciones componen- 


tes p!x, p! a, 61 b, y no simplemente de su verdad o falsedad. No puede 
sustituirse por 
“E.(ap).pl(q |», 

que es verdadera, pero no tiene las consecuencias deseadas. Estamos, por consi- 
guiente, obligados a considerar lo que se significa al decir que una proposición es de 
la forma $ ! a (en donde a es alguna constante). Esto nos vuelve a “A ocurre en p”, 
que dimos anteriormente como ejemplo de una función que no es función verdade- 
ra. Y esto, encontraremos, nos lleva otra vez a la proposición como un hecho, en 
oposición a la proposición en cuanto verdadera o falsa. 

Volvamos a nuestros dos ejemplos: “A cree p” y “p se refiere a 4”. Evitaremos 
ciertas dificultades psicológicas si, para empezar, tomamos “A afirma p” en lugar de 
“A cree p”. Supongamos que “p' es “Sócrates es griego”. Una palabra es una clase 
de sonidos similares. Así, la persona que afirma “Sócrates es griego”” produce, en 
sucesión rápida, tres sonidos de los que el primero es un miembro de la clase 
“Sócrates”, el segundo un miembro de la clase “es”, y el tercero es un miembro de 
la clase “griego”. Esta serie de acontecimientos es parte de la serie de acontecimien- 


463 


APENDICE C 


tos que constituyen a la persona. Si A es la serie de acontecimientos que constitu- 
yen a la persona, a es la clase de sonidos “Sócrates”, f es la clase “es” y y la clase 
“griego”; luego, “A afirma que Sócrates es griego” es (omitiendo la rapidez de la 
sucesión) 

(qx, y £).2ea.yeB.zey.ojyuzjz2uy| CA. 


Es obvio que esto no es una función de p ya que p ocurre en una función-de-ver- 
dad. 


Si ahora tomamos “A cree p”, encontramos el asunto aún más complicado, 
debido a la duda de que constituye creencia. Algunas personas mantienen que una 
proposición debe expresarse con palabras antes de que podamos creer en ella; si esto 
fuese así, no habría, desde nuestro punto de vista, ninguna diferencia vital entre 
creer y afirmar. Pero si adoptamos un punto de vista menos heterodoxo, diremos 
que cuando alguien cree que “Sócrates es griego” tiene simultáneamente dos 
pensamientos, uno de ellos “significa” Sócrates, mientras que el otro “significa” 
griego, y estos dos pensamientos están relacionados en la forma que denominamos 
“predicación”. Para la finalidad que perseguimos no es necesario definir “significa- 
do”, más que observar que dos pensamientos diferentes pueden “tener el mismo 
significado”. La relación “tener el mismo significado” es simétrica y transitiva; 
además, si dos pensamientos “tienen el mismo significado”, cualquiera de ellos 
puede sustituir al otro en cualquier creencia sin alterar su valor de verdad. Así 
tenemos una clase de pensamientos, denominada “Sócrates”, los cuales “tienen el 
mismo significado”; llamemos a esta clase a. Tenemos otra clase de pensamientos, 
llamado “griego”, que todos “tienen el mismo significado”; llamemos $ a esta clase. 
Denominemos P a la relación de predicación entre los dos pensamientos. (Esta es la 
relación que se mantiene entre nuestro pensamiento del sujeto y nuestro pensamien- 
to del predicado cuando creemos que el sujeto tiene el predicado. Es totalmente 
diferente de la relación que se mantiene entre el sujeto y el predicado cuando 
nuestra creencia es verdadera). Entonces, ““A cree que Sócrates es griego” es 

(qa, y).zea.yeB.aPy.2,yeC!A. 
Aquí, otra vez, la proposición tal y como ocurre en las funciones de verdad ha 
desaparecido. 

No es necesario poner ningún énfasis sobre el análisis de creencia indicado más 
arriba, que puede estar completamente equivocado. Todo lo que se pretende es 
mostrar que “A cree en p” puede muy bien no ser una función de p, en el sentido 
en que p ocurre en funciones-de-verdad. 

Ahora tenemos que considerar “p se refiere a A”, ejemplo * *'Sócrates es griego" 
se refiere a Sócrates”. Aquí tenemos que distinguir: 1) el hecho, 2) la creencia, 
3) la proposición verbal. El hecho y la creencia, sin embargo, no levantan proble- 
mas diferentes, ya que está bastante claro que Sócrates es un elemento del hecho en 
el mismo sentido en el que el pensamiento de Sócrates es un elemento de la 
creencia. Y la proposición verbal no crea dificultad, ya que cada caso de la 
proposición verbal es una serie que contiene una parte que es un caso de “Sócra- 
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tes”. Es decir, “Sócrates” (la palabra) es una clase de la serie de sonidos, digamos A; 
y “Sócrates es griego” es otra clase de serie, digamos u; y el hecho de que 
“Sócrates” intervenga en “Sócrates es griego” es 


Pep.3.(94Q0).Q€1.QE€P. 


Así se nos deja con la pregunta: ¿Qué queremos decir al afirmar que Sócrates es un 
constituyente del hecho de que Sócrates es griego? Esto ocasiona el problema de 
análisis total. Pero no necesitamos una respuesta final; solamente necesitamos una , 
contestación suficiente para dar luz a la cuestión acerca de si hay funciones de 
proposiciones que no son funciones-de-verdad. 


Hay quien niega la legitimidad del análisis. Sin admitir que están en lo correcto, 
podemos estructurar una teoría que ellos no necesitan rechazar. Supongamos que 
los hechos son capaces de diversas clases de semejanzas y diferencias. Dos hechos 
pueden tener semejanza particular; entonces diremos que son relativos al mismo 
particular, Otra vez, pueden tener semejanza de predicado, o semejanza de relación 
diádica, etc. Diremos que un hecho que se refiere solamente a un particular 
concreto si cualesquiera dos hechos que tienen semejanza particular con respecto al 
hecho dado tienen semejanza particular entre sí. Dado tal hecho, podemos definir 
su particular concreto como la clase de todos los hechos que tengan semejanza 
particular con el hecho dado. En ese caso, decir que Sócrates es un constituyente 
del hecho de que Sócrates es griego (suponiendo convencionalmente que Sócrates es 
un particular) es decir que el hecho es un miembro de la clase de hechos en los que 
se encuentra Sócrates. En el caso de una creencia acerca de Sócrates, que es por sí 
mismo un hecho compuesto de pensamientos, diremos que una creencia es acerca 
de Sócrates si es de la clase de hechos que constituyen una cierta idea que 
“significa” Sócrates en cualquier sentido que podamos dar a “significado”. Aquí se 
toma una “idea” como clase de hechos físicos, digamos todas las creencias que se 
“refieren a” Sócrates. 


Podemos definir los predicados mediante un procedimiento similar. Tomemos un 
hecho que es únicamente capaz de dos clases de semejanza de la que estamos 
considerando, a saber, semejanza particular y semejanza de predicado; tal hecho 
será un hecho de sujeto-predicado. El predicado implicado en ello es la clase de los 
hechos para los cuales tiene semejanza de predicado. 

Supondremos también diferencias de diversas clases: diferencia particular, dife- 
rencia de predicado, etc. Estas no son necesariamente incompatibles con la clase de 
semejanza correspondiente; ejemplo, R (x, x) y R (x, y) tienen semejanza particular 
respecto x y diferencia particular respecto de y. Ésto hace posible que definamos lo 
que significa al decir que un particular ocurre dos veces en un hecho, como x se 
encuentra dos veces en R (x, x). Primero: R (x, x) es un hecho de relación diádica 
porque es capaz de semejanza de relación diádica con respecto a los otros hechos; 
segundo: cualesquiera dos hechos que tengan semejanza particular con R (x, x) 
tienen semejanza particular entre sí. Esto es lo que queremos decir al afirmar que 
R (x, x) es un hecho de relación diádica en el que x aparece dos veces, y no un 
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hecho de sujeto-predicado. Tomemos ahora un hecho de “relación triádica 
R (x, x, 2). Este es, por definición, un hecho de relación triádica porque es capaz de 
semejanza de relación triádica. Los hechos que tengan semejanza particular con 
R (x, x, 2) pueden dividirse en dos grupos (no tres) de forma que dos miembros 
cualesquiera de un grupo tienen semejanza particular entre sí. Esto indica que hay 
repetición, pero no si es x o z la que se repite. Los hechos del grupo uno son 
R (x, x, Cc) para una c variable; los hechos del otro son R (a, b, z) para a y b 
variables. Cada hecho del grupo R (x,x, c) pertenece solamente a dos grupos 
constituidos por semejanza particular, mientras que los hechos del grupo R (a, b 2), 
excepto cuando sucede que a=b, pertenecen a tres grupos constituidos por 
semejanza particular. Esto define lo que queremos decir al afirmar que x se 
encuentra dos veces y z una vez en el hecho R (x, x, z). Es obvio que podamos 
tratar con relaciones tetrádicas, etc., del mismo modo. 


De acuerdo con lo expuesto anteriormente, cuando decimos que Sócrates es un 
elemento del hecho de que Sócrates es griego, queremos decir que este hecho es un 
miembro de la clase de los hechos que es Sócrates. 

Cuando empleamos la notación “g ! x” para indicar una proposición en la que 
interviene “x”, es un hecho que “x” interviene en “¿ ! x”, pero no necesitamos 
afirmar el hecho; el hecho hace su trabajo sin tenerlo que afirmar. Es también un 
hecho que, si “x” se encuentra en una proposición p, y p afirma un hecho, entonces 
x es un constituyente de ese hecho. Esto no es un ley de la lógica, sino una ley del 
lenguaje. Podría ser falso en algunas lenguas. Por ejemplo, antiguamente, cuando se 
cometía un crimen en la India, el sumario expresaba que se había cometido “en el 
feudo de Greenwich Oriental”. Estas palabras no denotaban ningún constituyente 


del hecho. Pero un lenguaje lógico evita las ficciones de esta clase. 


La notación de las funciones es una ilustración del principio de Wittgenstein, de 
que un símbolo lógico, en ciertos aspectos formales, debe asemejarse a lo que 
simboliza. Todos los hechos de los que x es un elemento, de acuerdo con lo dicho 
anteriormente, constituye una cierta clase definida por la semejanza particular. Los 
diversos símbolos fx, Yx, xx... se asemejan también entre sí en cierto aspecto, 
especialmente que sus mitades del lado derecho son muy parecidas (sin ser exacta- 
mente parecidas, porque no hay dos x's exactamente iguales). Los símbolos 
R (x, x), R (x, x, z), etc. son adecuados a sus significados por razones similares. Los 
símbolos se usan antes de que pueda darse razón de su conveniencia. Para explicar 
por qué “px” es un símbolo apropiado para una proposición relativa a x es, como 
hemos visto, un asunto complicado. Pero el empleo del símbolo no es un asunto 
complicado. Nuestro simbolismo, como un grupo de hechos, se asemeja, en ciertos 
aspectos lógicos, a los hechos que simbolizan. Esto hace que sea un buen simbolis- 
mo. Pero su empleo no presupone que tengamos que explicar por qué es bueno, ya 
que pertenece a una etapa posterior. Y así, la notación “fx” puede emplearse sin 
explicar previamente lo que entendemos por “una proposición acerca de x”. 


Estamos ya en condiciones de tratar la diferencia entre proposiciones considera- 
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das como hecho y las proposiciones como vehículo de verdad o falsedad. Cuando 
decimos ** “Sócrates” se encuentra en la proposición “Sócrates es griego” ”, tomamos 
la proposición factualmente. Tomado de este modo, es una clase de serie, y 
“Sócrates” es otra clase de serie. Nuestra expresión sólo es verdadera cuando 
tomamos la proposición y el nombre como clases. El “Sócrates” que aparece al 
principio de nuestra frase no es el que figura en la proposición “Sócrates es griego"; 
lo que es verdad es que en la proposición interviene otro particular que se le asemeja 
mucho. Es, por lo tanto, absolutamente imprescindible para todas estas aseveracio- 
nes tomar las palabras y proposiciones como clases de sucesos similares, no como 
acontecimientos aislados. Pero cuando afirmamos una proposición, el suceso aislado 
es todo lo que es importante. Cuando afirmo “Sócrates es griego”, los sucesos 
particulares de las palabras tienen significado, y la aseveración se hace por el suceso 
particular de esa frase. Y el dicho de esa frase “* “Sócrates” se encuentra en ella” es 
simplemente falso, si me refiero al “Sócrates” que acabo de escribir, ya que era un 
*“Sócrates' diferente al que existía en ella. Así pues, concluimos: 

Una proposición como vehículo de verdad o falsedad es un acontecimiento 
particular, mientras que una proposición considerada factualmente es una clase de 
acontecimiento similar. Es la proposición considerada factualmente la que se 
encuentra en expresiones como “A cree en p” y “p se refiere a A”. 


Por supuesto, es posible hacer declaraciones acerca del hecho particular ““Sócra- 
tes es griego”. Podemos decir los centímetros que tiene de longitud; podemos decir 
que es negro; y así sucesivamente. Pero estas no son las declaraciones de las que se 
siente tentado a hacer un filósofo o un lógico. 


Cuando se presenta una aserción, se hace por medio de un hecho particular, que 
es un caso de la proposición aseverada. Pero este hecho particular es, por así decirlo, 
“transparente”; no se dice nada acerca de él, sino que por medio de él se dice algo 
acerca de algo más. Es esta cualidad “transparente” la que pertenece a proposicio- 
nes como las que intervienen en las funciones-de-verdad. Este pertenece a p cuando 
se asevera p, pero no cuando decimos “p es verdadera”. Así, pues, supongamos que 
decimos: “Todo lo que Jenofonte dijo acerca de Sócrates es verdad”. Pongamos 


X (p). =. Jenofonte afirmó p, 
S (p) .=. p se refiere a Sócrates 
Entonces, nuestro enunciado es 
X(p).S(p).>.pes verdadera 
Aquí la participación de p no es “transparente”. Pero si decimos 
xE€0.Dx.b!lx 


estamos aseverando $! x para una clase total de valores de x, e incluso “p ! x” 
continúa teniendo una intervención “transparente”. La diferencia esencial es que en 
el primer caso hablamos acerca del símbolo o creencia, mientras que en el último lo 
utilizamos meramente para hablar acerca de algo más. Este es el punto que distingue 
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las intervenciones de las proposiciones en la lógica matemática de sus intervenciones 
en las funciones que no sean funciones-de-verdad. 


Intentemos dar una mayor exactitud a este punto. Tomemos la expresión 
“Sócrates tuvo todos los predicados que Jenofonte dijo que tenía”. Llamemos Y a 
la serie de acontecimientos que dijo Jenofonte. Entonces, si Jenofonte atribuyó el 
predicado a Sócrates, podría parecer que tenemos (escribiendo x y y 4 z 4 w para la 
serie, Xx, y, Z, W) 


Sócrates y tenía y predicado y a G X. 
Así, pues, nuestra aserción debe ser 


Sócrates y tenía y predicado y a E X. Dg Sócrates tenía el predicado a. 


Sin embargo, aquí hay una ambigúedad. A la izquierda, “Sócrates”, “tenía”, 
“predicado”, y “a” ocurren como sonidos; a la derecha se presentan como símbo- 
los. Esta ambigiedad llega hasta la falacia. Con todo eso, lo que de hecho escribo en 
el papel no es el sonido que produjo Jenofonte, sino el símbolo de ese sonido. Así, 
pues, estoy empleando un símbolo “Sócrates” en dos sentidos: (a) para significar el 
sonido que Jenofonte produjo en cierta ocasión, (b) para significar un determinado 
hombre. Debemos decir: 


Si Jenofonte produjo una serie de sonidos que significan lo que se indi- 
ca mediante “Sócrates tuvo el predicado a”, entonces, lo que esto significa es 
verdadero. 


Por ejemplo: Si Jenofonte dijo “Sócrates era sabio”, entonces, lo que significa 
“Sócrates era sabio” es verdadero. 


Pero esto no afirma que Sócrates fuese sabio. Cuando yo afirmo realmente que 
Sócrates era sabio, digo algo que no puede decirse hablando acerca de las palabras 
que yo utilizo al decirlo; y cuando yo afirmo que Sócrates era sabio, aunque se 
produzca un caso de la proposición, sigo sin decir nada acerca de la proposición —en 
particular yo no digo que sea verdad—. Esto es una inferencia no lógica, sino 
lingúística. l 

En las consideraciones precedentes, en modo alguno aproximadas a la verdad, 
vemos que hay un enorme abismo entre la aserción de una proposición y una 
aserción acerca de la proposición. La p que tiene lugar cuando aseveramos p y lap 
que está presente en “A afirma p” en modo alguno son idénticas. La presencia de 
proposiciones tal y como se aseveran es más simple que su presencia como algo 
sobre lo que se está hablando. En la aserción de una proposición y en la aserción de 
cualquiez función molecular de una proposición, la proposición no interviene, si 
entendemos por proposición la p que aparece en proposiciones como “A afirma p” 
o “p se refiere a A”. Al analizar estos últimos, se encuentra que no están en 
contradicción con el punto de vista de que las proposiciones, (entendidas tal como 


se presentan cuando se aseveran), únicamente tienen lugar en las funciones verdade- 
ras. : 
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Cuando se asevera p, no se produce p realmente, sino que se producen los 
elementos de p o bien un caso de p. Lo mismo pasa cuando se asevera una proposi- 
ción molecular que contenga p. Así, pues, no podemos inferir p = q, porque 
aquí p y q tienen lugar en un sentido en que no se presentan cuando se aseveran las 
proposiciones moleculares que los contienen. 


A las funciones proposicionales se aplican consideraciones similares. Supongamos 
que hay dos predicados a: y $ que se encuentran siempre juntos; podemos incluso 
decir que son dos, debido a que a (x) y $ (x) son hechos que no tienen semejanza de 
predicado. Pero la función proposicional a (X) está solamente para usarse a fin de 
construir matrices por medio del trazo. El predicado a es una clase de hechos, 
mientras que la función proposicional a ($) es meramente una conveniencia simbóli- 
ca al hablar acerca de ciertas proposiciones. De este modo, podemos tener 
a (£) = B (2) sin tener a = $. En este sentido escapamos a la paradoja primá facie de 
la teoría de que las proposiciones únicamente intervienen en las funciones-de-ver- 
dad, y las funciones proposicionales se producen únicamente por medio de sus 
valores. Las paradojas residen en la confusión que hay entre las proposiciones 
factuales y las asertivas. 
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